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NIZOVI I REKURENTNE JEDNAQINE

§ Linearne rekurentne jednaqine - rexavaǌe
Najjednostavniji naqin zadavaǌa nizova je linearnim rekurentnim jednaqinama. U ovom poglavǉu

detaǉnije �emo izuqiti teoriju koja rexava ovako zadate jednaqine.
Opxti oblik linearne rekurentne jednaqine je

ckan+k + ck−1an+k−1 + . . . + c0an = bn za n ≥ 0, (1)

gde su c0, c1, . . . , ck konstante, {bn} dati niz, a {an} tra�eni niz. Broj qlanova niza koji uqestvuje u
jednaqini umaǌen za jedan naziva se red rekurentne jednaqine (u naxem sluqaju red je k). Primetimo da
datom jednaqinom rexeǌe nije na jedinstven naqin odre�eno, jer nisu jedinstveno odre�eni a0, a1, . . . , ak−1.
Znaqi rexeǌe rekurentne jednaqine reda k odre�eno je (i tada jedinstveno) tek zadavaǌem prvih k qlanova.
Prvo �emo izuqiti najjednostavniji oblik date jednaqine, kada je bn ≡ 0, tj. homogene linearne rekurentne
jednaqine

ckan+k + ck−1an+k−1 + . . . + c0an = 0 za n ≥ 0. (2)

Rexavaǌe ovih jednaqina izvodi se tako xto se datoj jednaqini pridru�i kaarkteristiqan polinom

cktk + ck−1t
k−1 + . . . + c0

i odrede sve ǌegove razliqite nule t0, t1, . . . , ts. Zatim se svakoj nuli α reda 1 pridru�i izraz oblika Cαn,
a svakoj nuli reda l izraz oblika αn · (C0 + C1n + . . . + Cl−1n

l−1). Opxte rexeǌe date rekurentne jednaqine
je niz

an = zbir brojeva pridru�enih nulama.

Tra�eni niz se dobija iz opxteg rexeǌa tako xto se zamene vrednosti prvih k qlanova niza i odrede
nepoznate konstante Ci.
Da bi razjasnili ono xto je prethodno reqeno uradimo slede�i primer:

Primer 1. Odrediti niz zadat sa a0 = 3, a1 = 3, a2 = 24, a3 = 9, a4 = 186 i

an+5 − 3an+4 − 5an+3 + 27an+2 − 32an+1 + 12an = 0.

Rexeǌe. Karakteristiqan polinom date jednaqine je

t5 − 3t4 − 5t3 + 27t2 − 32t + 12 = (t− 1)2(t− 2)2(t + 3),

pa su sve ǌegove razliqite nule 1 i 2 (reda 2) i −3 (reda 1). Prema prethodnom opxte rexeǌe ove jednaqine
je

an = 1n(A1 + A2n) + 2n(B1 + B2n) + C · (−3)n.

Zamenom vrednosti an za n = 0, 1, 2, 3, 4 dobijamo sistem jednaqina

A1 + B1 + C = 3, A1 + A2 + 2B1 + 2B2 − 3C = 3, A1 + 2A2 + 4B1 + 8B2 + 9C = 24,

A1 + 3A2 + 8B1 + 24B2 − 27C = 9, A1 + 4A2 + 16B1 + 64B2 + 81C = 186,

qije je rexeǌe A1 = A2 = B1 = B2 = C = 1, pa je tra�eni niz

an = 1 + n + 2n(1 + n) + (−3)n. 2

Rexavaǌe linearnih rekurentnih jednaqina ima mnogostruke primene, jer postoje mnogi zadaci vezani za
nizove qije se rexavaǌe svodi na rexavaǌe neke linearne rekurentne jednaqine.
Prvi takav primer su sistemi (po nekoliko nepoznatih nizova) linearnih rekurentnih jednaqina. Kao i
kod sistema obiqnih jednaqina, ciǉ nam je da dobijemo jednaqinu (koja �e biti linearna) po samo jednom
nepoznatom nizu, odakle taj niz mo�emo i odrediti. Razmotrimo slede�i primer:

Primer 2. Odrediti nizove {an} i {bn} zadate sa a1 = 2, b1 = 1 i za n ∈ N sa

an+1 = 2an + 3bn, bn+1 = an + 2bn.
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Rexeǌe. Jasno je da iz prve jednaqine mo�emo izraziti bn preko an, tj. 3bn = an+1 − an za svako n ∈ N.
Sada je i 3bn+1 = an+2 − an+1 (jer prethodna jednakost va�i za svako n pa i za n + 1), pa zamenom u drugu
jednokost i mno�eǌem sa 3 dobijamo

an+2 − 2an+1 = 3an + 2an+1 − 4an,

odnosno an+2 − 4an+1 + an = 0. Kako je a1 = 2 i iz prve jednakosti i a2 = 2a1 + 3b1 = 7, to kao i u primeru 1
mo�emo odrediti niz an, a zatim i zamenom u prvu jednakost niz bn. Posle rexavaǌa dobijamo

an =
1
2

(
(2 +

√
3)n + (2−

√
3)n

)
, bn =

1
2
√

3

(
(2 +

√
3)n − (2−

√
3)n

)
. 2

Linearne rekurentne jednaqine primeǌuju se i u zadacima oblika:

Primer 3. Odrediti niz {an} zadat sa a1 = 0 i

an+1 =
an − 1
an + 3

, n ∈ N.

Rexeǌe. Ideja u ovom zadatku je predstavǉaǌe niza u obliku an =
xn

yn
. Ovom smenom data rekurentna

jednaqina postaje
xn+1

yn+1
=

xn − yn

xn + yn
.

Primetimo da xn i yn jox uvek nisu jedinstveno odre�eni. Zato �emo mi probati da namestimo da je
xn+1 = xn− yn i yn+1 = xn + 3yn, pri qemu je x1 = 0, a y1 je proizvoǉan nenula broj (kasnije ga biramo tako
da dobijemo xto jednostavnije izraze). Posledǌi sistem rekurentnih jednaqina se naravno mo�e rexiti
(kao u primeru 2) i ǌegovo rexeǌe je xn = 1− n i yn = 1 + n (za y1 = 2). Konaqno

an =
1− n

1 + n
, za n ≥ 1. 2

Nastavimo daǉe sa prouqavaǌem linearnih rekurentnih jednaqina. Razmotrimo sada i sluqaj kada bn

nije niz nula. U opxtem sluqaju qak i ako se odgovaraju�a homogena rekurentna jednaqina (ona dobijena
zamenom bn sa 0) mo�e rexiti mogu�e je da se data rekurentna jednaqina ne mo�e efektivno rexiti (tj. ne
mo�e se odrediti eksplicitan izraz za vrednost datog niza). Na sre�u postoje mnogi sluqajevi u kojima
je to ipak mogu�e.
Iako se data rekurentna jednaqina ne mo�e uvek eksplicitno rexiti, va�i slede�e tvr�eǌe:

Teorema 1. Opxte rexeǌe jednaqine (1) je oblika

an = a′n + a′′n,

gde je a′n opxte rexeǌe jednaqine (2), a a′′n neko (tj. partikularno) rexeǌe jednaqine (1).

Sada je jasno da je eventualna nerexivost date rekurentne jednaqine uslovǉena nemogu�nox�u odre�i-
vaǌa nekog partikularnog rexeǌa (ili nemogu�nox�u odre�ivaǌa nula karkteristicnog polinoma, ali
to uslovaǉava i nerexivost odgovaraju�e homogene jednaqine). Najznaqajniji primeri u kojima je mogu�e
odrediti partikularno rexeǌe su bn = P (n) i bn = P (n) · an, gde je P neki polinom.
U prvom sluqaju partikularno rexeǌe treba tra�iti u obliku a′′n = Q(n), a u drugom u obliku a′′n = Q(n)·an,
gde je Q polinom stepena ve�eg ili jednakog od stepena polinoma P . Naravno prvo treba probati u ob-
liku polinoma stepena jednakog stepenu polinoma P , zatim stepena za jedan ve�eg, itd. dok se ne na�e
odgovaraju�i polinom. Najqex�e je stepen polinoma Q bax jednak stepenu polinoma P .
Napomenimo (za svaki sluqaj), da je i konstanta polinom stepena 0.
Partikularno rexeǌe najqex�e treba tra�iti u obliku sliqnom obliku niza bn.

Primer 4. Odrediti opxti qlan niza {an} zadatog sa a0 = 0, a1 = 1 i

an+2 − 4an+1 + 4an = n2, za n ≥ 0.

Rexeǌe. Prema teoremi 1 opxte rexeǌe jednaqine je oblika an = a′n + a′′n, gde je a′n opxte rexeǌe
jednaqine an+2 − 4an+1 + 4an = 0, a a′′n neko rexeǌe date jednaqine. Postupaju�i kao u zadatku 1 dobijamo
an = 2n(C1+n·C2). Kao xto je prethodno reqeno, partikularno rexeǌe trebamo tra�iti u obliku polinoma
stepena barem dva. Neka je zato a′′n = α · n2 + β · n + γ. Zamenom u datu jednaqinu dobijamo

α · (n + 2)2 + β · (n + 2) + γ − 4α · (n + 1)2 − 4β · (n + 1)− 4γ + 4α · n2 + 4β · n + 4γ = n2.
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Izjednaqavaǌem koeficijenata uz n2, n i konstanti sa obe strane jednakosti (izjednaqavaǌe vrximo, jer
su polinomi jednaki jedino ukoliko su im odgovaraju�i koeficijenti jednaki) dobijamo α = 1, β = 4α = 4
i γ = −4α− 2β = −12. Znaqi opxte rexeǌe date jednaqine je

an = 2n(C1 + n · C2) + n2 + 4n− 12,

pa iz a0 = 0 i a1 = 1 dobijamo C1 = 12 i C2 = −8. 2

Napomena. O svemu prethodno reqenom detaǉnije i opxirnije mo�ete na�i u kǌizi Analiza sa algebrom 3,
u
beniku za tre�i razred Matematiqke gimnazije.

Do sada smo videli da se partikularno rexeǌe nehomogene linearne rekurentne jednaqine u nekim sluqaje-
vima mo�e odrediti direktno, ali je napomenuto i da to nije mogu�e uvek. U narednoj teoremi pokaza�emo
metod smaǌivaǌa stepena rekurentne jednaqine, kojim se niz efektivno mo�e odrediti:

Teorema 2. Neka je α koren karakteristiqnog polinoma P (t) rekurentne jednaqine (1) i neka je

Q(t) = bk−1t
k−1 + bk−2t

k−2 + . . . + b0

koliqnik dobijen deǉeǌem polinoma P (t) sa t − α. Niz an je rexeǌe rekurentne jednaqine (2) ako i samo
ako je rexeǌe rekurentne jednaqine

bk−1an+k−1 + bk−2an+k−2 + . . . + b0an = vn,

gde je niz vn zadat sa vn = αn
k−1∑

i=0

biai +
n−1∑

j=0

ujα
n−1−j.

Slede�i primer ilustruje kako se data teorema mo�e dokazati, a ujedno i ǌenu primenu:

Primer 5. U zavisnosti od niza {bn} odrediti niz {xn} zadat sa a0 = a, a1 = b i

xn+2 + xn+1 − 2xn = bn, za n ≥ 1.

Rexeǌe. Ideja zapisana u dokazu prethodne teoreme je slede�a: zapixemo datu rekurentnu jednqinu za
0, 1, 2, . . . , n, tj.

xn+2 + xn+1 − xn = bn

xn+1 + xn − 2xn−1 = bn−1

. . .
x2 + x1 − x0 = b0

a zatim tra�ime brojeve kojima trebamo mno�iti date jednakosti (naravno razliqite jednakosti mo�e-
mo mno�iti razliqitim brojevima) tako da se posle sabiraǌa dobije jednaqina reda za jedan maǌeg od
poqetne, tj. da se pri sabiraǌu skrate xn, xn−1, . . . a da nam ostane samo prvih nekoliko qlanova niza (npr.
x0, x1 i x2). U ovom sluqaju ovo mno�eǌe je dosta lako, jer se i samim sabiraǌem (tj. prvo mno�eǌem sa
1 pa sabiraǌem) jednaqina svodi na

xn+2 + 2xn+1 − x1 + 2x0 =
n∑

i=0

bi,

xto je jednaqina reda za jedan maǌeg od poqetne. Naravno da bismo zadatak zavrxili trebamo jox jednom
smaǌiti red jednaqine. Me�utim sada to nije jednostavno kao u prethodnom sluqaju (prosto sabiraǌe
nije dovoǉno). Zapiximo opet novodobijene rekurentne jednaqine

xn+2 + 2xn+1 = x1 − 2x0 +
n∑

i=0

bi

xn+1 + 2xn = x1 − 2x0 +
n−1∑

i=0

bi

. . .
x2 + 2x1 = x1 − 2x0 + b0.
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Razmislimo kako �emo dobiti da se svi xn+1, xn, xn−1, . . . skrate. Neka je prva jednaqina pomno�ena sa 1.
Da bi se xn+1 skratilo slede�u jednaqinu moramo pomno�iti sa −2, jer se xn+1 pojavǉuje samo u ove dve
jednaqine. Zatim da bi se xn skratilo slede�u jednaqinu moramo pomno�iti sa 4, jer se xn ne pojavǉuje
u narednim jednaqinama, a do sada je bilo uz koeficijent −4 (iz prethodnog mno�eǌa)... Nastavǉaju�i
ovaj postupak dobijamo da je k-tu jednaqinu potrebno pomno�iti sa (−2)k−1, pa je sabiraǌem

xn+2 = (−2)n+1x1 + (x1 − 2x0)(1− 2 + 4 + . . . + (−2)n) +
n∑

i=0

bi − 2
n−1∑

i=0

bi + . . . + (−2)nb0.

Ovim je zadatak zavrxen (iako se izraz sa desne strane mo�e srediti, xto se ostavǉa qitaocu). 2

Zavrximo ovo poglavǉe verovatno najpozntijim nizom prirodnih brojeva, Fibonaqijevim nizom. Ovaj niz
najqex�e obele�avamo sa {fn} (ili {Fn}) i za ǌega va�i f0 = f1 = 1 i

fn+2 = fn+1 + fn, za n ≥ 0.

Opxte qlan niza nije texko odrediti (to se radi kao u primeru 1) i on je jednak

fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5
2

)n]
.

Niz Fibonaqijevih brojeva zadovoǉava mnoge interesantne jednakosti. Mnogi od ǌih koriste se u zadaci-
ma, pa zato u slede�oj teoremi dajemo najznaqajnije:

Teorema 3. Niz Fibonaqijevih brojeva {fn} zadovoǉava slede�e jednakosti:

(a) f2n = fn(fn−1 + fn+1) (b) fn+m = fn+1fm + fm+1fn (v) fn−1fn+1 = f2
n + (−1)n

(g) f1 + f2 + . . . + fn = fn+2 − 1 (d) f2n−1 = f2
n + f2

n−1 (�) f2
1 + f2

2 + . . . + f2
n = fnfn+1

(e) f1 + f3 + . . . + f2n−1 = f2n (�) f0 + f2 + . . . + f2n = f2n+1 (z) (fn, fm) = f(n,m).

§ Linearne rekurentne jednaqine - primena
U prethodnom poglavǉu videli smo kako se linearne rekurentne jednaqine mogu rexavati. Me�u-

tim postoje mnogi problemi vezani za nizove zadate linearnim rekurentnim jednaqinama (posebno oni
,,takmiqarski”) za qije je rexavaǌe potrebno vixe od odre�ivaǌa niza. U ovoj glavi �emo upravo izuqi-
ti neke osobine linearnih jednaqina koji nam mogu biti od pomo�i u ovakvim problemima.

Zapoqe�emo slede�om teoremom:

Teorema 4. Ukoliko niz {an} zadovoǉava rekurentu jednaqinu an+2 + pan+1 + qan = 0, onda je niz

(a) {a2
n+1 + pan+1xn + qa2

n} (b) {a2
n+1 − an+2an},

geometrijska progresija sa koliqnikom q.

Dokaz. (a) Dovoǉno je dokazati da za svako n va�i q(x2
n+2 + pxn+2xn+1 + qx2

n+1) = x2
n+3 + pxn+3xn+2 + qx2

n+2,
xto sledi iz niza jednakosti

x2
n+3 + pxn+3xn+2 + qx2

n+2 = (pxn+2 + qxn+1)2 − p(pxn+2 + qxn+1)xn+2 + qx2
n+2 = q(pxn+2xn+1 + x2

n+2 + qx2
n+1),

xto zavrxava nax dokaz.
Deo pod (b) dokazuje se na sliqan naqin i ostavǉa se za ve�bu. 2

Slede�i zadatak pokazuje veliki znaqaj prethodne ,,naizgled beskorisne” teoreme:

Primer 6. (Balkanijada 2002) Niz (an) definisan je sa

a1 = 20, a2 = 30, an+2 = 3an+1 − an, za n ≥ 1.
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Na�i sve prirodne brojeve n za koje je 1 + 5anan+1 potpun kvadrat.

Rexeǌe. Prema prethodnoj teoremi niz {a2
n+1 − 3an+1an + a2

n} je konstantan, pa za svako n ∈ N va�i
a2

n+1− 3an+1an + a2
n = a2

2− 3a2a1 + a2
1 = −500, tj. (an+1 + an)2 + 501 = 5an+1an + 1. Znaqi ukoliko je 5an+1an + 1

kvadrat on mora biti za 501 ve�i od nekog drugog kvadrata. Niz an je rastu�i, xto zakǉuqujemo iz
a2 > a1 i date rekurentne jednaqine. Tako�e za n = 1, 2 broj 5anan+1 + 1 nije kvadrat, a za n = 3 va�i
(a2 + a3)2 + 501 = 2502 + 501 = 2512, pa je n = 3 rexeǌe zadatka. Drugih rexeǌa nema, jer je iz monotonosti
niza (an + an+1)2 + 501 < (an + an+1 + 1)2 za n ≥ 3. 2

Vratimo se sada na niz {an} zadat u primeru 2. Primetimo da iz rekurentne jednaqine i prva dva qlana
niza mo�emo zakǉuqiti da je svaki qlan niza ceo broj. Me�utim u opxtem rexeǌu niza pojavǉuju se
brojevi 2 +

√
3 i 2 − √

3 koji nisu celi. Ovo mo�e da zaqudi, ali ukoliko zapixemo opxte rexeǌe u
razvijenom obliku (korix�eǌem binomnog obrasca) dobijamo

an =
1
2

(
n∑

i=0

(
n

i

)
2n−i(

√
3)i +

n∑

i=0

(
n

i

)
2n−i(−

√
3)i

)
=

1
2

n∑

i=0

2n−i(
√

3)i(1 + (−1)i) =
[n/2]∑

i=0

(
n

2i

)
2n−2i · 3i, (3)

xto je svakako ceo broj. Ovo nas navodi da posmatramo i obrnuti problem, tj. pronala�eǌe rekurentne
jednaqine koju zadovoǉavaju nizovi zadati sumama oblika (3). U prethodnom razmatraǌu smo upravo i
obradili metod kojim se dati zadaci mogu rexavati (naravno sve radimo obrnutim redosledom). Naime
ukoliko sumu zapixemo u obliku an = A · αn + B · βn, iz Vietovih formulama i po onome reqenom u prvom
poglavǉu niz mora zadovoǉavati rekurentnu jednaqinu

an+2 − (α + β) · an+1 + αβ · an = 0,

pri qemu prva dva qlana neposredno odre�ujemo.
Prethodno razmatraǌe va�i za sume oblika (3), tj. na neki naqin sume svakog drugog qlana nekog binormnog
razvoja. Primetimo da kǉuqnu ulogu ima suma 1 + (−1)i koja je jednaka 0 ili 2 u zavisnosti od parnosti
broja i, a 1 i −1 su drugi koreni iz jedinice. Zato na sliqan naqin mo�emo postupati i sa sumama svakog

k-tog qlana nekog binomnog razvoja, npr. sumama oblika an =
[n/k]∑

i=0

(
n

ki

)
an−kibi, uzimaǌem k-tih korena iz

jedinice. Naime, za ω = e2π/k iz osnovnih formula za sume korena iz jedinice imamo

[n/k]∑

i=0

(
n

ki

)
an−kibi =

1
k

k∑

j=0

(
a + ωj k

√
b
)n

, (4)

xto se za n = 2 upravo svodi na formulu oblika (3). Sada iz (4) korix�eǌem Vietovih formula odre�u-
jemo rekurentnu jednaqinu za niz an.
Slede�i primer pokazuje kako se prethodna priqa sprovodi u delo:

Primer 7. (Dunavski kup 2005) Dokazati da je zbir

Sn =
(

n

1

)
+

(
n

3

)
· 2005 +

(
n

5

)
· 20052 + . . . =

[ n−1
2 ]∑

k=0

(
n

2k + 1

)
· 2005k

deǉiv sa 2n−1, za svaki prirodan broj n.

Rexeǌe. Postupamo kao u prethodnom razmatraǌu. Znaqi

Sn =
[ n−1

2 ]∑

k=0

(
n

2k + 1

)
· 2005k =

(−1)n

2
√

2005

n∑

k=0

(
n

k

)
(
√

2005)k · (1k − (−1)k) =

=
1

2
√

2005

(
(1 +

√
2005)n − (1−

√
2005)n

)
,

tj. niz Sn zadovoǉava rekurentnu jednaqinu

Sn+2 − 2 · Sn+1 − 2004 · Sn = 0,
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pri qemu je S0 = 0 i S1 = 1. Dokaz daǉe izvodimo indukcijom po n. Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno taqno.
Pretpostavimo zato da je tvr�eǌe taqno za sve brojeve ne ve�e od n+1 i doka�imo da tada va�i i za n+2.
Kako je Sn+2 = 2 ·Sn+1 + 2004 ·Sn, a brojevi 2 ·Sn+1 i 2004 ·Sn po indukcijskoj pretpostavci deǉivi sa 2n+1,
to je i Sn+2 deǉivo sa 2n+1, xto je i trebalo dokazati. 2

Za ve�bu mo�ete uraditi zadatke 14 i 15 koji kombinuju prethodnu metodu, ali i ono xto �e biti obrad-
jeno u nastavku ovog poglavǉa.
Napomenimo i da je u zadacima u kojima se pojavǉuju samo izrazi oblika (a +

√
b)n (ili sliqni), qes-

ta ideja da posmatramo ili ovom izrazu dodamo (oduzmemo) izraz oblika (a −
√

b)n, pa zatim eventualno

napravimo neki niz. Ovo je posebno korisno ukoliko je |a−
√

b| < 1, jer je tada i
∣∣∣ (a−

√
b)n

∣∣∣ < 1. Naravno

u ovakvim zadaci od velike koristi mo�e biti i minimalno znaǌe o prstenima Z[
√

b], odnosno poǉima Q[
√

b].

Zavrximo ovo poglavǉe jox jednom, mo�da i najznaqajnijom primenom linearnih rekurentnih jednaqina
posebno u ,,takmiqarskim” zadacima (o drugim primenama pozabavi�emo se u narednim poglavǉima).
Razmotrimo slede�i problem: pretpostavimo da je niz {an} zadat ne neki naqin i da npr. treba dokazati da
je svaki qlan ovog niza kvadrat prirodnog broja, tj. da je an = x2

n, gde je {xn} niz qiji su qlanovi prirod-
ni brojevi. Kao xto smo videli kod nizova zadatih linearnim rekurentnim jednaqinama, ovo je najqex�e
texko uraditi direktno, jer bi u ovom sluqaju trebalo dokazati da je koren iz sume dva iracionalna
broja, ili eventualno (razvojem) koren sume velikog broja qlanova, prirodan broj (ovde eventualno mo�e
pomo�i korix�ene osobina Z[

√
b ]). Zato bi bilo vrlo korisno ukoliko bismo i na neki drugi naqin mogli

da odredimo niz {xn}, tj. ukoliko bismo naxli neku rekurentnu jednaqinu koju ovaj niz zadovoǉava. U
opxtem sluqaju ova rekurentna jednaqina ne mora postojati, ili imati jednostavan oblik, ali u mnogim
zadacima ovakva rekurentna jednaqina �e postojati, i qak vixe bi�e linearna. Zato u svakom sluqaju
treba isprobati da li niz {xn} zadovoǉava neku linearnu (ne obavezno homogenu, ali u najgorem sluqaju
sa bn = c) rekurentu jednaqinu, i to tako xto se ispita da li za prvih nekoliko qlanova (koji se direktno
odre�uju) to ispuǌava. Naravno prvo pokuxamo da vidimo da li dati niz zadovoǉava jednaqinu drugog
reda, zatim tre�eg, itd... Ne treba pokuxavati sa jednaqinama reda ve�eg od npr. 5 (najqex�e �e biti
reda dva ili eventualno tri i mo�i �e da se odrede gotovo napamet).

Slede�i primer �emo uraditi na dva naqina, tra�eǌem rekurentne jednaqine za {xn} i korix�eǌem Z[
√

b]:

Primer 8. (Rumunija 2002) Niz {an} definisan je sa a0 = a1 = 1 i an+1 = 14an − an−1, za n ≥ 1. Dokazati
da je za svako n ≥ 0 broj 2an − 1 kvadrat prirodnog broja.

Prvo rexeǌe. Kao xto je prethodno reqeno uzmimo da je 2an − 1 = x2
n i odredimo rekurentnu jednaqinu

za {xn}. Iz rekurentne jednaqine za {an} direktno odre�ujemo a2 = 13, a3 = 181, a4 = 2521, a5 = 35113,
itd., odnosno x0 = 1, x1 = 1, x2 = 5, x3 = 19, x4 = 71, x5 = 265, itd. Odmah mo�emo primetiti da
za poqetne qalnove va�i xn+2 = 4xn+1 − xn, xto daǉe pokuxavamo da doka�emo indukcijom. Kako je
x2

n+2 = 2an+2 − 1 = 28an+1 − 2an − 1 = 14x2
n+1 − x2

n + 12, dovoǉno je dokazati da za qlanove niza {xn} va�i
jednakost x2

n+2 = 14x2
n+1 − x2

n + 12. Ovo dokazajumo korix�eǌem Teoreme 4 (kako ?). 2

Drugo rexeǌe. Uradimo ovaj zadatak i korix�eǌem osobina poǉa Q[
√

3]. Kao i u primeru 1 odre�ujemo
rexeǌe date rekurentne jednaqine i dobijamo

an =
2
√

3− 3
4
√

3
(7 + 4

√
3)n +

2
√

3 + 3
4
√

3
(7− 4

√
3)n =

2
√

3− 3
4
√

3
(2 +

√
3)2n +

2
√

3 + 3
4
√

3
(2−

√
3)2n.

Sada je

2an − 1 =
(2
√

3− 3)(2 +
√

3)2n + (2
√

3 + 3)(2−√3)2n − 2
√

3
2
√

3
=

=
(2
√

3− 3)2(2 +
√

3)2n + 3 · (2−√3)2n − 2
√

3(2
√

3− 3)
2
√

3(2
√

3− 3)
.

Kako je 2
√

3(2
√

3− 3) = (
√

3(1−√3))2, to je

2an − 1 =

(
(2
√

3− 3)(2 +
√

3)n −√3 · (2−√3)n

√
3(1−√3)

)2

.

Znaqi 2an− 1 je kvadrat u Q[
√

3], pa kako je 2an− 1 ∈ Z, to je 2an− 1 kvadrat i u Z, ili 3 puta kvadrat (ovo
nije nixta straxno samo pretpostavite da je oblika (a + b

√
3)2 i ubrzo �ete dobiti da su a i b celi i da

je jedan jednak 0). Kako svi qlanovi niza daju ostatak 1 po modulu 3 (dokaz indukcijom), to 2an − 1 nije
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deǉivo sa 3. Ovim je dokaz u potpunosti zavrxen. 2

Jednom od metoda prikazanih u ovom rexeǌu mo�ete rexiti i zadatke 10,11 i 13.

§ Nelinearne rekurentne jednaqine
U prethodnim poglavǉima razmatrane su linearne (i to sa konstantim koeficijentima) rekurentne

jednaqine, ǌihovo rexavaǌe i neke od primena. Videli smo da se u nekim sluqajevima qak ni ove najje-
dnostavnije jednaqine ne mogu rexiti, pa je nekako jasno da za nelinearne rekurentne jednaqine ne postoji
opxti metod za rexavaǌe i da se one ne mogu u opxtem sluqaju rexiti. Samim tim metodi za rexavaǌe
variraju od zadatka do zadatka i kǉuqnu ulogu u ǌiohovom rexavaǌu imaju ,,ideje”. ,,Ideje” se najqex�e
svode na uvo�eǌe nekih smena ili posmatraǌa nekih izraza u kojima uqestvuju qlanovi datog niza. Svrha
ovog poglavǉa je da poka�e neke osnovne metode i ideje kroz zadatke, kao i da vas osposobi da i sami
dolazite do ,,ideja”.

Najosnovniji metod za rexavaǌe nelinearnih rekurentnih jednaqina je metod pove�avaǌa stepena jedna-
qine. Ovaj metod se svodi na zapisivaǌe date jednaqine za stepen vixe (tj. zameǌivaǌem u datoj jednaqini
svakog pojavǉivaǌa n sa n + 1) i zatim kombinovaǌem (npr. sabiraǌem ili oduzimaǌem) dobijene dve jed-
naqine. Naravno, mo�e se uzeti i jednaqina za ve�i broj stepena vixa, i mo�e se kombinovati vixe takvih
jednaqina.

Slede�i primer ilustruje ovaj metod:

Primer 9. Odrediti niz {xn} zadat sa x0 = 1 i rekurentnom jednaqinom xn+1 = 2xn +
√

3x2
n + 1, za n ≥ 0.

Rexeǌe. Iz date rekurentne jednaqine jasno je da su svi qlanovi niza pozitivni i da je samim tim niz
rastu�i. Iz date jednaqine neposredno sledi xn+1 − 2xn =

√
3x2

n + 1, odnosno kvadriraǌem

x2
n+1 + x2

n − 4xn+1xn = 1.

Ova jednaqina va�i za sve n ≥ 0, pa va�i i za n + 1, tj.

x2
n+2 + x2

n+1 − 4xn+2xn+1 = 1.

Oduzimaǌem dve dobijene jednaqine dobijamo x2
n+2−x2

n−4xn+2xn+1 +4xn+1xn = (xn+2−xn)(xn+2−4xn+1 +xn).
Kako je niz rastu�i, to mora biti xn+2 − 4xn+1 + xn = 0, za svako n ≥ 0. Daǉe ovu jednaqinu rexavamo kao
u primeru 1. 2

Zbog va�nosti ove metode i velike primene uradi�emo jox jedan zadatak u kome se pojavǉuje i jox jedna
maǌa ideja:

Primer 10. Niz brojeva {an} zadat je sa a1 = a2 = a3 = 1 i

an+3 =
1 + an+2an

an
, za n ≥ 1.

Dokazati da je svaki qlan ovog niza prirodan broj.

Rexeǌe. Oqigledno su svi qlanovi niza pozitivni, pa je doovǉno dokazati da su svi qlanovi niza celi.
Dokaz izvodimo indukcijom. Iz date jednaqine odmah dobijamo an+3an = 1 + an+2an. Zapisivaǌem datog
izraza za jedan stepen vixe dobijamo an+4an+1 = 1 + an+3an+2, pa je oduzimaǌem prethodne jednakosti
an+4an+1 − an+3an+2 − an+3an+1 + an+2an = 0, odnosno

an+4 + an+2

an+3
=

an+2 + an

an+1
. (∗)

Primetimo da je izraz sa leve strane u stvari jednak izrazu sa desne strane samo dva stepena ni�em. Ovo
nam je i bio ciǉ kod rastavǉaǌa, jer sada va�i i (daǉim smaǌivaǌem stepena u (∗))

an+2 + an

an+1
=

an + an−2

an−1
=

an−2 + an−4

an−3
= · · · = at+2 + at

at+1
,
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gde je u posledǌoj jednakosti t = 1 ukoliko je n neparan, odnosno t = 2 ukoliko je n paran. Kako je
a3 + a1

a2
= 2 i

a4 + a2

a3
= 3, to je an+2 = 2an+1− an, za neparno n, odnosno an+2 = 3an+1− an, za parno n. U oba

sluqaja je an+2 ceo, qime je dokaz zavrxen. 2

Vratimo se jox jednom na jednaqinu (∗) u prethodnom rexeǌu. Kao xto je u rexeǌu i istaknuto ciǉ
od poqetka, tj. od oduzimaǌa jednaqine za jedan stepen vixe, nam je bio da napravimo neki izraz ovog
oblika (osim ukoliko se zadatak ne zavrxi sam po sebi kao u primeru 9), tj. izraz u komu je sa obe strane
jednakosti neki niz koji se samo razlikuje u stepenu. U prethodnom zadatku jednakost (∗) je oqigledno
dobijena, ali to nije uvek sluqaj. U narednom zadatku �emo pokuxati da namestimo izraz oblika (∗):

Primer 11. (Mala olimpijada 1980) Niz {xn} je rexeǌe rekurentne jednaqine

xn+2 =
x2

n+1 + c

xn
.

Ako su x0, x1 i
x2

0 + x2
1 + c

x0x1
prirodni brojevi, dokazati da su svi qlanovi niza {xn} prirodni brojevi.

Rexeǌe. Posmatrajmo jednaqinu stepena za jedan ve�eg, tj. xn+3xn+1 = x2
n+2 + c. Ukoliko u ǌu zamenimo

xn+2 dobijamo xn+3xn+1 =
(

x2
n+1 + c

xn

)2

+ c. Vidimo da dodavaǌem x2
n+1 desna strana mo�e da se rastavi, tj.

va�i

xn+3xn+1 + x2
n+1 = x2

n+2 + c + x2
n+1 =

(x2
n+1 + c)(x2

n+1 + c + x2
n)

x2
n

=
xn+2

xn
(x2

n+1 + c + x2
n).

Sada jasno va�i i
x2

n+2 + c + x2
n+1

xn+2xn+1
=

x2
n+1 + c + x2

n

xn+1xn
, xto je izraz oblika (∗). Zadatak zavrxavamo na isti

naqin kao i prethodni. 2

Napomenimo da se prethodna tri zadatka (naravno) mogu rexiti i metodom sa kraja prethodnog poglavǉa,
tj. tra�eǌem linearne jednaqine koju zadovoǉava dati niz (u drugom zadatku jednaqina nije bax linear-
na, ali se lako mo�e ,,nabosti”).

U narednih nekoliko zadata pokaza�emo kako mo�emo do�i do ,,ideja” (odnosno postupaka) za rexavaǌe
nekih rekurentnih jednaqina:

Primer 12. Odrediti niz {xn} definisan sa x0 = m ≥ 1 i

xn+1 = 2x2
n − 1, za n ≥ 0.

Rexeǌe. Razmotrimo ovu rekurentu jednaqinu. Ukoliko bi ona glasila npr. x′n+1 = 2x′2n , niz bismo lako
odredili smaǌivaǌem stepena jednaqine (x′n+1 = 2x′2n = 2(2x′2n−1)

2 = · · · ). Da izvedemo nexto kao kod te
jednaqine onemogu�uje nas −1 na desnoj strani. Zato bi bilo idealno ukoliko bismo mogli nekom smenom
da sa desne strane uklonimo konstantu i da pri tome dobijemo neku rekurentu jednaqinu oblika kao za niz

{x′n}. Neka je zato xn =
yn + y−1

n

2
(yn je niz realnih brojeva, jer je svaki qlan niza ≥ 1). Tada je

xn+1 = 2
(

yn + y−1
n

2

)
− 1 =

y2
n + y−2

n

2
=

yn+1 + y−1
n+1

2
,

gde je yn+1 = y2
n. Vra�aǌem unazad dobijamo yn = y2n

0 , gde je y0 jedno od rexeǌa kvadratne jednaqine
y2
0 − 2my0 + 1 = 0. Konaqno

xn =
(m +

√
m2 − 1)2

n

+ (m−√m2 − 1)−2n

2
. 2

Na sliqan naqin mo�emo rexiti zadatke ???

Primer 13. Odrediti niz {xn} definisan sa x0 = m i

xn+1 = xn · (2− cxn), za n ∈ N.

Rexeǌe. Pretpostavimo za poqetak da je c = 1. Tada je xn+1 = xn · (2 − xn) = 2xn − x2
n = 1 − (1 − xn)2,

odnosno 1 − xn+1 = (1 − xn)2, a ovu jednaqinu lako rexavamo smaǌivaǌem stepena unazad. Znaqi jedino
xto nam preostaje je da uklonimo c. Pomno�imo zato obe strane sa c i uvedimo logiqnu smenu cxn = yn
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(sve ovo radimo ukoliko je c 6= 0, a tad imamo geometrijski niz). Za niz yn va�i prethodna jednaqina, tj.
yn+1 = yn · (2− yn). Kada ispixemo sve opisane korake dobijamo

xn =
1
c

(
1− (1− cm)2

k
)

. 2

Slede�i zadatak je pravi primer korix�eǌa smena:

Primer 13. (Mala Olimpijada 2002) Niz {xn} odre�en je uslovom x2 = 1, x3 = 1 i

(n + 1)(n− 2) · xn+1 = n(n2 − n− 1) · xn − (n− 1)3 · xn−1 za n ≥ 3.

Dokazati da je xn ceo broj ako i samo ako je n prost broj.

Rexeǌe. Rekurentna jednaqina koju niz {xn} zadovoǉava je dosta glomazna, tako da prvo xto �elimo da
uradimo je da je nekako ,,smaǌimo”. Primetimo da se uz xn+1 nalazi n + 1, uz xn broj n, a uz xn−1 broj
n− 1, tako da smenom yn = n · xn te brojeve mo�emo skratiti, odnosno

(n− 2) · yn+1 = (n2 − n− 1) · yn − (n− 1)2 · yn−1.

Daǉe, mo�emo primetiti da je zbir koeficijenata uz qlanove nizu u jednaqini jednak sa leve i desne
strane. Ovo znaqi i da ukoliko niz {yn} zadovoǉava datu jednaqinu i da niz {yn+c}, za svako c, zadovoǉava
datu jednaqinu. To bi tako�e znaqi i da ukoliko u izrazu ne bi bilo yn−1 (tj. ukoliko bi jednaqina glasila
(n− 2) · y′n+1 = (n2 − n− 1) · y′n − (n− 1)2) uzimaǌem c = 1 mogli bismo da se oslobodimo posledǌeg qlana, tj.
dobili bismo izraz oblika y′n+1 = f(n) · y′n koji znamo da reximo (smaǌivaǌem stepena jednaqine). Zato
pokuxavamo da se oslobodimo yn−1 (mo�da ovo sve ne�e ispasti kako smo �eleli, ali to nam je ideja,
odnosno motivacija da izvrximo slede�e korake). Podelimo zato jednaqinu sa y′n−1, qime dobijamo

(n− 2) · y′n+1

y′n−1

= (n2 − n− 1) · y′n
y′n−1

− (n− 1)2,

i uvedimo smenu
y′n

y′n−1

= zn. Novodobijena jednaqina se svodi na (n− 2) · zn+1 · zn = (n2 − n− 1) · zn − (n− 1)2.

Nismo dobili bax ono xto smo �eleli, ali ipak osnovni ciǉ se mo�e ostvariti, tj. (n − 1)2 se mo�e
ukloniti uvo�eǌem smene tn = zn − 1. Jednaqina sre�ivaǌem postaje

tn+1 · (tn + 1)
tn

=
(n− 1)2

n− 2
.

Na ovom mestu treba zastati. Jasno je da ova jednakost ne mo�e da se svede na jednakost oblika (∗) (iz
primera 10). Me�utim (na svu sre�u) mo�emo primetiti da je tn = n − 2 jedno rexeǌe ove jednaqine, a
ono je jedinstveno odre�eno poqetnim qlanovima. Zato namestimo poqetnu konstantu c (za koju mo�emo
translirati niz yn do niza y′n u prvoj jednaqini) tako da je t2 = 0 i t3 = 1. Tada je z2 = 1 i z3 = 2, odnosno
y′2/y′1 = 1 i y′3/y′2 = 2. Kako je iz poqetnih uslova y′3 − y′2 = 1, to mora biti y′2 = 1 i y′3 = 2, odnosno c = −1.
Konaqno

xn =
yn

n
=

y′n − 1
n

=
(n− 1) !− 1

n
,

jer je y′n = (n− 1) !, xto se dobija iz y′n = zn · y′n−1 smaǌivaǌem stepena (zn = tn + 1 = n− 1). Sada tvr�eǌe
zadatka sledi na osnovu Vilsonove teoreme. 2

Ovaj zadatak se mo�e ,,rexavati” i na drugi maǌe matematiqki naqin. Naime, izraquna se prvih nekolino
qlanova niza i zatim se posmatra da li oni odgovaraju nekom poznatom izrazu (koji zavisi samo od n) koji
je ceo ako i samo ako je n prost broj. Najpoznatiji ovakav izraz je Vilsonova teorema, pa se ǌe verovatno
prvo treba setiti (naravno ja je se nisam setio!?). Rexeǌe se zavrxava tako xto se indukcijom poka�e
da taj niz zaista zadovoǉava datu jednaqinu. Treba napomenuti i da se ovi zadaci prave tako xto se
uzme neki relativno poznat izraz za koji se kasnije na�e odgovaraju�a rekurentna veza, te se ,,nabadaǌe”
rexeǌa me�u poznati izrazima ne mora obavezno zavrxiti bezuspexno.
O svemu iz prethodnog pasusu nastavi�emo u slede�oj glavi.

Za ve�bu probajte zadatak ???, koji je doduxe dosta lakxi (na oba naqina, naravno prvo ,,nabadaǌem”
rexeǌa).

Zavrximo ovu glavu slede�im izuzetno interesantnim zadatkom:
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Primer 14. (IMO 1994, predlog) Neka je f(x) =
x2 + 1

2x
za x 6= 0. Definiximo f (0)(x) = x i f (n)(x) =

f(f (n−1)(x)) za sve n ∈ N i x 6= 0. Dokazati da za sve n ∈ N0 i x 6= −1, 0, 1 va�i

f (n)(x)
f (n+1)(x)

= 1 +
1

f((x+1
x−1 )2n)

.

Rexeǌe. Ideja zadatka je na neki naqin sliqna ideji iz primera 3, tj. predstavi�emo f (n) =
pn(x)
qn(x)

, gde

su pn i qn neke funkcije. Tada mora va�iti

pn+1(x)
qn+1(x)

= f (n+1)(x) = f(f (n)(x)) =

(
pn(x)
qn(x)

)2

+ 1

2
pn(x)
qn(x)

=
(pn(x))2 + (qn(x))2

2pn(x)qn(x)
,

pa zato namestimo da je pn+1(x) = (pn(x))2 + (qn(x))2 i qn+1 = 2pn(x)qn(x). Sada je jasno pn+1(x) ± qn+1(x) =
(pn(x) ± qn(x))2, pa je (smaǌivaǌem stepena jednaqine) pn+1(x) ± qn+1(x) = (p0(x) ± q0(x))2

n+1
. Uzimaǌem

p0(x) = x i q0(x) = 1 dobijamo
pn(x)± qn(x) = (x± 1)2

n

.

Iz definicije funkcije f i prethodnog dobijamo

1 +
1

f((x+1
x−1 )2n)

=
((x + 1)2

n

+ (x− 1)2
n

)2

(x + 1)2n+1 + (x− 1)2n+1 =
(pn(x) + qn(x) + pn(x)− qn(x))2

pn+1(x) + qn+1(x) + pn+1(x)− qn+1(x)
=

2pn(x)2

pn+1(x)
=

pn(x)qn+1(x)
pn+1qn(x)

,

qime je dokaz zavrxen. 2

Iako se prethodni zadatak (naravno) mo�e rexiti i indukcijom (xto biste trebali i sami da probate),
prethodno izlo�eno rexeǌe je veoma pouqno. Naime, qesta ideja (i to ne samo kod nizova nego i kod npr.
funkcija) je da se nizovi zapixu u obliku an = xn/yn (odnosno an = xn · yn), pa da se zatim tra�e nizovi
xn i yn, pri qemu se oni namextaju da zadovoǉavaju xto pogodnije rekurentne jednaqine.

Za ve�bu probajte zadatak ???

Slede�i zadatak koristi jednu karakteristiqnu smenu, koja uvek treba biti na umu kada su u pitaǌu
izrazi sa kvadratima i kvadratnim korenima:

Primer 15. (IMO 1989, predlog) Nizovi {an} i {bn} zadati su sa

a0 =
√

2
2

, an+1 =
√

2
2

√
1−

√
1− a2

n, za n ∈ N,

b0 = 1, bn+1 =

√
1 + b2

n − 1
bn

, za n ∈ N.

Dokazati da za svako n ∈ N va�i nejednakost

2n+2an < π < 2n+2bn.

Rexeǌe. I samo π koje se spomiǌe u zadatku asocira na neku trigonometriju. Pri tome rekurentna
jednaqina za an se dobro ponaxa sa sinusima (ili kosinusima), dok se druga dobro ponaxa sa tangensima.
Znaqi neka je an = sin αn i bn = tg βn. Iz definicije {an} imamo α0 = π/4 i

sin αn+1 =
√

2
2

√
1−

√
1− sinαn

2 =

√
1− cos αn

2
= sin

αn

2
,

tj. mo�emo uzeti da je αn+1 =
αn

2
i samim tim αn = 2−n−2 · π. Sliqno iz definicije {bn} imamo β0 = π/4 i

tg βn+1 =

√
1 + tg β2

n − 1
tg βn

=
1− cosβn

sinβn
=

2 sin2 βn

2

2 sin
βn

2
cos

βn

2

= tg
βn

2
,
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tj. mo�emo uzeti da je βn+1 =
βn

2
i samim tim βn = 2−n−2π = αn.

Tra�ena nejednakost sledi iz poznate nejednakosti sin x < x < tg x.

Na kraju ovog poglavǉa napomenimo i da je svaki niz ujedno i jedna funkcija f : N → R, i da se samim
tim rekurentne jednaqine mogu zapisati kao funkcionalne i obrnuto. Samim tim ideje koje su obra�ene
u tekstu o funkcionalnim jednaqinama ovde se ne pojavǉaju (da ne bi doxlo do nepotrebnog ponavǉaǌa),
te nije loxe taj materijal jox jednom (ili prvi put) prelistati.

§ Primena rekurentnih jednaqina u kombinatornim zadacima
U drugom poglavǉu videli smo kako se linearne rekurentne jednaqine mogu primeǌivati prilikom

rexavaǌa nekih drugih nizova. Za razliku od toga u ovom poglavǉu �e biti pokazana primena pre svega
linearnih rekurentnih jednaqina u totalno razliqitoj oblasti matematike, u kombinatorici. Naime,
pokaza�emo kako se mnoga prebrojavaǌa mogu vrxiti konstruisaǌem rekurentnih veza i kako se mogu
dokazati neki interesantni identiteti.

U osnovi svih ovih zadataka je ideja (odnosno ciǉ) da se napravi veza izme�u objekata koje prebrojavamo
za nekoliko uzastopnih vrednosti n (ukupnan broj objekata). Qesto se ovo ne�e mo�i izvesti direktno,
pa �e biti potrebno prebrojavati i neke pomo�ne objekte (tj. ima�emo jox nekoliko pomo�nih niz), qime
dobijamo sistem rekurentnih jednaqina.

Krenimo prvo jednim lakxim zadatkom:

Primer 16. (Savezno 2000, 2 raz) Koliko ima nizova x1, x2, . . . , xn, gde su x1, x2, . . . , xn cifre iz skupa
{0, 1, 2, 3}, takvih da za svako i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} va�i

xixi+1 6∈ {12, 13, 32, 33} ?

Rexeǌe. Neka je sa ak oznaqen tra�eni broj nizova du�ine k. Primetimo da se svaki niz du�ine k + 1
dobija od nekog niza du�ine k dodavaǌem 0,1,2 ili 3 na kraj, pri qemu se 2 i 3 mo�e dodati samo ukoliko
se niz zavrxava sa 0 ili 2. Znaqi ukoliko sa a

(0)
k oznaqimo ukupan broj tra�enih nizova koji se zavrxavaju

sa 0, a sa a
(2)
k ukupan broj tra�enih nizova koji se zavrxava sa 2 dobijamo da va�i

ak+1 = 2a
(0)
k + ak + 2a

(2)
k + ak.

Me�utim kako se svaki niz du�ine k koji se zavrxava sa 0 dobija oduzimaǌem 0 sa kraja nekog niza du�ine
k− 1, va�i a

(0)
k = ak−1. Niz du�ine k koji se zavrxava sa 2 dobija se od niza du�ine k− 1 koji se zavrxava

sa 0 ili 2, odnosno a
(2)
k = a

(0)
k−1 + a

(2)
k−1. Sada smo dobili sistem jednaqina ak+1 = 2ak−1 + 2ak + 2a

(2)
k i

2a
(2)
k = ak−2 +a

(2)
k−1. Iz prve mo�emo izraziti a

(2)
k preko ak, pa zamenom u drugu dobijamo ak+1 = 3ak, odnosno

ak = 3k−1a1 = 4 · 3k−1 (jasno je a1 = 4). 2

Slede�i primer je nexto komplikovaniji, ali koristi istu tehniku:

Primer 17. (Savezno 2004, 4 raz) Neka je A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.Koliko ima podsupova B skupa A,
takvih da za svako n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} va�i: ako n ∈ B i n + 2 ∈ B, onda bar jedan od brojeva n + 1 i n + 3
tako�e pripada skupu B?

Rexeǌe. Mi �emo uraditi opxtiji zadatak (ovim �emo rexeǌe samo olakxati), tj. odredi�emo broj
ovakvih nizova du�ine k ≥ 3 (pri qemu opisano svojstvo va�i za sve n ∈ {1, 2, . . . , k − 3}). Oznaqimo taj
broj sa ak. Broj ak je u stvari jednak broju nizova nula i jedinica du�ine k koji ne sadr�e podniz oblika
1010. Naime svaki podskup se mo�e predstaviti kao niz nula i jedinica du�ine k gde je na i-tom mestu
1 ako i samo ako je i unutar podskupa. Pri tome je dati uslov jasno ekvivalentan sa nepojavǉivaǌem
podniza 1010. Napravimo vezu izme�u ak+1 i ak. Jasno je da se od svakog niza du�ine k dodavaǌem 1 na
kraj dobija niz du�ine k + 1, dok je dodavǌe 0 mogu�e jedino ukoliko se niz du�ine k ne zavrxava sa 101.
Znaqi ak+1 = 2ak − a

(101)
k , gde je a

(101)
k broj nizova du�ine k koji se zavrxavaju sa 101. Kao i u prethodnom

razmatraǌu jasno je a
(101)
k = a

(10)
k−1 (na svaki qlan niza se mo�e dodati 1 i dobi�e se ,,ispravan” niz). Daǉe

je a
(10)
k−1 = a

(1)
k−2 − a

(101)
k−2 = ak−3 − a

(101)
k−2 . Ovim dobijamo sistem ak+1 = 2ak − a

(101)
k i a

(101)
k = ak−3 − a

(101)
k−2 , qijim

rexavaǌem dobijamo rekurentnu jednaqinu za ak, tj. va�i

ak+1 = 2ak − ak−1 + 2ak−2 − ak−3.
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Da bismo niz u potpunosti odredili dovoǉno je prona�i a1, a2, a3 i a4. Za ǌih va�i a1 = 2, a2 = 22, a3 = 23

i a4 = 24 − 1. Broj a11 se sada mo�e i direktno odrediti i jednak je a11 = 1256. 2

U odeǉku sa zadaci dati su mnogi primeri koji se mogu raxiti kao xto je ovde prikazano. To su pre svega
zadaci ???.

U nekim sluqajevima nije potrebno odrediti taqan broj objekata sa datom osobine, nego je dovoǉno dokaza-
ti da ih je npr. barem 1. U ovim sluqajevima konskuixemo rekurentne nejednaqine, kao xto �e biti
prikazano u slede�em primeru:

Primer 18. (BMO 1996, 4 zad) Dokazati da postoji podskup A skupa {1, 2, 3, . . . , 21996 − 1} sa slede�im
svojstvima:

(a) 1 ∈ A i 21996 − 1 ∈ A;
(b) svaki element iz A \ {1} je zbir dva (ne obavezno razliqita) elementa iz A;
(v) A nema vixe od 2012 elemenata.

Rexeǌe. Neka je f(n) najmaǌi broj elemenata koji mo�e sadr�ati podskup skupa {1, 2, . . . , n} koji zadovo-
ǉava uslove (a) i (b) (drugi uslov u (b) je da sadr�i n− 1).
Potrebno je dokazati da je f(21996 − 1) ≤ 2012. Napravimo zato veze izme�u elemenata oblika f(2k − 1).
Primetimo prvo da se podskup skupa {1, 2, . . . , 2n − 1} sa f(2n − 1) elemenata dodavaǌem 2n+1 − 2 i 2n+1 − 1
mo�e produ�iti do podskupa skupa {1, 2, . . . , 2n+1 − 1} koji pri tome zadovoǉava uslove (a) i (b) (jer je
2n+1−1 = 2n+1−2+1 i 2n+1−2 = 2n−1+2n−1). Ovim smo ujedno dokazali i da je f(2n+1−1) ≤ f(2n−1)+2.
Ova nejednakost ipak nije dovoǉno dobra da bismo zavrxili zadatak (ovim mo�emo dobiti samo da je
f(21996 − 1) ≤ 3991). Znaqi trebamo napraviti jox neku vezu izme�u f(2k − 1). Kako prethodnu ocenu treba
dosta popraviti trebamo napraviti neku veza izme�u qlanova niza koji nisu toliko ,,blizu” jedan drugom,
tj. treba nam veza izme�u udaǉenijih qlanova niza kako bismo dobili boǉu ocenu. Napravimo zato vezu
izme�u f(2n−1) i f(22n−1). Jasno je da se podskup od {1, 2, . . . , 2n−1} sa f(2n−1) elemeanta mo�e dopuniti
sa {2(2n− 1), 22(2n− 1), . . . , 2n(2n− 1), 22n− 1} do podskupa od {1, 2, . . . , 22n− 1} koji ispuǌava uslove (a) i (b).
Ovim je dokazano da je f(22n − 1) ≤ f(2n − 1) + n + 1. Sada tvr�eǌe zadatka sledi iz niza nejednakosti

f(21996 − 1) ≤ f(2998 − 1) + 999 ≤ f(2499 − 1) + 500 + 999 ≤ f(2498 − 1) + 2 + 1499 ≤ f(2249 − 1) + 250 + 1501 ≤
≤ f(2248 − 1) + 2 + 1751 ≤ f(2124 − 1) + 125 + 1753 ≤ f(262 − 1) + 63 + 1878 ≤ f(231 − 1) + 32 + 1941 ≤
≤ f(230 − 1) + 2 + 1973 ≤ f(215 − 1) + 16 + 1975 ≤ f(214 − 1) + 2 + 1991 ≤ f(27 − 1) + 8 + 1993 ≤
≤ f(26 − 1) + 2 + 2001 ≤ f(23 − 1) + 4 + 2004 ≤ f(22 − 1) + 2 + 2008 ≤ f(1) + 1 + 2010 = 2012. 2

Na sliqa naqin se mo�e uraditi zadatak ???

Na kraju ovog poglavǉa poka�imo i kako se nizovi mogu koristiti prilikom dokazivaǌa identiteta i to
onih kod kojih je sa jedne strane jednakosti suma nekih izraza vezanih za binomne koeficijentne, a sa
druge izraz koji je rexeǌe neke linearne rekurentne jednaqine. Ovde postupamo na naqin suprotan od
onog u prethodnom delu poglavǉa. Naime, prvo odre�ujemo rekurentnu jednaqinu koju zadovoǉava niz sa
jedne strane jednakosti, a zatim i kombinatorne objekate koji zadovoǉava tu rekurentnu jednqina. Na
kraju qisto kombinatornim metodama dokazujemo da je broj tih objekata upravo jednak datoj sumi izraza
sa binomnim koeficijentima. Za kombinatorne objekte najqex�e uzimamo nizove nekoliko znakova sa nekim
svojsvima, npr. da ne sadr�e dati podniz (sliqno kao u primerima 14 i 15)

Uradimo slede�i karakteristiqan primer:

Primer 19. Dokazati da za svako n ∈ N va�i identitet

n∑

k=0

(
2n− k + 1

k

)
=

[n/2]∑

k=0

(−1)k

(
n− k

k

)
3n−2k =

1√
5




(
3 +

√
5

2

)n+1

−
(

3−√5
2

)n+1

 .

Rexeǌe. Jasno je da je rekurentna jednaqina koju zadovoǉava niz

an =
1√
5




(
3 +

√
5

2

)n+1

−
(

3−√5
2

)n+1



jednaqina an+2 − 3an+1 + an = 0, sa poqetnim uslovima a0 = 1 i a1 = 3. Odredimo sada i kombinatorne
objekate qiji je broj dat ovom rekurentnom jednahcinom. Iz date jednaqine je an+2 = 3an+1 − an, pa je
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logiqno da uzmemo da je an broj nizova du�ine n qiji su svi qlanovi iz skupa {0, 1, 2} (uzimamo troqlani
skup, jer imao vezu sa 3an+1), pri qemu �e neki podniz biti zabraǌem. Zabraǌeni podniz �e biti takav da
ukoliko od svakog dozovǉenog niza du�ine n + 1 napravimo sve mogu�e nizove du�ine n + 2 (tj. taqno ǌih
3an+1), taqno ǌih an bi�e zabraǌeno. Ovo �e npr. biti taqno ukoliko je zabraǌen podniz oblika 12, jer
se tada svaki nedozvoǉeni opisani niz du�ine n+2 dobija upravo dodavaǌem 12 na proizvoǉni dozvoǉeni
niz du�ine n. Konaqno an opisujemo kao broj nizova du�ine n koji ne sadr�e podniz 12. Pre�imo sada na
dokaz datih jednakosti. Doka�imo prvo da je

an =
n∑

k=0

(
2n− k + 1

k

)
.

Pokuxajmo zato da interpretiramo objekte koji odgovaraju an tako da ǌihovov broj zadovoǉava gorǌu
sumu. Prvo an je broj nizova du�ine n, a u datoj sumi se pojavǉuju binomni koeficijenti sa 2n (i jox
neqin). Zato je logiqno da svaki prethodno opisani niz du�ine n zamenimo nizom du�ine 2n na xto
pogodniji naqin. To mo�emo uqiniti ukoliko svaku cifru prvog niza zamenimo sa dve cifre u drugom,
a ovo najlakxe posti�emo ukoliko ih zamenimo ǌihovim binarnim zapisom. Odredimo sada kakve smo
nizove dobili. Kako se u prvobitnim nizovima ne pojavǉuje 3, to u novodobijenim nemamo podniz 11, gde
je prva cifra na parnom mestu, a kako nemamo ni podniz 12, to u novodobijenom nemamo ni 0110. Sada nije
texo zakǉuqiti da se novodobijeni nizovi mogu interpretirati kao svi nizovi du�ine 2n sastavǉeni od
cifara iz skupa {0, 1} koji ne sadr�e podniz 11. Kako nam je zadata suma binomnih koeficijenata, to je
logiqno da sada broj novodobijenih nizova brojimo po neqemu, a najlogiqnije (qak i jedino logiqno) je da
ih brojimo po broju jedinica koji se u ǌima pojavǉuje. Neka je zato an

k broj tra�enih nizova du�ine 2n

u kojima ima taqno k jedinica. Ukoliko bismo dokazali da je an
k =

(
2n− k + 1

k

)
ovaj deo zadatka bi bio

zavrxen. Posledǌe zaista va�i (to je jedan xkolski zadatak s kojim ne bi trebali da imate problema),
pa zato mo�emo da pre�emo na dokaz druge jednakosti, tj.

an =
[n/2]∑

k=0

(−1)k

(
n− k

k

)
3n−2k.

Na prvi pogled ova suma izgleda daleko komplikovanije nego prva (imamo ,,ru�nije” granice, qlanove sa
znakom −, itd.), me�utim ovaj deo zadatka je (vaǉda) jednostavniji za dokaz. Naime, granice se jasno
mogu produ�iti do n, a imamo i qlanove 3n−2k koji nam govore da mo�emo raditi sa prvobirnim nizovima
(jer su ǌihovi qlanovi iz troqlanog skupa {0, 1, 2}). Izraz 2k u eksponentu sugerixe ponovno pravǉeǌe
nekih parova, binomni koeficijent pokazuje neku sliqnost sa prethodnim delom. Ovde �emo se poslu�i-
ti standardnim kombinatornim ,,trikom”. Broja�emo objekte koji ne zadovoǉavju naxe svojstvo, tj. u
naxem sluqaju broj nizova du�ine n sastavǉenih od {0, 1, 2} koji sadr�e podniz 12. Jasno je da i u ovom
sluqaju zbog sume binomnih ovaj broj treba prebrojavati po neqemu. Logiqno prebrojava�emo po broju
pojavǉuvaǌa podniza 12, qime iz formule ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa dobijamo

bn =
[n/2]∑

k=1

(−1)k+1

(
n− k

k

)
3n−2k

(Ovde smo koristili da je broj nizova koji sadr�e barem k podniza 12 jednak
(

n− k

k

)
3n−2k). Kako je

an + bn = 3n, i ovaj deo zadatka je zavrxen. 2

Mnoge ovakve i komplikovanije zadatke (a i prave grozote) mo�ete na�i u kǌizi Kombinatorika na reqima
autora Radeta Doroslovaqkog i Olivere Markovi�.

§ ,,Qudno” zadati nizovi
U dosadaxǌem delu teksta nizove smo uglavnom zadavali algebarski ili kombinatorno, i rekurentne

veze koje su ti nizovi zadovoǉavali povezivali su nekoliko uzastopnih qlanova. U ovom poglavǉu obra-
di�emo nekoliko zadataka kod kojih ovo nije sluqaj.
Opxti metod naravno opet nemamo, te �emo se zadr�ati na nekim sugestijama. Kao prvo (i najva�nije), xto
je niz ,,qudniji” to je ve�a potreba (i korist) da se ispixe ǌegovih prvih nekoliko qlanova (pa mo�da i
ne samo nekoliko). Naime, mo�da se tako mo�e zakǉuqiti da me�u qlanovima niza va�i neko interesantno
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svojsto, a mo�da se qak mo�e i nabosti formula. Kod nabadaǌa formule postupajte logiqno. Ukoliko
imamo veze izme�u qlanovi sa indeksima 2n i n mo�da rexeǌe ima veze sa binarnom reprezentacijom,
ukoliko se qlanovi stalno mno�e sa indeksom mo�da rexeǌe ima veze sa faktorijelima (ili dvostrukim
faktorijelima) i sliqno.

Slede�i primer u svojoj postavci oslikava pravi (postupan) naqin kajim se nestandardne rekurentne jed-
naqine trebaju rexavati:

Primer 20. (Kvant M730) Niz je zadat sa a1 = 0 i a2n+1 = a2n = n− an.

(a) Na�i prvih 20 qlanova i a1982.
(b) Dokazati da se svaki broj nalazi u nizu 2 ili 4 puta. Koliko se puta u nizu pojavǉuje 2k?

(v) Dokazati da je an − an−1 =
{

1, ako 22k+1 ‖ n
0, ako 22k ‖ n

.

(g) Dokazati da za beskonaqno mnogo n va�i an =
n

3
.

(d) Da li postoji n takav da je |an − n| > 1982.

(�) Dokazati da je lim
n→∞

an

n
=

1
3
.

Rexeǌe. Osim samog rexeǌa delova zadatka pokaze�emo i zaxto je zadatak logiqno rexavati bax ovako.
Prvih 20 qlanova niza prikazani su u slede�oj tabeli

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
an 0 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6

Ukoliko imate niz koji sporo raste (kao npr. ovaj) slobodno mo�ete napisati i prvoj pedesetak qlanova.
Ukoliko to uradimo u ovom sluqaju odmah prime�ujemo da se uzastopni qlanovi niza razlikuju za 0 ili 1
i da u nizu imamo po dve ili qetiri uzastopne jednake vrednosti. Naravno prvih 50 qlanova ne daje dokaz,
pa je slede�i korak da to xto smo primetili i doka�emo. Dokaze (kao i kod ve�ine ovakvih pretpostavki)
izvodimo indukcijom. Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve k ≤ 2n + 1 (ovo mo�emo jer qlanovi idu u
parovima). Ono xto mi trebamo dokazati je da a2n+2 − a2n+1 ≤ 1 i da ukoliko je a2n+1 = a2n = a2n−1 =
a2n−2, da je a2n+2 − a2n+1 = 1. Ukoliko prvo tvr�eǌe ne bi va�ilo imali bismo n + 2 − an = a2n+1 + 2 ≤
a2n+2 = n + 1− an+1 ≤ n + 1− an, xto je kontradikcija. Ukoliko drugo tvr�eǌe ne bi va�ilo imali bismo
n + 1− an+1 = a2n+2 = a2n = n− an = a2n−2 = n− 1− an−1, tj. an−1 < an < an+1, xto je nemogu�e.
Sada je logiqno da postavimo pitaǌe kada je razlika 0, a kada 1 izme�u uzastopnih qlanova niza (pre
svega parnih). Odredimo zato razliku izme�u an i an+2 (gde je n paran). Neka je n = 2kl − 2, gde je l
neparan. Tada je

a2kl − a2kl−2 = 2k−1l − a2k−1l − 2k−1l + 1 + a2k−1l−1.

Ukoliko je k = 1, va�i an+2−an = 1 i pri tome 2 ‖ n+2, xto je u skladu sa tvr�eǌem zadatka. U suprotnom,
tj. ukoliko je k ≥ 2 nastavimo sa deǉeǌem indeksa sa dva. Primetimo da a2k−1l−a2k−1l−1 = a2k−1l−a2k−1l−2 =
a2k′ l − a2k′ l−2 uzima vrednost iz skupa {0, 1} koju ne uzima an+2 − an, pa se samim svakim deǉeǌem sa 2 i
odgovaraju�a razlika meǌa. Pri tome deǉaǌa vrximo sve dok je k′ ≥ 2 (tj. novodobijeno k′), xto znaqi
da je za k parno potrebno izvrxiti neparno deǉeǌa, a za k parno deǉeǌa. Konaqno, posledǌe znaqi i da
je za k parno tra�ena razlika 1, a za k neparno tra�ena ralika 0.
Postavǉa se pitaǌe kako bismo se sami setili da vrximo deǉeǌa indeksa sa 2, da nam to skoro direktno
nije tra�eno u zadatku. Odgovor se krije u datoj rekurentnoj jednaqini, jer ona (a i ǌoj sliqne) ,,zove”
na neke stepene dvojke. i u ovakvim situacijama je to prva ideja koju trebate imati na umu.
Sada ve� polako mo�emo da krenemo sa odre�ivaǌem eksplicitne formule za an. Ovde �emo se koristiti
jednom vrlo interesantnom idejom. Naime, vrednost niza an je nixta drugo nego broj onih m ≤ n takvih
da je am−am−1 = 1, pa je za vrednost an dovoǉno odrediti na koliko mesta do n-tog indeksa ovaj niz raste.
Kako smo mi ve� odredili na kojim mestima niz raste, dovoǉno je prebrojati ih, tj. odrediti koliko ima
brojeva m ≤ n takvi da 22k+1 ‖ m (tj. koliko ima brojeva m takvih da je najve�i stepen dvojke koji ih deli
neparan). Ovde �emo jednostavno iskoristiti formulu ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa, tj.

an =
[n

2

]
−

[n

4

]
+

[n

8

]
− . . . ,

jer je
[ n

2k

]
broj brojeva ≤ n koji su deǉivi sa 2k.

Preostali deo zadatka (tj. delove (g) i (d)) rexava pogodnim odabirom broja n. Jasno je da �emo n me�u
onim brojavima za koje lako mo�emo sraqunati an. Za deo pod (g) treba uzeti n = 3 · 2k, za deo pod (d)

n =
4k − 1

3
, za dovoǉno veliko k (naravno mogu se prona�i i mnogi drugi). Za deo pod (�) dovoǉno je
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poslu�iti se sa (vrlo) malo analize. 2

Za slede�i zadatak se verovatno mo�e re�i da je jox ,,qudniji” od prethodnog:

Primer 21. Niz {an} je definisan sa a1 = 1 i

an = najmaǌi prirodan broj koji se nije pojavio u nizu tako da n deli sumu prvih n qlanova niza.

Dokazati da je aan
= n.

Rexeǌe. Skica rexeǌa.
Primetimo da se an izme�u ostalog zadaje i tako da n | a1 + a2 + . . . + an. Uvedimo zato niz {bn} takav da je
a1+a2+. . .+an = nbn, za svako n. U slede�oj tablici prikazano je prvih nekoliko qlanova nizova {an} i {bn}

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

an 1 3 2 6 8 4 11 5 14 16 7 19 21 9 24 10 27 12
bn 1 2 2 3 4 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11

Iz ove tablice mo�emo primetiti mnoge interesantne stvari za nizovi an i bn. Najznaqajnije je indukci-
jom dokazati:
(1) za sve i = 1, 2, . . . , n− 1 je ili ai > n ili aai

= i.
za sve 1, 2, . . . , n− 1 je ili ai = bi−1 ili ai = i + bi−1.

Daǉe primetimo da se bn−1 ne pojavǉu pre nego xto je an = bn−1. Znaqi bn se pojavǉuju me�u a1, a2, . . . , an−1.
Daǉe, ne mogu oba an i an+1 da zadovoǉavaju prvu (od dve) jednakost u (2), pa barem jedan zadovoǉava
drugu.
Sada koristimo indukciju i dokazujemo da ukoliko ai = n za neko i < n, da je an = i. Razmatramo dva
sluqaja:
(a) ai−1 zadovoǉava drugu jednakost u (2).
(b) ai−1 zadovoǉava prvu jednakost u (1).

Iz oba lako dobijamo �eǉeno.
Sada je jox potrebno dokazati da ukoliko se n ne pojavǉuje ranije, da je an = n+bn−1. Ukoliko je abn−1 < n
dokaz je zavrxen. Pretpostavimo suprotno. Razmatrimo dva sluqaja:
(a) abn−1−1 zadovoǉava drugu jednaqinu u (2).
(b) abn−1−1 zadovoǉava prvu jednaqinu u (2).

U oba sluqaja dobijamo kontradikciju. 2

Za kraj evo i jednog zadatka koji se na neki naqin dosta razlikuje od prethodna dva. Naime, to je jedan od
karakteristiqnih zadataka u kojima se postavǉa pitaǌe da li niz koji zadovoǉava datu jednaqinu postoji
(ili u kome treba dokazati da niz ne postoji). Rexi�emo ga korix�eǌem raznih ocena, xto je i najqex�a
ideja kod ovakvih zadataka.

Primer 22. Dokazati da ne postoji niz prirodnih brojeva {an} koji zadovǉava rekurentnu jednaqinu

aan = an+1an−1 − a2
n, za n ∈ N.

Rexeǌe. Kako je svaki qlan niza prirodan to mora biti an+1an−1 > a2
n, za sve n ∈ N. Samim tim je

an+1

an
>

an

an−1
. (8)

Primetimo da iz prethodnog ukoliko je an0 > an0−1 za neko n0, tada je i an+1 > an za sve n ≥ n0. Kako niz
prirodnih brojeva ne mo�e biti strogo opadaju�i, a iz jednaqine ne mo�emo imati tri uzastopna qlana
niza koji su jednaki, to mora postojati n0 takvo da je an0 > an0−1. Znaqi niz je za n ≥ n0 strogo rastu�i.
Ocenimo sada an. Prema (∗) imamo i

an+1 = am · an+1

an
· an

an−1
· · · am+1

am
> am ·

(
am+1

am

)n−m+1

,

za sve n ≥ m. Znaqi ovaj niz eksponnecijalno raste. Sa druge strane an+1an > aan , pa ukoliko u prethodnu
nejednakost umesto n stavimo an, a umesto m stavimo n + 1 dobijamo

anan+1 > aan ≥ an+1

(
an+2

an+1

)an−n

.
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Ukoliko je jox i n ≥ n0 dobijamo da za svako n ≥ n0 mora va�iti

an > qan−n,

gde je
an0

an0−1
= q > 1. Me�utim posledǌa jednakost je oqigledno nemogu�a iz eksponencijalnog rasta niza

an (ovde vam je potrebno malo osnovnih barataǌa sa limesima). 2

§ Brojevni trouglovi
Brojevni trouglovi su nixta drugo do dvodimenzioni nizovi, tj. nizovi koji imaju dve ,,koordinate”.
Osim zadataka vezanih iskǉuqivo za rexavaǌe ovih nizova, u ovom poglavǉu bi�e pokazana i ǌihova
primena u rexavaǌu nekih tipova zadataka vezanih za ,,obiqne” nizove.
Kod zadataka vezanih za brojevne trouglove treba imati na umu sve one ideje koje smo koristili i kod
obiqnih. U ovom poglavǉu mi �emo se pre svega zadr�ati na ideji konstrukcije linearne rekurentne
jednaqine (definisane sliqno kao za jednodimenzione nizove).

Krenimo jednom poznatom osobinom Fibonaqijevih brojeva:

Primer 23. Dokazati da je proizvod svakih k uzastopnih qlanova Fibonaqijevog niza deǉiv proizvodom
prvih k qlanova Fibonaqijevog niza.

Rexeǌe. Nax zadatak je da doka�emo da je
fn · fn+1 · · · fn+k−1

f1 · f2 · · · fk
ceo broj za sve n i k. Zato uvedimo (dvodi-

menzioni) niz Fn
k sa

Fn
k =

fn · fn−1 · · · fn−k+1

f1 · f2 · · · fk
,

i doka�imo da je Fn
k ∈ N, za sve k, n ∈ N. Kao i kod jednodimenzionih nizova, mo�emo probati da napravimo

linearnu vezu izme�u qalnova ovog niza. Probajmo zato da napravimo vezu oblika

Fn
k = A · Fn−1

k + B · Fn−1
k−1 ,

gde su A i B neke (celobrojne) konstante ili eventualno neki nizovi (vezu ne moramo tra�iti bax u ovom
obliku, tj. mo�da trebamo uzeti neke druge indekse ili uvesti vezu vixeg reda). Kada zamenimo vrednosti
za Fn

k , dobijamo da je tra�ena veza ekvivalentna sa

fn = A · fn−k + B · fk.

Ukoliko pogledamo teoremu 3 vidimo da je dovoǉno uzeti An = fk+1 i Bn = fn−k+1, tj. va�i

Fn
k = fk+1 · Fn−1

k + fn−k+1 · Fn−1
k−1 .

Sada je iz indukcijom svaki qlan niza ceo. 2

Slede�i zadatak je malo te�i, ali se radi sliqnom tehnikom:

Primer 24. Brojevni trougao dat je sa V 0
0 = V n

n = 1 i

V k
n = (2 +

√
3)n−k · V k−1

n−1 + (2−
√

3)k · V k
n−1, za sve n, k ∈ N.

Rexeǌe. Za razliku od prethodnog zadatka ovde imamo dvodimenzioni niz. Postupajmo zato ovde na
suprotan naqin u odnosu na prethodan zadatak. Odredimo zato niz {vn} takav da je za sve n, k ∈ N ispuǌeno

V k
n =

vn · vn−1 · · · vn−k+1

vk · vk−1 · · · v1
.

Iz jednaqine date u zadatku za dati niz mora va�iti

vn = (2−
√

3)k · vn−k + (2 +
√

3)n−k · vk, (∗)

za sve n, k ∈ N. Ovde se rexeǌe mo�e lako nabosti, tj. vn = c · ((2 +
√

3)n − (2 − √
3)n) (naravno niz se

mo�e i rexiti stavǉaǌem k = 1 i zatim smaǌivaǌem stepena jednaqine). Iz (∗) vidimo da c mo�emo
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uzeti proizvoǉno, pa stavimo zato c =
1

2
√

3
, kako bi svaki qlan niza bio ceo (ovu konstantu stavǉamo

pouqeni iskustvima iz drugog poglavǉa). Sada ovaj zadatak poqiǌe neodoǉivo da podse�a na prethodni,
tj. treba dokazati da je proizvod svakih k uzastopnih qlanova niza (qiji opxti qlan je sliqnog oblika
kao u prethodnom zadatku) deǉiv sa proizvodom prvih k. Postupajmo zato kao u prethodnom zadatku i
probajmo da napravimo linearnu vezu izme�u qlanova niza V k

n . Kao i u prethodnom zadatku to se svodi
na tra�eǌe veze oblika

vn = A · vn−k + B · vk,

gde su A i B celobrojne konstante. Sada se postavǉa logiqno pitaǌe kako odrediti (tj. nabosti) ovu vezu,
jer je texko oqekivatii da za niz {vn} znamo identitete kao i za niz {fn}. Me�utim kako ovi nizovi imaju
sliqan oblik (tj. opxti qlan), ne bi zaqudilo da va�i neka sliqna veza. Probaǌam za prvih nekoliko
qlanova vidimo da za svaki qlan niza va�i vn = vk+1 ·vn−k−vk ·vn−k+1, xto lako dokazujemo zamenom opxteg
qlana niza. Ovim je dokaz zavrxen. 2

§ Raqunaǌe suma i funkcije generatrise
U ovom poglavǉu �emo pokazati kako nizovi mogu biti od velike koristi kod dokazivaǌa identiteta.

Naime, pokaza�emo kako se qisto algebarskim metodama (za razliku od primera 17) pravǉeǌem rekurentnih
jednaqina identiteti mogu veoma lako rexavati. Za razliku od primera 17, najqex�e tra�imo jednaqinu
koju zadovoǉava ,,komplikovanija” strana identiteta.

Primer 25. (Savezno 2000, 3-4 raz) Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i jednakost

n∑

i=0

(−1)i

(
2n− i

i

)
22n−2i = 2n + 1.

Rexeǌe. Kao xto je i rexeno u uvodu uvedimo niz koji jednak levoj strani jednakosti, tj.

an =
n∑

i=0

(−1)i

(
2n− i

i

)
22n−2i.

Napravimo sada vezu izme�u qlanova niza {an}. Korix�eǌem
(

2n + 2− i

k

)
=

(
2n + 1− i

i

)
+

(
2n + 1− i

i− 1

)

dobijamo

an+1 = 4
n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 2− i

i

)
22n−2i + (−1)n+1 = 4

n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 1− i

i

)
22n−2i + 4

n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 1− i

i− 1

)
22n−2i+

+(−1)n+1 = 4
n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 1− i

i

)
22n−2i −

n−1∑

j=0

(−1)j

(
2n− j

j

)
22n−2j + (−1)n+1,

pri qemu u posledǌoj jednakosti drugu sumu dobijamo stavǉaǌem j = i − 1. Sada je logiqno da uvede-

mo i drugi niz bn =
n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 1− i

i

)
22n−2i, qime se posledǌa jednakost svodi na an+1 = 4bn −

n−1∑

j=0

(−1)j

(
2n− j

j

)
22n−2j + (−1)n+1 = 4bn − (an − (−1)n) + (−1)n+1 = 4bn − an. Postupaju�i sliqno kao pri

pravǉeǌu veze izme�u an+1 i an, dobijamo i vezu izme�u bn+1 i bn, tj.

bn+1 = 4
n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 3− i

i

)
22n−2i+(−1)n+1(n+2) = 4

n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 2− i

i

)
22n−2i+4

n∑

i=0

(−1)i

(
2n + 2− i

i− 1

)
22n−2i+

+(−1)n+1(n + 2) = an+1 − (−1)n+1 − (bn − (−1)n(n + 1)) + (−1)n+1(n + 2) = an+1 − bn.

Sada jox preostaje da reximo sistem jednaqina za an i bn, qime dobijamo an+2 − 2an+1 + an = 0. Kako je
a0 = 1 i a1 = 3, kao u primeru 1 dobijamo da je an = 2n + 1, za n ∈ N, xto zavrxava nax dokaz. 2
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U nastavku ovog poglavǉa recimo i po koju req o funkcijama generatrisama. Naime, svakom nizu {an}
mo�emo dodeliti ǌegovu funkciju generatrisu definisanu sa

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . =

+∞∑
n=0

anxn.

Funkcije generatrise imaju mnogostruke primene. ǋihovim korix�eǌem mo�emo rexavati mnoge
rekurentne jednaqine, raqunati svakakvih sume, rexavati neke kombinatorne zadatke... Kod korix�eǌa
funkcija generatrisa kǉuqno je ǌihovo odre�ivaǌe, tj. odre�ivaǌe funkcije koja odgovara datom ste-

penom redu. Najznaqajni je sigurno razvoj (1 + x)α =
+∞∑
n=0

(
α

n

)
xn, gde je

(
α

k

)
=

α · (α− 1) · · · (α− k + 1)
k !

, za

α ∈ R (primetimo da se ova definicija sla�e sa definicojm za prirodne brojeve). Iz ovog razvoja do-

bijamo i
1√

1− 4x
=

+∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn (raqunaǌem

(
1/2
n

)
), xto mo�e biti od velike koristi kod identiteta sa

izrazima oblika
(

2n

n

)
.

U slede�em zadatku pokaza�emo tehniku kojom se rexavaju zadaci korix�eǌem funkcija generatrisa, a
ujedno i svu mo� ovog aparata:

Primer 26. Dokazati identitet
n∑

k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)
n− k

)
= 4n.

Rexeǌe. Neka je an = 4n. Tada je funkcija generatrisa ovog niza

f(x) = 1 + 4x + 42x2 + . . . =
1

1− 4x

(ovde koristimo qiǌenicu da je
(−1

n

)
= (−1)n). Treba dokazati da i nizu

n∑

k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)
n− k

)
odgovara

funkcija generatrise f . Zato primetimo da ukoliko je bn =
(

2n

n

)
imamo

+∞∑
n=0

bnxn
+∞∑
n=0

bnxn =
+∞∑
n=0

(b0bn + b1bn−1 + . . . + bnb0)xn =
+∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(
2k

k

)(
2(n− k)
n− k

))
xn,

jer ove funkcije mno�imo kao polinome. Me�utim iz uvodnog dela imamo da je
1√

1− 4x
funkcija genera-

trisa za niz bn, xto zajedno sa prethodnim zavrxava nax zadatak. 2

U slede�em zadatku pokazujemo kako se funkcije generatrise koriste pri rexavaǌu rekurentnih jednaqina:

Primer 27. Odrediti opxti qlan niza {an} zadatog sa a0 = a1 = 1 i

an = a0an−1 + a1an−2 + . . . + an−1a0, za n ≥ 2.

Rexeǌe. Postupajmo kao u prethodnom zadatku. neka je f funkcija generatrisa niza {an}. Iz

f(x)2 =
+∞∑
n=0

anxn
+∞∑
n=0

anxn =
+∞∑
n=0

(a0an + a1an−1 + . . . + ana0)xn =
+∞∑
n=0

an+1x
n =

f(x)− a0

x

imamo da je x · f(x)2 − f(x) + 1 = 0, odnosno rexavaǌem

f(x) =
1 +

√
1− 4x

2x
=

1 +
+∞∑
n=0

2
n− 1

(
2n− 2
n− 2

)
xn

2x
,

(znak odre�ujemo iz prva dva qlana niza). Sada je an =
1
n

(
2n

n− 1

)
=

1
n + 1

(
2n

n

)
. 2
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Funkcije generatrise se mogu integraliti i mogu se uzimati ǌihovi izvodi (i to qlan po qlan), tj.

∫
f(x) =

+∞∑
n=0

an

n + 1
· xn+1 f ′(x) =

+∞∑
n=1

nan · xn−1.

Ovo �emo primeniti u slede�em zadatku:

Primer 28. Niz {an}n≥1 definisan je sa a0 = a1 = 1 i (n + 3)an+1 = (2n + 3)an + 3nan−1. Dokazati da je
svaki qlan ovog niza prirodan broj.

Rexeǌe. Neka je f(x) =
+∞∑
n=0

an · xn funckija generatrisa niza an. Postavǉa se pitaǌe kako �emo na�i

funkcije generatrise za sabirke koji uqsestvuju u datoj rekurentnoj jednaqini, tj. na primer funkciju
generatrise za niz (n + 3)an+1. Ovde �emo iskoristiti napomenu datu neposredno pre zadatka, o izvodu
funkcije genratrise. Naime jasno je

+∞∑
n=0

(n + 3)an+1x
n =

+∞∑
n=0

(n + 1)an+1x
n + 2

+∞∑
n=0

an+1x
n = f ′(x) + 2 · f(x)− a0

x
,

a zatim sliqno
+∞∑
n=0

(2n + 3)an · xn = 2x · f ′(x) + 3f(x) i
+∞∑
n=1

3nan−1 · xn = 3x2 · f ′(x) + 3x · f(x). Konaqno dobijamo

diferencijalnu jednaqinu

(x− 2x2 − 3x3)f ′(x) + (2− 3x− 3x2)f(x)− 2 = 0,

sa uslovom da je f(0) = a0 = 1. I sada je jox ,,samo” treba rexiti. Ovaj zadatak bax i nije reprezentativan,
jer je ovu diferencijalnu jednaqinu dosta texko rexiti ukoliko ste sredǌoxkolac (mnogi od vas verujem
ni ne znaju xta je to diferencijalna jednaqina). Me�utim postupak do dobijene diferencijalne jednaqine
svakako treba prihvatiti i primeǌivati u nadi da �ete ipak dobiti neku jednostavnu jednaqinu koju
�ete znati da rexite (ovo je qesto sluqaj). Naravno ni ova jednaqina nije nerexiva. Primetite (tj. oni
qitaoci koji su do sada imali iskustava sa diferencijalnim jednqinama) da bi se ova diferencijalna
jednaqina bez dvojke na kraju mogla jednostavno rexiti (to bi bila jednaqina koja razdvaja promenǉive).
Zato probajmo da eleminixemo broj 2 oduzimaǌem od f nekog pogodnog izraza. Jasno je da 2 nestaje ukoliko

uzmemo g(x) = f(x)− 1− x

2x2
, a jednaqina se svodi na

(x− 2x2 − 3x3)g′(x) = (2− 3x− 3x2)g(x),

qije je rexeǌe g(x) = −
√

1− 2x− 2x2

2x2
. Konaqno

f(x) =
1− x−√1− 2x− 2x2

2x2
,

pa razvojem u red dobijamo

an =
n∑

k=0

(
n

k

) (
2k
k

)

k + 1
. 2

Primetimo da se sliqno mogu rexavati i rekurentne jednaqine oblika kao u primeru 13, mada �e se tamo
dobiti jednaqina vixeg reda (u jednahcini �e se pojaviti i drugi izvod).

Ovde su pokazana samo neka svojstva i primene funkcija generatrisa. Ukoliko �elite da saznate vixe
(a trebali biste) mo�ete pogledati npr. maturski rad Milana Novakovi�a (mo�ete ga prona�i na
www.matf.bg.ac.yu/∼matic/competitions).

U ovom odeǉku nije obra�ano previxe pa�ǌe na neke xkolske stvari, kao xto su razvijaǌe funkcija u
red ili rexavaǌe nekih osnovnih diferencijalnih jednaqina (iako ve�ina qitala sa tim jox nije upoz-
nata). O svemu tome mo�ete na�i vixe u u
beniku Analiza sa algebrom 4, za qetvrti razred Matematiqke
gimanzije.
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§ Rekurentne jednaqine i teorija brojeva
Zadaci sa nizovima su qesto vezani za neku drugu oblast matematike, npr. teoriju brojeva, nejed-

nakosti ili polinome, te pri rexavaǌu te�i deo mo�e biti onaj koji nema nikakve veze sa nizovima. U
ovom poglavǉu pozabavi�emo se zadacima sa nizovima kod kojih je neophodno poznavaǌe teorije brojeva.

Slede�i koristi jedan korisan aparat teorije brojeva:

Primer 29. (Putnam 1999) Niz {an}n≥1 definisan je sa a1 = 1, a2 = 2, a3 = 24 i

an =
6a2

n−1an−3 − 8an−1a
2
n−2

an−2an−3
, za svako n ≥ 4.

Dokazati da je svaki qlan niza ceo broj deǉiv sa n !.

Rexeǌe. Reximo prvo datu rekurentnu jednaqinu. Primetimo da va�i an = 6 · a2
n−1

an−2
− 8 · an−1an−2

an−3
, pa

deǉeǌem sa an−1 dobijamo
an

an−1
= 6 · an−1

an−2
− 8 · an−2

an−3
.

Sada je oqigledno da treba uvesti smenu bn =
an+1

an
za koju va�i rekurentna jednaqina bn = 6bn−1 − 8bn−2.

Kako je b1 = 2 i b2 = 12 dobijamo (kao u primeru 1) da je opxti qlan ovog niza bn = 4n − 2n. Kako je
an = bn−1 · bn−2 · · · b1 imamo da je

an =
n−1∏

k=1

(4k − 2k),

pa je potrebno dokazati da n ! |
n−1∏

k=1

(4k − 2k), za svaki prirodan broj n ∈ N, xto je zadatak iz qiste teorije

brojeva. Kao i kod ve�ine zadataka u kojima treba dokazati da n ! deli neki broj, posmatra�emo potencije
prostih brojeva koje dele n !. Naime, prema dobro poznatoj teoremi ukoliko je pα ‖ n !, to je

α =
+∞∑

k=1

[
n

pk

]
,

pa ukoliko pβ ‖
n−1∏

k=1

(4k − 2k), dovoǉno je dokazati da je β ≥ α. Jasno j da trebamo razmotriti dva sluqaja:

(1) p = 2. U ovom sluqaju je jasno β = 1 + 2 + . . . + (n− 1) ≥ n ≥
+∞∑

k=1

n

pk
≥

+∞∑

k=1

[
n

pk

]
= α, qime je dokaz zavrxen.

(2) p > 2. Kako je α odre�eno potrebno je jox odrediti β. Po Ojlerovoj teoremi pk | 2ϕ(pk) − 1, pa je svaki

ϕ(pk) = pk−1(p− 1)-ti qlan proizvoda
n−1∏

i=1

(4i − 2i) deǉiv sa pk. Samim tim

β ≥
+∞∑

i=1

[
n

pi−1(p− 1)

]
,

jer se svaki broj koji je taqno deǉiv sa pk raquna po jednom u svakom od prvih k qlanova sume. Sada α ≤ β

trivijalno sledi iz oqigledne nejednakosti
[

n

pk

]
≤

[
n

pk−1(p− 1)

]
. 2

Slede�i primer kombinuje metode rexavaǌa rekurentnih jednaqina iz drugog odeǉka, sa idejama teorije
brojeva.

Primer 30. Niz {an}n≥1 definisan je sa a0 = a1 = a2 = a3 = 1 i

an+5an = an+4an+1 + an+3an+2.

Dokazati da je svaki qlan ovog niza prirodan broj.

Rexeǌe. Zadat je logiqno rexevati indukcijom. Pretpostaimo zato da su svi ai, za i ≤ n + 4, celi
i doka�imo da je i an+5 ceo. Za ovo je dovoǉno dokazati da an | an+4an+1 + an+3an+2. Jasno je da ovo
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ne mo�emo nikako uraditi direktno, tj. ili �emo morati rexiti niz ili �emo morati na�i jox neku
jednaqinu koju ispuǌava dati niz iz koje �e se �eǉeno lakxe videti... Primetimo da je dati niz zadat
jednom nelinearnom rekurentnom jednaqinu, te ga ne mo�emo rexiti direktno. Krenimo zato sa rexavaǌem
ovog niza (kao u tre�em poglavǉu), jer i ako ga mo�da ne�emo rexiti, postoji xansa da �emo usput do�i
do neke druge korisne karakteristike niza. Data jednaqina je homogena, xto nam se do sada nije svi�alo
(npr. u primeru 13). Podelimo zato ovu jednaqinu sa an+3an+2 qime dobijamo

an+5

an+3
· an

an+2
=

an+4

an+2
· an+1

an+3
+ 1.

Iz ovako zapisane jednaqine jasno je da treba uvesti smenu bn =
an+2

an
, qime jednaqina postaje

bn+3

bn+1
=

bn+2

bn+1
+ 1. Posledǌa jednaqina nam ponovo nagovextava logiqnu smenu cn =

bn+1

bn
, kojom jednaqina postaje

cn+2cn+1cn = cn+1 + 1. Uzmimo sada i jednaqinu reda za jedan ve�eg (ovako nismo krenuli na poqetku, jer
time ne bismo dobili nixta), tj. cn+1cn+2cn+3 = cn+2 + 1. Vidimo da se najvixe toga skrati ukoliko ove

dve jednaqine podelimo, qime dobijamo
cn+3

cn
=

cn+2 + 1
cn+1 + 1

, odnosno cn+3cn+1 + cn+3 = cn+2cn + cn. Iako na

izgled nixta nismo dobili (jer izrazi sa raznih strana jednakosti nisu qlanovi istog niza), dodavaǌem
cn+2 + cn+1 obema stranama ipak dobijamo

cn+3cn+1 + cn+3 + cn+2 + cn+1 = cn+2cn + cn+2 + cn+1 + cn,

xto smo i �eleli. Smaǌivaǌem stepena konaqno dobijamo cn+2cn+1cn +cn+2 +cn+1 +cn = c2c0+c2+c1+c0 = 3,
odnosno ukoliko zamenimo vrednost cn

6an+3an+2an+1an = an+4an+2an+1an−1 + an+4a
2
n+1an + a2

n+3a
2
n + an+3a

2
n+2an−1.

Posledǌa jednaqina je daleko komplikovanija od polazne i samim tim, iako je to nova rekurentna jednaqi-
na za an, mo�e se desiti da iz ǌe ponovo ne dobijamo nixta xto nam je od neke velike pomo�i. Me�utim
mnogi nizovi zadovoǉavaju mnoxtvo ovakvih veza, te ne treba odmah odustajati od ovog pristupa i treba
probati na�i onu pogodnu jednaqinu. U naxem sluqaju posledǌa veza �e nam ipak dosta pomo�i. Prime-
timo da iz ǌe an | an+2an−1(an+4an+1 + an+3an+2), pa je dovoǉno dokazati da je (an, an+2an−1) = 1. Ovo �emo
pokazati tako xto �emo dokazati da je an uzajamno prosto sa an+2 i an uzajamno prosto sa an−1, za svako n.
Doka�imo prvo drugo tvr�eǌe indukcijom. Pretpostavimo da je za sve i < n zaista (ai−1, ai) = 1 i doka�i-
mo da je (an−1, an). U suprotnom ukoliko je NZD jednak d iz an−5an = an−4an−1 + an−3an−2 imamo da d deli
i an−3an−2, pa kako ne deli an−2 (iz indukcijske hipoteze), to d | an−3. Smaǌimo sada stepen prethodne
jednaqine i posmatrajmo opet deǉivost sa d. Jasno je an−5an−2 deǉivo sa d, tj. d | an−5. Nastavǉaju�i
ovaj postupak zakǉuqujemo da su i an−7, an−9, . . . deǉivi sa d, a samim tim i jedan od brojeva a1 ili a0.
Kako su oba jednaka 1 i d = 1. Ovim je drugo tvr�eǌe dokazano. Kako se prvo tvr�eǌe sliqno dokazuje, to
ga ostavǉamo za ve�bu. 2

Pozabavimo se na kraju i jednim vrlo interesantnim tipom zadataka. Kao xto je u drugom poglavǉu
pokazano rexeǌa mnogih linearnih rekurentnih jednaqina svode se na sume nekih iracionalnih (qesto
i kompleksnih) brojeva, pa se postavǉa pitaǌe kako dokazati da su ona deǉiva nekim brojem (posebno
ukoliko taj broj ne zavisi lepo od tog qlana niza). U ve�ini ovih zadataka postupamo tako xto trans-
formixemo date sume do suma nekih lakxih izraza (npr. suma nekih drugih qlanova niza), a od koristi je
i poznavaǌe osobina nekih skupova koji ne sadr�e samo cele brojeve, ali se sa ǌima mogu lako povezati.
Slede�a dva primera na pravi naqin oslikavaju ova dva metoda.

Primer 31. Lukasov niz {Ln} definisan je sa L0 = 2, L1 = 1 i Ln+1 = Ln + Ln−1, za n ≥ 1. Dokazati da Lp

deli Lp
(p+1)/2 − 1, za sve proste brojeve p > 3.

Rexeǌe. Jasno je da se Lukasov niz razlikuje pd Fibonaqijevog samo po poqetnim qlanovima. Kao u

prvom primeru nalazimo da je opxti qlan ovog niza Ln = αn + βn, gde je α =
1 +

√
5

2
i β =

1−√5
2

. Neka je
p + 1

2
= k. Iskoristimo qiǌenicu da je αβ = 1, tj.

Lp
k = (αk + βk)p =

p∑

i=0

(
p

i

)
α(p−i)kβik =

k−1∑

i=0

(−1)ik

(
p

i

)
α(p−2i)k +

p∑

i=k

(−1)(p−i)k

(
p

i

)
β(2i−p)k,
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pa kako je
p∑

i=k

(
p

i

)
β(2i−p)k =

k−1∑

i=0

(
p

i

)
(−1)ikβ(p−2i)k, zajedno sa prethodnom jednakosti dobijamo

Lp
k =

k−1∑

i=0

(
p

i

)
L(p−2i)k.

Slede�a ideja je da izraz sa desne strane nekako sredimo. Zato bi nam bilo idealno da qlanove sume sa
desne strane (ili celu sumu) zamenimo nekim jednostanijim izrazima po modulu Lp. Naravno kako ovaj niz
neodoǉivo podse�a na Fibonaqijev niz, to su i identiteti koji va�e izme�u qlanova niza sliqni. Tako�e
primetimo da indeksi qlanovi posledǌe sume nekako podse�aju na potpun sistem ostataka (jedino xto ih
nema dovoǉno), pa je logiqno da probamo da za ǌih odredimo neki broj iz skupa {L0, L1, . . . , Lp−1} koji je
sa ǌim kongruentan (po modulu Lp). Zato tra�imo identitet u obliku onog pod (???) u teoremi 3, a zatim
lako (iz opxteg qlana) dokazujemo da va�i

LnLm = Ln+m + (−1)mLn−m,

odnosno za n = s + p i m = p, Ls+2p ≡ (−1)s+1Ls (mod Lp). Sada nas zanima kog je oblika (p− 2i)k, da bismo

prethodno primenili. Kako je (p − 2i)k = (p − 2i) · p + 1
2

= p · p + 1− 2i

2
− i, to je za i iste parnosti kao

i k, (−1)ikL(p−2i)k ≡ (−1)kL−i = Li (mod Lp), a za i i k razliqite parnosti (−1)ikL(p−2i)k ≡ Lp−i (mod Lp).
Znaqi data suma mo�e da se zameni sumom onih Li (uz odgovaraju�i binomni koeficijent) za koje je i iste
parnost kao i k, pri qemu je 0 ≤ i ≤ p− 1. Znaqi prema prethodnom

Lp
k =

∑ (
p

i

)
(αi + βi),

gde se sumiraǌe vrxi po prethodno opisanim i. Ovo je suma svakog drugog qlana binomnog razvoja, pa se
raquna kao u drugom poglavǉu i va�i

2Lp
k = ((α + 1)p + (−1)k(α− 1)p) + ((β + 1)p + (−1)k(β − 1)p),

pa kako je α + 1 = α2, β + 1 = β2, α− 1 = −β i β − 1 = −α, iz prethodne jednakosti konaqno dobijamo

2Lp
k = L2p + (−1)k+pLp ≡ L2p ≡ L0 (mod Lp).

Kako Lp nije paran (zaxto?) nax dokaz je zavrxen. 2

Slede�e rexeǌe je dosta pouqno i treba ga dobro prostudirati:

Primer 32. (Rumunija 2004) Neka su a, b, c ∈ Z, pri qemu je b neparan, a {xn} niz definisan sa x0 = 4, x1 =
x2 = 2c, x3 = 3b i

xn = axn−4 + bxn−3 + cxn−2, za n ≥ 4.

Dokazati da je za svaki prost broj p i prirodan broj m broj xpm deǉiv sa p.

Rexeǌe. U ovom rexeǌu paralelno �emo dati dokaz koji koristi teoriju i qist elementarni dokaz. Za
poqetak reximo dati niz. Prema primeru 4 zakǉuqujemo da je opxti qlan niza zadat sa

xn = Aαn
1 + Bαn

2 + Cαn
3 + Dαn

4 ,

pri qemu su α1, α2, α3, α4 nule polinoma x4 − cx2 − bx − a. Iz poqetnih qlanova niza i Vietovih formula
nalazimo da je A = B = C = D = 1 (ovo je malo naporniji, ali xkolski posao, pa se ostavǉa qitaocu).
Znaqi preostaje da doka�emo da je

xpm = αpm

1 + αpm

2 + αpm

3 + αpm

4 , (∗)

deǉivo sa p za svaki prirodan broj m, pri qemu su α1, α2, α3, α4 povezani odgovaraju�im Vietovim for-
mulama. I verovali ili ne zadat se odavde mo�e zavrxiti u jednom redu, naravno uz poznavaǌe teorije.
Zamislimo za poqetak da su brojevi αi celi (naravno za opxte a, b, c oni su komleksni). Tada je jasno da
�emo u (∗) samo primeniti Fermaovu teoremu i dobiti xpm ≡ α1 + α2 + α3 + α4 = 0 (mod p), xto zavrxava
nax dokaz. Me�utim αi nisu uvek celi. Na naxu veliku sre�u postoji teorija (vrlo jednostavna) koja
�e otkloniti ovaj problem. Naime kongruencije se mogu uvesti i u skup algebarskih celih brojeva, tj.
skup svih komleksnih brojeva koji su nule celobrojnih moniqnih polinoma (xto α1, α2, α3, α4 jesu). Naime
ka�emo da je ω1 ≡ ω2 (mod γ) (ω1, ω2, γ su algebarski celi) ukoliko postoji algebarski ceo broj δ takav
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da je ω1 − ω2 = γ · δ (isto kao kod celih brojeva). Naravno korisna je qiǌenica da je zbir i proizvod
dva algebarska broja algebarski, pa samim tim va�e sva osnovna svojstva kongruencija (pravila za zbir,
proizvod, stepen...). Specijalno (i mnogo va�no) va�i i (ω1 + ω2)p ≡ ωp

1 + ωp
2 (mod p), za svaki prost broj p

(ovo se dokazuje isto kao i za cele brojeve). Sada indukcijom (po m i n) dobijamo i

(ω1 + ω2 + . . . + ωn)pm ≡ ωpm

1 + ωpm

2 + . . . + ωpm

n (mod p),

za svaki prost broj p i prirodne brojeve n i m. Posledǌe mo�ete (i trebate) zapamtiti kao teoremu i
tako koristiti. Jasno je da je primenom ove teoreme u (∗) zadatak zavrxen. Dobro nije bax skroz, jer smo
mi dobili da je xpm = pγ, gde je γ algebarski ceo broj, ali samim tim je γ racionalan, a samim tim i ceo
(algebarski ceo broj koji je racionalan je i ceo iz definicije).
Naravno zadatak se mo�e rexiti i elementarno (tj. na isti ovaj naqin, ali primenom ,,xtapa i kanapa”).
Dokaza�emo isto xto i u prethodnom sluqaju, tj. da je (α1 +α2 +α3 +α4)pm ≡ αpm

1 +αpm

2 +αpm

3 +αpm

4 (mod p),
ali bez korix�eǌa kongruencija u skupu algebarskih celih brojeva. Prema polinomnoj formuli imamo

(α1 + α2 + α3 + α4)p =
∑

k1+k2+k3+k4=p

p !
k1 ! · k2 ! · k3 ! · k4 !

· αk1
1 αk2

2 αk3
3 αk4

4 .

Primetimo da u ovom razvoju svi qlanovi sem αp
i uqestvuju sa koeficijentom deǉivim sa p, pa je

(α1 + α2 + α3 + α4)p − αp
1 − αp

2 − αp
3 − αp

4 = p ·A.

Ostaje jox da doka�emo da je A ceo broj. Primetimo da je A simetriqan izraz u odnosu na α1, α2, α3, α4

sa celim koeficijentima (taqnije celobrojni simetriqni polinom). Samim tim (po poznatoj teoremi) A
se mo�e prikazati i kao celobrojni polinom osnovnih simetriqnih suma za α1, α2, α3, α4 (teorema ka�e da
se svaki celobrojni simetriqni polinom mo�e prikazati kao celobrojni polinom odgovaraju�ih osnovnih
simetriqnih suma). Kako su sve ove sume iz Vietovih formula celi brojevi, dokaz je zavrxen u sluqaju
m = 1. Daǉe iz (α1 + α2 + α3 + α4)pm+1 ≡p (αp

1 + αp
2 + αp

3 + αp
4)

pm

dokaz zavrxavamo indukcijom. 2
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§ Zadaci za ve�bu

1. (IMC 2005, predlog) Neka su P, Q, R ∈ C[X] nenula polinomi i a, b, c raliqiti nenula kompleksni
brojevi. Dokazati da ukoliko je skup Z = {zn = P (n)an + Q(n)bn + R(n)cn : n ∈ N} konaqan, postoji p ∈ N
takav da je zn+p = zn, za sve n ∈ N.
2. (Irska 1998) Definiximo niz {xn} sa x0, x1 ∈ R i

xn+2 =
1 + xn+1

xn

za n > 1. Odrediti x1998.

3. (Austro-Poǉska 1996) Niz polinomi Pn(x) definisan je sa P0(x) = 0, P1(x) = x i

Pn(x) = xPn−1(x) + (1− x)Pn−2(x)

za n ≥ 2. Na�i sve korene polinoma Pn.

4. (Balkanijada 2002) Na�i sve funkcije f : N → N, takve da je za svako n ∈ N

2n + 2001 ≤ f(f(n)) + f(n) ≤ 2n + 2002.

5. (Savezno 2003, 3 raz) Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj [(5 +
√

35)2n−1] deǉiv sa 10n.

6. Niz xn je rexeǌe rekurentne jednaqine

xn+3 − 2xn+2 − 2xn+1 + xn = 0, x1 = 1, x2 = 12, x3 = 20.

Dokazati da je 1 + 4xnxn+1 potpun kvadrat za svako n.

7. (Mala olimpijada 2005) Dat je niz x1 = 1, x2 = 4 i xn+2 = 4xn+1 − xn za n ≥ 1. Na�i sve prirodne
brojeve m, takve da je broj 3x2

n + m potpun kvadrat za sve prirodne brojeve n.

8. (Vijetnam 1988) Neka su a, b celi brojevi. Neka je niz (an) definisan sa a0 = a, a1 = b, a2 = 2b − a + 2,
an+3 = 3an+2−3an+1 +an. Na�i opxti qlan niza i na�i a, b takve da je broj an potpun kvadrata za n ≥ 1988.

9. Niz prirodnih brojeva (an) definisan je sa a1 = 2, a2 = 7 i

−1
2

< an+1 − a2
n

an−1
≤ 1

2
.

Dokazati da je an neparan.

10. Niz {xn}n≥1 zadat je sa x1 = x2 = 1, xn+2 = 14xn+1− xn− 1. Dokazati da je svaki qlan ovog niza potpun
kvadrat.

11. (Velika Britanija 1998) Dokazati da postoji jedinstven niz {an} prirodnih brojeva, takav da je
a1 = 1, a2 = 2, a4 = 12 i an+1an = a2

n ± 1 za n ≥ 2.

12. Niz {an} definisan je sa a0 = a1 = 5 i

an =
an−1 + an+1

98
.

Dokazati da je
an + 1

6
potpun kvadrat za sve n > 6.

13. (Rumunija 1999) Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj

Sn =
(

2n + 1
0

)
22n +

(
2n + 1

2

)
22n−2 · 3 + . . . +

(
2n + 1

2n

)
3n

jednak zbiru dva uzastopna kvadrata.

14. (Rumunija 2004) Neka su m i n prirodni brojevi i neka je m neparan. Dokazati da je broj

am =
1

3mn

m∑

k=0

(
3m

3k

)
(3n− 1)k,
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ceo za svaki prirodan broj m.

15. (Rusija 1995) Niz an zadovoǉava jednaqinu

am+n + am−n =
1
2
(a2m + a2n), za m > n > 0.

Ukoliko je a1 = 1 odrediti a1995.

16. Rexiti rekurentnu jednaqinu

xn+1 = 5xn +
√

24x2
n + 1, x0 = 0.

17. (IMO 1995, 4 zad) Pozitivni realni brojevi x0, x1, . . . , x1995 zadovoǉava x0 = x1995 i za sve i =
0, 1, . . . , n− 2

xi−1 +
2

xi−1
= 2xi +

1
xi

.

I nexto se tra�i...

18. (Mala olimpijada 1990) Niz (an) dat je relacijom an+2an = a2
n+1 + 8, n ∈ N, uz poqetne uslove a1 = 4,

a2 = 6. Dokazati da je broj 9a2
n − 128 kvadrat racionalnog broja za svako n ∈ N.

19. (IMO 1996, predlog) Neka je a > 2 realan broj, i definiximo niz

a0 = 1, a1 = a, an+1 =
( a2

n

a2
n−1

− 2
)
.

Dokazati da je za svaki prirodan broj k va�i

1
a0

+
1
a1

+ . . . +
1
ak

<
1
2
(2 + a−

√
a2 − 4).

20. (APMO 1995) Odrediti sve nizove a1, a2, . . . , a1995 realnih brojeva koji zadovoǉavaju

2
√

an − (n− 1) > an+1 − (n− 1), za n = 1, 2, . . . , 1994,

2
√

a1995 − 1994 > a1 + 1.

21. (IMO 1983, predlog) Neka je a prirodan broj i (an) niz definisan sa:

a0 = 0, an+1 = a(an + 1) + (a + 1)an + 2
√

a(a + 1)an(an + 1).

Dokazati da je za sve prirodne brojeve n, i an prirodan.

22. (IMO 1989, predlog) Za niz a0, a1, . . . , an realnih brojeva va�i a0 = an = 0 i za svako 1 6 k 6 n − 1
imamo

ak = c +
n−1∑

i=k

ai−k(ai + ai+1).

Dokazati da je c 6 1
4n

.

23. (Bugarska 1996) Dokazati da za svaki prirodna broj n ≥ 3 postoje neparni prirodni brojevi xn, yn

takvi da je 7x2
n + y2

n = 2n.
(Dodatak: na�i broj rexeǌa ove jednaqine)

24. (Savezno 2004, 4 raz) Niz (an) odre�en je sa a1 = 0 i

(n + 1)3an+1 = 2n2(2n + 1)an + 2(3n + 1) za n ≥ 1.

Dokazati da beskonaqno mnogo qlanova niza pripada skupu prirodnih brojeva.

25. (Kina 2000) Niz {an} definisan je sa a1 = 0, a2 = 1 i

an =
1
2
nan−1 +

1
2
n(n− 1)an−2 + (−1)n

(
1− n

2

)

25



za sve n > 3. Odrediti eksplicitnu formulu za

fn = an + 2
(

n

1

)
an−1 + 3

(
n

3

)
an−3 + . . . + n

(
n

n− 1

)
a1.

26. (Qexka - Slovaqka 1995) Niz {an} definisan je sa a1 = 2, a2 = 5 i

an+2 = (2− n2)an+1 + (2 + n2)an

za n > 1. Da li postoje brojevi p, q, r takvi da je apaq = ar?

27. (IMO 1984, predlog) Neka su (an) i (bn) dva niza prirodnih brojeva takvih da je an+1 = nan + 1,
i bn+1 = nbn − 1 za svako n ≥ 1. Dokazati da ova dva niza mogu imati najvixe konaqno mnogo jednakih
elemenata.

28. (Tajvan 1997) Neka je n ≥ 3 prirodan broj i neka niz brojeva a1, a2, . . . , an zadovoǉava ai−1 + ai+1 = kiai

za neki ceo broj ki. Dokazati da je 2n ≤ ∑
ki ≤ 3n.

29. (Kina 1995) Pretpostavimo da 2n realnih brojeva a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn (n > 3) zadovoǉava uslove:

(1)
n∑

i=1

ai =
n∑

i=0

bi.

(2) 0 < a1 6 a2 i ai + ai+1 = ai+2 za i = 1, 2, . . . , n− 2.
(3) 0 < b1 6 b2 i bi + bi+1 = bi+2 za i = 1, 2, . . . , n− 2.

Dokazati da je an−1 + an 6 bn−1 + bn.

30. (Belorusija 1999) Nizovi {xn} i {yn} definisani su sa x1 = y1 =
√

3 i

xn+1 = xn +
√

1 + x2
n, yn+1 =

yn

1 +
√

1 + y2
n

.

Dokazati da za n > 2 va�i 2 < xnyn < 3.

31. (Koreja 2001) Dokazati da Fibonaqijev niz {Fn} zadovoǉava jednakost

F2n =
F 3

2n+2 + F 3
2n−2

9
− 2F 3

2n, za n > 2.

32. Niz {an} definisan je sa a1 = 1 i za n > 1

an+1 = 2an +
√

3a2
n − 3.

Dokazati da je a3n+1 = an+1(a2
n+1 + 1), za n > 0.

33. (Mala olimpijada 2005) Koliko ima 100-cifrenih prirodnih brojeva u qijem se dekadnom zapisu
pojavǉuje samo neparne cifre, pri qemu je razlika svake dve susedne cifre jednaka 2.

34. Na�i broj binarnih nizova du�ine n koji ne sadr�e podniz 010.

35. (IMC 2006) Posmatrajmo skup Sn = {(x1, x2, . . . , xn) : ∀i = 1, 2, . . . , n, xi ∈ {0, 1, 2}} i skupove

An = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn : ∀i = 1, 2, . . . , n− 2, |{xi, xi+1, xi+2| 6= 1},

Bn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Sn : (xi = xi+1 ⇒ xi 6= 0)}.
Dokazati da je |An+1| = 3 · |Bn|.
36. (Savezno 2001, 3-4 raz) Neka je k prirodan broj i Nk broj nizova du�ine 2001 qiji su svi qlanovi
elementi skupa {0, 1, 2, . . . , 2k +1}, a neparan broj qlanova svakog niaz jednak je 0. Odrediti najve�i stepen
dvojke koji deli Nk.

37. (IMO 1998, predlog) (a) Ukoliko se pravougaonik dimenzija 5 × n mo�e poploqati figurama kao na
slici, dokazati da je n paran.

.
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(b) Dokazati da postoji vixe od 2 ·3k−1 naqina da se poploqa dati 5×2k pravougaonik (k > 3) sa 2k figura.
(Simetriqna poploqavaǌa su razliqita.)

38. (IMO 1999, predlog) Biologiqar posmatra kameleona. Kameleon hvata muve i odmara se posle svake
uhva�ene. Biologiqar je primetio da:

(1) prva muva je uhva�ena posle odmaraǌa koje je trajalo 1 minut;
(2) vreme odmora pred 2m-to hvataǌa je isto kao vreme odmora pred m-to hvataǌe i za jedan minut kra�e

od odmaraǌa pred 2m + 1-vo hvataǌe;
(3) kada kameleon prestane da se odmara, on muve hvata trenutno.

(a) Koliko muva je kameleon uhvatio, pre ǌegovog prvog odmaraǌa od 9 minuta?
(b) Posle koliko minuta je uhvatio 1998. muvu?
(c) Koliko je muva uhva�eno posle ukupno 1999 minuta?

39. (BMO 2003, predlog) Neka je C = {(a1, a2, . . . , a2003) : ai ∈ {0, 1} za 1 ≤ i ≤ 2003}. Za svako a =
(a1, a2, . . . , a2003) iz C definixemo niz A = (A1, A2, . . . , A2003) sa A1 = a1 i

Ai =
{

Ai−1 za ai = 0 ili Ai−1 ≥ i/2
i−Ai−1 za ai = 1 i Ai−1 < i/2,

za i > 1. Odrediti broj nizova a iz C takvih da je A2003 = 20.

40. (IMO 1998, predlog) Karte numerisane brojevima od 1 do 9 pore�ane su u nekom poredku u niz. U
jednom koraku mo�e se uzeti bilo koji blok uzastopnih karata, qiji su brojevi u rastu�em ili opadaju�em
poredku, i okrenu ti ga. Na primer niz 916542748 mo�e se zameniti nizom 914562748. Dokazati da se u
najvixe 12 koraka karte mogu urediti tako da su u rastu�em ili opadaju�em poredku.

41. Dokazati da za svaki prirodan broj n va�i identitet

dn
2 e∑

i=0

(
n− i + 1

i

)
2i =

(−1)n+1 + 2n+2

3
.

42. (Kvant M463) Neka su x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym prirodni brojevi takvi da je x1 + x2 + . . . + xn =
y1 + y2 + . . . + ym < mn. Dokazati da se u posledǌoj jednakosti mogu precrtati neki sabirci tako da
jednakost ostane na snazi.

43. (IMO 1984, predlog) Na�i sve nizove a1, a2, . . . takve da je a1 = 1 i

|am − an| ≤ 2mn

m2 + n2
,

za svaka dva prirodna broja m i n.

44. Neka je n prirodan broj. Niz {an} definisan je sa a0 =
1
2
i

ak = ak−1 +
a2

k−1

n
,

za k = 1, 2, . . . Dokazati da je

1− 1
n

< an < 1.

45. (APMO 1999) Niz {an} zadovoǉava nejenakost an+m 6 an + am. Dokazati da za svaki prirodan broj n
va�i nejednakost

n∑

k=1

ak

k
6 an.

46. (Kina 1997) Neka su a1, a2, . . . nenegativni celi brojevi za koje je an+m ≤ an + am za sve prirodne
brojeve n, m. Dokazati da je

an ≤ ma1 +
( n

m
− 1

)
am.
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47. (Kina 1998) Neka je n prirodna broj. Odrediti da li postoje prirodni brojevi a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn

takvi da je
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

bn i

n− 1 >

n∑

i=1

ai − bi

ai + bi
> n− 1− 1

1998
.

48. Dat je niz prirodnih brojeva {an}, tako da za svako n ∈ N va�i

0 < an+1 − an < 2007.

Dokazati da postoje indeksi i < j, tako da ai | aj.

49. (Bugarska 1996) Niz (an) je definisan sa a1 = 1,

an+1 =
an

n
+

n

an
za n ≥ 1.

Dokazati da je za svaki prirodan broj n ≥ 4, [a2
n] = n.

50. (IMO 1994, predlog) Neka je a0 = 1994 i

an+1 =
a2

n

an + 1

za sve nenegativne cele n. Dokazati da je 1994− n ceo deo broja an za 0 ≤ n ≤ 998.

51. (IMO 1998, predlog) Niz a1, a2, . . . definisan je na slede�i naqin: a1 = 1 i za svako n > 1, an+1 je
najmaǌi broj ve�i od an takav da je ai +aj 6= 3ak za svaka tri i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n+1}, ne obavezno razliqita.
Odrediti a1998.

52. Niz je definisan sa a0 = a1 = 0, a2 = 1 i an+3 = an+1 +1998an za n ≥ 0. Dokazati da je za svaki prirodan
broj n

a2n−1 = 2anan+1 + 1998a2
n−1.

53. Beskonaqni niz dvojki i trojki

2, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 2, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 2, . . .

ima svojstvo da ukoliko formiramo niz koji reprezentuje broj trojki izme�u uzastopnih pojavǉivaǌa
broja 2, dobijamo niz identiqan polaznom. Dokazati da postoji realan broj r takav da za svako n, n-ti
qlan niza je 2 ako i samo ako je n = 1 + [rm] za neki nenegativan ceo broj m.

54. Neka je k dati prirodan broj. Niz {xn} definisan je sa x1 = 1 i xn+1 je najmaǌi prirodan broj koji
ne pripada skupu {x1, x2, . . . , xn, x1 + k, x2 + 2k, . . . , xn + nk}. Dokazati da postoji realan broj a takav da je
xn = [an] za sve prirodne brojeve n.

55. Neka su a i b prirodni brojevi razliqiti od 1. Niz {xn} definisan je sa x0 = 0, x1 = 1 i za n > 2

xn =
{

axn−1 − xn−2 ukoliko je n neparan
bxn−1 − xn−2 ukoliko je n paran.

Dokazati da je proizvod svakih k uzastopnih qlanova niza deǉiv sa proizvodom prvih k.
(Ideja: posmatrati i niz {yn} za koji va�i ista veza kao i za {xn} samo sa promeǌenim mestima za a i b)

56. Neka su a i b prirodni brojevi. Niz {xn} definisan je sa x0 = 0, x1 = 1 i za n > 2

xn =
{

axn−1 + xn−2 ukoliko je n neparan
bxn−1 + xn−2 ukoliko je n paran.

Dokazati da je proizvod svakih k uzastopnih qlanova niza deǉiv sa proizvodom prvih k.

57. Dokazati da za Fibonaqijev niz {Fn} va�i identitet

n∑

k=0

(
n− k

k

)
= Fn+1.
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58. Dokazati da za niz Katalanovih brojeva {Cn} va�i identitet

(
2n

n

)
= 3

(
2(n− 1)
n− 1

)
+

n−1∑

k=1

Ck

(
2(n− k − 1)
n− k − 1

)
.

59. (IMO 1998, predlog) Neka je a0, a1, . . . rastu�i niz nenegativnih celih brojeva takav da se svaki
nenegativan ceo broj mo�e na jedinstven naqin predstaviti u obliku ai + 2aj + 4ak, gde brojevi i, j, k ne
moraju biti razliqiti. Odrediti a1998.

60. Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj razlagaǌa broja n na razliqite sabirke jednak broju
razlagaǌa broja n na neparne sabirke.

61. Niz {an} definisan je sa a0 = 1, a1 = 1 i an = an−1 + (n − 1) · an−2, za n > 2. Dokazati da je za svaki
neparan prost broj p broj ap − 1 deǉiv sa p.

62. (Putnam 1983) Niz {an} prirodnih brojeva definisan je sa

a1 = 2, an+1 =
[
3
2
an

]
.

Dokazati da postoji beskonaqno mnogo qlanova ovog niza koji su neparni.

63. (Vijetnam 1996) Neka su a i b prirodni brojevi, pri qemu je a neparan. Niz {un} definisan je sa

u0 = b i za svako n ∈ N va�i un+1 =
1
2
un ukoliko je un paran i un+1 = un + a inaqe.

(a) Dokazati da je un 6 a za neko n ∈ N.
(b) Dokazati da je un periodiqan od nekog mesta pa nadaǉe.

64. (Rusija 2000) Neka je {an} niz definisan sa a1 = 1 i

an+1 =
{

an − 2 ako je an − 2 6∈ {a1, a2, . . . , an} i an − 2 > 0
an + 3 inaqe.

Dokazati da za svaki prirodan broj k > 1 postoji n takvo da je an = k2 = an−1 + 3.

65. (Rusija 2000) Za svaki neparan broj a0 > 5 niz {an} definisan je sa

an+1 =

{
a2

n − 5 ako je an neparan
an

2
inaqe.

Dokazati da niz nije ograniqen.

66. (BMO 2006, 4 zad) Neka je m prirodan broj. Odrediti sve prirodne brojeve a takve da je niz {an}
definisan sa a0 = a i

an+1 =

{ an

2
ako je an paran

an + m inaqe

za n > 0, periodiqan.

67. (Poǉska 1997) Dokazati da niz brojeva a1 = 1 i

an = an−1 + a[ n
2 ]

sadr�i beskonaqno mnogo qlanova deǉivih sa 7.

68. (IMO 1988, predlog) Neka je a0 = 0, a1 = 1 i an = 2an−1 + an−2 za n ≥ 3. Dokazati da 2k | an ako i samo
ako 2k | n.
69. (Bugarska 2000) Neka je niz {an} definisan a1 = 43, a2 = 142 i an+1 = 3an + an−1 za sve n > 2. Dokazati
da je

(a) (an, an+1) = 1 za sve n > 1.
(b) za sve prirodne brojeve m postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da su an−1 i an+1−1

oba deǉiva sa m.
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70. (IMO ???, predlog) Niz prirodnih brojeva dat je formulom an =
[
n +

√
n +

1
2

]
. Odrediti sve brojeve

koji pripadaju ovom nizu.

71. (Bugarska 2003) Niz {yn} definisan je sa y1 = y2 = 1 i

yn+2 = (4k − 5)yn+1 − yn + 4− 2k,

za n > 1. Odrediti sve prirodne brojeve k za koje je svaki qlan niza prirodan broj.

72. (Kanada 1995) Neka je m prirodan broj. Definiximo niz {an}n>0 sa a0 = 0, a1 = m i an+1 = m2an−an−1

za n > 1. Dokazati da je par (a, b) nenegativnih celih brojeva, gde je a 6 b, rexeǌe jednaqine

a2 + b2

ab + 1
= m2

ako i samo ako je par (a, b) jednak paru (an, an+1) za neko n > 0.

73. Niz {an}n≥1 definisan je sa a0 = a1 = a2 = a3 = 1, i

an+4an = an+3an+1 + a2
n+2.

Dokazati da je svaki qlan ovog niza prirodan broj.

c© Marko Radovanovi�
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