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HN30BM1M 1 PERYPEHTHE JEJTHAUYNVHE

§ JluHeapHe peKypeHTHE jeTHAUWHE - PellaBaH€

HajjemnocTaBHuju HaumH 3amaBama HU30BA je JUHEAPHUM PEKYPEHTHUM jeIHAUMHAMA. Y OBOM IOTJIABILY
neTtaJpHUjEe NeMO M3YyUYNTH TeOPHUjy KOja pelraBa OBAaKO 3alaTe jeTHAUNHE.
Omnmty 06UK NuHEApHE PEKYyPEHTHE jeTHAYWHE je

Crlntk + Ck—10ntk—1 + ...+ coan = by, 3an >0, (1)

rae ¢y c¢o,cCi,...,C, kKoucranre, {b,} nmaru mus, a {a,} Tpaskemu Hum3. DBpoj wiaHOBa HU3A KOjU ydecTBYyje y
jeIHAUMHU yMameH 3a jefaH HA3uBa Ce pel PeKypeHTHe jennauube (y HameMm cayuajy pen je k). IIpumerumo na
IATOM jeTHAUWHOM peIlene HUje Ha jeIMHCTBEH HauuH oapebeno, jep Hucy jemamHcTBeHO ompebhenu ag, a1, ..., 0% _1.
3Hauu pememe peKypeHTHe jennaunne pena k onpebeno je (1 Tama jeIMHCTBEHO) TEK 3aMaBameM IPBUX k UIAHOBA.
IIpBo hemo uzyuuTu HajjeTHOCTABHUjU ODJUK naTe jenHavunse, kana je b, =0, Tj. Tomozene suneapHe pPeKypeHmme
jeonauumre

Ckpik + Ck—1Gntk—1+ ...+ coa, =0 3an >0. (2)

PemaBame OBUX jeJHAUNMHA M3BOMM CE TAKO IITO C€ MATOj jeTHAYUMHU IPUAPYKU KGAPKMEPUCTNUYAH TIOIAHOM
k k—1
cpt” + cp_1t +...4 ¢

U Openie CBe HBeroBe pasiauuure Hyie to,t1,...,ts. 3aTUM ce CBAaKO] HyJu « pena 1 npuapy:ku uspa3 obaura Ca’,
a cBakoj Hymu pena | mapas obmuka " - (Co+ Cin+ ...+ Ci_1n'~1). Onwme pememe nate peKypeHTHE jeIHAUNHE
je Hu3

a, = 30up OpojeBa MpUAPYKEHUX HYJIaMa.

Tpakenu HU3 ce nobuja M3 ONIITEr pellermha TAKO IITO Ce 3aMeHe BPEeJHOCTU NMPBUX Kk UYJIAHOBA HU3A U OApemNe
memosuaTe koucraure Cj.
Ila 6u pasjacHMIM OHO HITO j€ MPETXOAHO PEYEeHO ypamumo ciaenehwu mpumep:

IIpumep 1. Oapemuru Hu3 3anaT ca ag =3, a1 =3, as =24, a3 =9, ay =186 u
Gn+s5 — 30p+qa — Oapy3 + 27an+2 — 32ap41 + 12a, = 0.
Pememe. KapakrepuctruyaHn moJMHOM IaTe jeIHAUUHE je
t° = 3th — 5% + 2717 — 32t + 12 = (t — 1)%(t — 2)%(¢ + 3),
na cy cBe merose pasanunre Hyse 1 u 2 (pena 2) u —3 (pena 1). IIpema npeTxoQHOM ONIITE PElleHne OBE jeHaYnHE
* an = 1"(A1 + Agn) 4+ 2"(B1 + Ban) + C - (—=3)™.
3aMeHOM BpemHOCTHU a, 3a n = 0,1,2,3,4 nobujamo cucreMm jemHaumHa
Ai+B1+C=3, A +A+2B1+2B,—3C =3, A;+2A5+4B; +8Bs+9C = 24,
A; +3454+8B1 +24B; —27C =9, Ay +4A5+ 1681 + 64B; + 81C = 186,

unje je pememe Ay = Ay = By = By =C =1, na je TpaskeHu HU3

ap=1+n+2"1+n)+ (-3)" O

PemaBame nrHeapHUX DEKYPEHTHUX jeJHAUMHA MMa MHOTOCTPYKE IPUMEHE, jep IOCTOje MHOTH 33Jallll Be3aH! 3a
HU30BE UHMje Ce pellaBame CBOAU HAa DEIIaBambe HEKe JIMHEeapHE PEKYPEHTHE jenHAUNHE.

IIpBu Takas npumep cy cucreMu (IO HEKOJIVKO HEIO3HATUX HU30BA) JIMHEADHUX DEKYyPEHTHUX jenHadurHa. Kao u
KOJ cucTeMa OOWYHMX jelHAuUMHA, IUJb HaM je na nobujemo jemHaumny (koja he Gutu nmHeapHa) MO CAMO jeTHOM
HEMO3HATOM HU3Y, OJAKJe Taj HU3 MOXKEMO U ompeanTtu. Pasmorpumo ciaenehwu npumep:

IIpumep 2. Onpenuru HUzose {a,} un {b,} 3anare ca a; =2,b; =1u3aneN ca

Ant1 = 20y + 3by,  bpy1 = an + 2b,.



Pememe. JacHo je ma m3 mpBe jemHauymHe MOKEMO M3pasuTu b, IPeEKo a,, Tj. 3b, = an4+1 — a, 3a cBako n € N.
Cana je u 3b,11 = apta — aps1 (jep IpeTxomHa jeMHAKOCT Ba:KU 3a CBAKO M Ia U 3a n + 1), ma 3aMeHOM y IpyTy
JeMHOKOCT M MHOMKEHmEeM ca 3 mobujamo

ap42 — 2an+1 =3an + 2an+1 — 4an,

OZHOCHO Qp42 —4any1 +a, = 0. Kako je a; = 2 u u3 upse jenHaxkoctu u ag = 2a; + 3by =7, T0 ka0 u y upumepy 1
MOYKEMO OIPEAUTH HU3 Gn, & 3aTUM U 3aMEHOM y MPBY jeanakocT Hu3 b,. Ilocse pemaBama mobujamo

JluneapHe peKypeHTHE jenHAUWHE IPUMEHYjy Cce U y 3amanuMa OoDJIuKa:

IIpumep 3. Oxpenutu vHU3 {a,} 3anart ca ap =0 u

a, — 1
api1 = ———, néeN.
n-+ an + 37
. . Tn
Pememe. Mpneja y oBoM 3amaTKy je mpeacTaB/bame HU3a y OOMUKY a, = —. OBOM CMEHOM maTa pPEKypPeHTHA
Yn

jemHaUYMHA MOCTaje

Tntl  Tn — YUn

Yn+1 Tn + Yn '
IIpumernmo nma z, m y, jom yBek HUCY jemuHcTBeHO onpebenu. 3aro hemo Mu mpobarm ma HaAMECTHUMO Oa je
T+l = Tn — Yn U Ynt1 = Tp + 3Yn, 1pu yemy je x1 = 0, a y; je npousBosbal HenyJaa Opoj (KacHUje ra GUpPaMoO TAKO
na nobujeMo mwro jexHocTaBHuje uspase). Ilocienmu cucTeM peKypeHTHUX jeIHAUMHA Ce HAPABHO MOKE PEIIUTU
(ka0 y mpuMepy 2) M HeroBo pememe je T, =1 —nu y, =1+ n (3a y; = 2). Konauno

71771
14n

an , 3an>1. O
HacraBumo masme ca mpoydyaBameM JIMHEADHWX PEKYPEHTHUX jenHauWHa. Pa3MoTpuMo cana W ciaydaj rana by,
HUje HU3 HyJa. Y ONIITeM CJydajy Jak U ako ce oarosapajylia XoMoreHa pekypeHTHa jenuauusa (oHa mnobujeHa
3ameHOM b, ca 0) Moxke pemwnTu Morylie je ma ce nara peKypEHTHA je[HAUUHA HE MOKe e(eKTUBHO pemuTu (Tj. He
MOKE Ce OAPEAUTH EKCIUIMIMTAH M3pa3 3a BPEeMHOCT maror Husa). Ha cpehy moctoje MHOrmM ciaydajeBu y KojuMa
je To mmak Moryhe.

Wako ce mara pekypeHTHa jeAHAUMHA HE MOYKE YBEK EKCILIUIUTHO PEemuTH, Baxku cienehe tBpheme:

Teopema 1. Omnmre pememe jennauune (1) je oGuauka
a, = a, +al,
rae je a, ommrTe pememe jemnaumue (2), a all mero (Tj. napmukysapro) pememe jemunaumne (1).

Cama je jacHO Ha je eBeHTyaJIHa HEPENIMBOCT JaTe PEKYyPEHTHEe jeIHAaYrHe yCJIOBJheHa HemMoryhuomhy onpebu-
Bama HEKOr NAapPTUKYJIAPHOr pemema (unu Hemoryhuomhy oxpebuBama Hyna KapKTEPUCTUIHOT MOJUHOMA, AJU
TO yCJIOBaJbaBa U HEPEIMBOCT oarosapajylie xomorene jemnauune). Haj3nauajuuju npumepu y kojuma je moryhe
OIpeIUTH MapTUKYJIapHO pemene cy b, = P(n) u b, = P(n)-a", rae je P Hexu HOIUHOM.

Y mpBOM Cilyuajy mapTUKyJIapHO pemene Tpeba Tpakutn y obaury a, = Q(n), a y apyrom y obnuky a, = Q(n)-a™,
rme je (@ mosuuOoM crenena Belier mim jemmakor on cremena mnosguaoma P. Hapasmo mpso Tpeba mpobatu y 006-
JINKY TOJWHOMAa CTeNeHa jeIHAKOT CTelneHy mosuHoMa P, 3atum crenena 3a jeman Beher, muta. 1m0k ce He Habe
omrosapajyhmu nmoauuom. Hajuemhe je cremen mosmuoma () Gam jenHak cTemeHy mojuHOMa P.

Hanomenumo (3a cBaku cayuaj), Ja je M KOHCTAHTA IOJUHOM creneHa (.

ITaprukynapuo pememe Hajuemhe Tpeba TpaRUTU y OOJUKY CAUYHOM OOJUKY HU3A by, .

IIpumep 4. Oxpenutu onmrtu diaaH Husza {a,} 3axator ca ag =0, a1 =1 u

nyo — dany1 +4a, = nz, 3an > 0.

Pememe. IIpema Teopevm 1 ommre pememe jenHauuHe je obauKa 4, = a, + G, TAe je a), OIITE peIlemhe

jemHauMHe Apio — danty + 4a, =0, a @)l Hero pememe nare jennauune. Ilocrynajyhu kao y 3amatky 1 nobujamo
an, = 2"(C1+n-C3). Kao mwro je npeTxoaHo peveHo, NapTUKYJIAPHO Pellemhe TpebaMo TPAKUTY Y OBJIUKY ITOIUHOMA
cremena Gapem mBa. Heka je 3aTo a!! = a-n?+ 3-n+ . 3amenom y naTy jemHaumny mTo0ujamMo

a-n+22+8-n+2)+y—da-(n+1)>—43-(n+1) —4dy+4a-n> +48-n+ 4y =n>.



NsjenmavaBamem koepunmjeHaTa y3 n?, n 1 KOHCTAHTU ca obe cTpaHe jemHaKOCTH (M3jemHAUYABAH€ BPIIIMO, jep

Cy TOJIMHOMU jeIHAKU jeAVHO YKOJIUKO Cy UM OAroBapajyhu koepunujentu jemnaru) mobujamo o =1, f=4da =4
u v = —4a — 26 = —12. 3Hauu onmTe pellewhe AaTe jeTHAUYNHE je

an =2"(C1 +n-Cy) +n* +4n — 12,
ma u3 ag =0 u a; = 1 nobujamo C; =12 u Cy = —8. O
Hanomena. O cBeMy MPETXOIHO PEUYEHOM AeTajbHUje U ommupHUje moxkere Hahu y kwuszu Anaausa ca anzebpom 3,

yubenuky 3a tTpehu paspen MaremaTtuuke rumMHa3uje.

Ilo cama cMO BIIeu na ce MapTUKYJIAaPHO Pellemhe HEXOMOTEeHe JUHeapHe PEKyPEHTHE jeTHAUNHE Y HEKAM CJLydaje-
BUMAa MOKE ONPEIUTU IUPEKTHO, AU j€ HAIIOMEHYTO M & TO Huje Moryhe yBek. Y HapemHoj teopemu mokazahemo
METOJ CMamhUBama CTElleHA PEeKyPeHTHE jeJHadnHe, KOJUM Ce HU3 €(EeKTUBHO MOXKE OAPEIUTH:

Teopema 2. Heka je o kopeH kapakrepucTudsor nosiuaoma P(t) pexypentre jenuauwvse (1) u Heka je

Q(t) = bp_1t" 1+ bp_ot" 2 4+ ..+ by

KOJIMYHUEK N00ujeH nesmemeM noauHoma P(t) ca t — a. Hus a, je pememe pexypeHTHe jenHaumse (2) ako U CaMo
aKO je pelleme PeKypPeHTHE jenTHaunHe

br—10n+k—1 + bg—2anyk—2 + ... + boan = vy,

k—1 n—1
rae je Hu3 v, 3a0aT ca U, = " E b;a; + E uja”*kj.
i=0 j=0

Cnenehu mpumep mirycTpyje Kako ce Jara TeopeMa MOKe NOKa3aTH, & yjeIHO U HeHY MPUMEHY:

IIpumep 5. Y saBucHocty ox Husa {b,} oapemntn Hu3 {r,} 3amar ca ag = a,a;1 =bu
Tpt2 + Tpt1 — 22, = by, 3an>1.

Pememe. Vpeja 3amucana y noka3y OpeTXonHe TeopeMe je ciaemehia: 3anmuimeMo naTy pPeKypeHTHY jeIHUUHY 34
0,1,2,...,1, Tj.

Tnt2 + Tntl — Tn = by

Tnt1 + Tn — 221 = bp_1

o+ 21 — o = b

a 3aTUM TpaxkuMe OpojeBe KojuMa TpebaMO MHOMKUTHU HaTe jeTHAKOCTH (HAPABHO PA3JMYNUTE j€THAKOCTU MOIKe-
MO MHOKUTH PA3JUYATUM OpOjeBMMa) TakKo Ha ce mocje cabupama mo0uje jeNHAUMHA Dela 3a jedaH MAmer Ol
OYeTHE, Tj. Aa Ce IPU CabUpamy CKPATE Ty, Lp_1,... & Ja HAM OCTAHE CaMO IPBUX HEKOJIUKO WIAHOBA HU3a (HIID.
Zo,T1 U Tg). Y OBOM Ciydajy OBO MHOMKEHE je HOCTA JIAKO, jep Ce U caMuM cabupameM (Tj. IPBO MHOMKEHEM Ca
1 na cabupameM) jenHaunHa CBOAU HA

n
Tn+2 + 2xn+1 — 1+ 2m9 = E bi7
=0

ITO je jemHAaUYMHa peaa 3a jemaH Mamer on mouerHe. HapaBuo ma 6mcMoO 3amaTak 3aBpIIvan TpebamMo jormn je tHOM

cMamuTu pel jennauuue. MeDyrum cana To HUje jeQHOCTABHO KAO y NPETXONHOM ciydajy (mpocro cabupame
HUje DOBOJLHO). 3alMmuUMO ONeT HOBOAOOUjeHE PEKyDPEHTHE jeTHadnHe

n
Tpyo + 2xn+1 =z — 229 + sz
1=0
n—1

Tp+1 + 2l’n =1 — 2$0 + Z bl
i=0

T2 +2£L’1 =1 —2$0+b0.



Pasmucaumo rkako hemo mobutu na ce CBU Ty, Tn,Tn—1,... CkpaTe. Hera je mpBa jennaunna moMHO:KeHA ca 1.
Ila 6u ce x,41 cKpaTuio cienely jeAHAUYMHY MOPaMO IOMHOMKUTU Ca —2, jep Ce Ty41 I0jaBJbyje CaMO y OBE IBE
jemHaumHe. 3aTtuM na Ou ce z, ckpatuio cienehy jemnauuny mopamo mOMHO:KUTHU ca 4, jep ce x, He MojaBibyje
y HapemHUM jemHauurHAMa, a OO cana je buio y3 koedunujeHt —4 (M3 OpeTXONHOI MHOMKeHmAa)... Hacrasmajyhn
oBaj moctynak mobujamo ma je k-Ty jemmaummy morpe6mo mommoxuTE ca (—2)F 7! ma je cabupamem

n n—1
Tz = (=2)" a1 + (21— 220)(1 =244+ ...+ (=2)") + D _bi =2 bi+ ...+ (=2)"bo.
=0 =0

OBuM je 3amarak 3aBpuieH (MAKO ce U3pa3 ca NEeCHE CTPaHe MOYKE CPEIUTH, IITO Ce OCTABJbA UUTAOLY ). a

3aBpImKUMO OBO MOTJIABJHE BEPOBATHO HAJIO3HTUjUM HU30M OpUPOIHUX OpojeBa, PubonaumjeBum Huzom. OBaj HU3
majuenrhe obeneskasamo ca {f,} (nmm {F,}) n 3a mera Basgku fo = fi1=1mn

foio = a1+ fn, 3an>0.

Ommre unaH HA3A HUje TEWKO oapeauTu (TO ce pamu Kao y mpuMmepy 1) u oH je jemHax

1 [(1+vB) (15

Hus dubonauujeBux 6pojeBa 3a10B0baBa MHOTE MHTEPECAHTHE je THAKOCTU. MHOTM On HUX KOPUCTE Ce Y 3aIallr-
Ma, ma 3aTo y ciaenehoj TeopemMu majeMo Haj3HAUAJHUjE:

n

Teopema 3. Huz Pubonauujesux Gpojesa {f,} 3amosomasa ciaenehe jemnaxocTu:

(a) f2n = fn(fn—l +fn+1) (6) fn+m = fn+1fm +fm+1fn (B) fn—lfn—i-l = erL + (_l)n
(F) f1+f2+~~~+fn:fn+2*1 (ﬂ) f2n—1:f721+f721—1 (b) f12+f22++f72;,:fnfn+l
(e> f1+f3+”-+f2n71:f2n (}K) f0+f2+~-~+f2n:f2n+1 (3) (fnvfm):f(n,m)

¢ JImHeapHe peKypeHTHE jeqHauWHE - IPUMEHAa

Y NperxomHOM IOTJIABJ/LY BUIENM CMO KaKO Ce JIMHeapHe DEeKypeHTHe jenHauyrHe Mory pemasaTtu. MebDy-
TUM TOCTOjé MHOTHM NpOGJIEeMU BE3aHWU 3a HU30BE 3a4aTe JMHEADHUM DPEeKYDEeHTHUM jenHaumHama (moceGHO OHU
,TAKMIUYApPCEKN” ) 3a unje je pemasame moTpebHO Bumme on onpebusama Husa. Y oBoj rnasu hiemo ynpaso m3yun-
TU HEKe OCODUMHE JIMHeapHUX jeJHAYMHA KOju HaM MOry OuTum onx nmomohm y oBakBuUM IpoOJseMuMa.

3amouehemo crenehiom Teopemowm:

Teopema 4. Yroauko HU3 {a,} 3a10BOLABA PEKYPEHTY jeIHAYUUHY dnt2 + Pdnt1 + qa, = 0, oHma je HU3

(a) {a%+1 +Pan1Tn + qa?z} (6) {angrl - an+2an};

reoMeTpHjCKa IPOrpecuja ca KOJIWYHUKOM (.
Joxa3s. (a) IJoBOMBHO je mOKasaTU Oa 3a CBAKO N BayKU q(x%+2 + PTpioTny1 + qxiﬂ) = x%+3 + PTp+3Tnt2 + qx?HQ,
mITO CJeOV W3 HU3a jeTHAKOCTU

2 2 2 2 2 2
Ty i3+ PTng3Tng2 + QT 0 = (PTng2 + qTng1)” — PPTpy2 + qTps1)Tna2 + 425 0 = q(PTpi2Tni1 + 250 +q25 ),
IITO 3aBpIIaBa HAIl JOKa3.
Ieo mox (6) mokasyje ce HA CIMYAH HAYUH U OCTABJLA CE 3a BEKOY. a

Cunenehu 3anarak morasyje BeJMKMA 3HAUA] IPETXOIHE ,HAU3ryIen GeckopucHe” TeopeMme:

IIpumep 6. (Dankamnjana 2002) Hus (a,) nedpunucas je ca

a; =20, az =30, apq2 =3an+1 —ay, 3an > 1.



Hahwu cBe npuponne 6pojese n 3a roje je 1+ 5a,adp41 TOTIYH KBaIPAT.

Pememe. HpeMa HpeTXO,HHOj TeopeMH mu3 {a?,; — 3ani11a, + a2} je KoHcTamTaH, ma 3a cBako n € N Bakm
ale —30n+10n + a = a2 3asaq + al = =500, 1j. (ant+1+ an)2 +501 = 5an41a, + 1. 3HAYM YKOIUKO je Hapny1a, + 1
KBaJpaT OH MOpa 6I/ITI/I 3a 501 Behm on mexor ampyror kBazapara. Hwus a, je pactyhum, mrTo 3akmbydyjeMo u3
ae > a1 m mare pekypentHe jemHauwmue. Takobe 3a n = 1,2 6poj banany1 + 1 Huje KBagpar, a 3a n = 3 BaKu
(as + az)? + 501 = 2502 + 501 = 2512, ma je n = 3 pememe 3amaTKa. J[pyrux pemema HeMa, jep je U3 MOHOTOHOCTHU
32 (A + any1)? + 501 < (ap, + any1 +1)? 32 n > 3. O

Bparumo ce cana na vu3 {a,} 3anar y npumepy 2. I[Ipumerumo na u3 pekypeHTHE jeQHAUMHE U IPBA ABA YIaHA
HM3a MO:KEMO 3aKbYUYWUTU Ia je CBAKM WiaH Hu3a 1meo 0poj. Mebhyrtum y ommrem pememy HU3A MOjaBBbYjy ce
6pojeBu 2 + V3 1 2 — /3 koju Hucy menm. OBO MOke Ja 3a4yad, Al YKOJMKO 3alMIIEMO OIIITE pellemhe Y
pasBujeroM obauky (kopumhemem GuHOMHOT 06pacia) mobujamo

an = % (i (?) 2" (v/3) + Z < )2” i 3)i> = ;izn;Q”i(\/g)i(l + (1)) = [nf] (;)2"2 3, (3)

i=0 i=0

mTo je cBakako 1eo 6poj. OBO HaC HABOIM Oa MOCMATPAMO M OOPHYTH HpOOJIEM, Tj. NPOHAJAKEHE PEKYPEHTHE
jemHAaUMHE KOjy 3a70BOJbaBajy HU30BU 3amaTu cyMaMma obuuka (3). Y IpPeTxXomHOM pasMaTpamy CMO yIpaBo 1
obpaauIu MEeTON KOjUM Ce HaTU 3aJalU MOry pemasaru (HApaBHO CBe PAIMMO OOpHYyTUM penociaenom). Hawmme
VKOJIMKO CYMy 3amuieMo y obauky a, = A-a” + B - ", u3 BueroBux ¢popmynama 1 10 OHOME PEUYEHOM Y IPBOM
OTJIABJbY HU3 MOPA 3aJ0BOJFABATU PEKYDPEHTHY jeTHAUNHY

Ap42 — (a+6) *Ap+41 +aﬂ'an = 07

Ipy yeMy IIpBa [Ba 4iaHa HemocpenHo onpebhyjemo.

IIpeTxomHO pasMaTpame BakU 3a cyMe 00auka (3), Tj. HA HEKU HAYUH CyMe CBAKOT APYTOT WIaHa HEKOI OMHOPMHOT

passoja. Ilpumerumo ma kmyury yiaory mma cyma 1+ (—1)° koja je jemmaka 0 mim 2 y 3aBUCHOCTH O MAPHOCTH

6poja i, a 1l u —1 cy Opyru KOpeHu M3 jequHUIEe. 3aTO HA CIUYAH HAUMH MOKEMO MOCTYIATU U Ca CyMaMa CBAKOT
[n/k]

k-Tor umaHa HeKOr OMHOMHOT pa3BOja, HOP. cyMama ObJauKa a, = Z ( ) a" iyt ysumamem k-Tux KopeHa n3
pard ki

13 OCHOBHHUX (OPMYyJa 3a CyMe KOPDeHa U3 je IMHWIE UMaMO

[n/K] n
Zk (IZ)a"_kibi:;i(a—kwj%) , (4)

=0

jemunune. Hanve, 3a w = e27/F

mTo ce 3a n = 2 ynpaso cBoau Ha popmyny obauka (3). Cana u3 (4) kopumhiemem Buerosux dopmyna onpeby-
JEMO PEKYPEHTHY jeTHAYNHY 3& HU3 Gy, .
Cuenehu npumep mokasyje Kako ce MPEeTXOIHa IPUYa CIPOBOIU Y AEJO:
IIpumep 7. (dymascku xyn 2005) Hokazatu na je 36up

n n n [n 1]

Sy = - 2005 - 2005° - 2005"
o= (1) () o (5) o= 30 (310)
k=0

memuB ca 2", 3a cBaku nmpupozax 6poj n.

Pememe. [loctynmamo xkao y npeTxogHOM pasMaTpamy. 3HAUN

_ [%1 < n > . 92005F — (=)™ i <n)( /72005)1@ ) (1k; . (71)16) _
2k+1 24/2005 Pt k

k=0

NW ((1+\/200 (1 \/2005)"),

Tj. HU3 S, 3aJ0BOJbABA PEKYyPEHTHY j€IHAUUHY

Spia— 2+ Spi1 —2004- S, =0,



npu yemy je So =0 u S; = 1. Jlorkas mase M3BOAMMO MHIYKOUjOM 1O 1. 3a n = 1 TBpheme je ouuriieHo TayHo.
IIpernocraBumo 3ato ma je TBpheme Tauno 3a cBe 6pojese He Behe ox n+ 1 u qoKaKUMO Oa Tana BaxKu u 3a 1+ 2.
Kako je Spi2 = 2-Sp41 +2004-S,, a 6pojesu 2- S, 1 u 2004 - S,, IO MHIYKIWjCKO] IPETIOCTABIN AesbuBH ca 271
TO je u S,4o mesmuBo ca 2"l mTo je m TpeGaso mokazaTw. a

3a Be:kOy moskere ypamutu 3anatke 14 m 15 Koju KOMOMHY]Y TPETXOIHY METOLY, ajJu U OHO mTo he OGutu obpan-
JEHO y HACTaBKy OBOT IOTJIABJbA.

Hamomenmvo 1 Ia je y 3amammMa y KOjuMa ce TOjaBibyjy camo m3pasu obmmka (a + vb)" (wma cimuann), dec-
Ta maeja da MOCMATPAMO WM OBOM M3pa3y moiamo (omy3memo) m3pas obmmka (a — v/b)", ma 3aTUM eBEHTYAJHO

HampaBuMo Hekn Hu3. OBO je moceGHO KOPHUCHO yKOIMEO je |a — v/b| < 1, jep je Taza n ’ (a —vb)"| < 1. Hapasmo

Y OBAKBHM 3404l OJ BEJIVKE KOPUCTYU MOKE OUTHU M MUHMMAJIHO 3HAE O IIPCTCHIMA, Z[\/B], OIOHOCHO TIOJBUIMA Q[\/I;]

3aBpuUIMMO OBO IIOTJIABJ/bE JOII jeTHOM, MOMKIA W HAj3HAUYAJHUjOM MPUMEHOM JUHEAPHUX PEKYyPEHTHUX jeIHAUYUHA
nocebHO y ,TakMudapcknM” 3amamuma (0 APYyTUM IpUMeHaMa No3abaBulieMo ce y HapemHUM IOTJIABIBUMA).
Pasmorpumo caeneliu npoGaem: npernocTaBuMo Aa je Hu3 {a, } 3a1aT He HEeKM HAUWH U 14 HIp. Tpeba MOKa3aTu Ia
je cBakm wiaH OBOT HW3a KBAJAPAT MIPUPOTHOT Opoja, Tj. ma je a, = z2, rue je {,} HU3 umju Cy YIAHOBU TPUPOI-
"1 O6pojeBu. Kao mro cMO Bumeau KOO HU30Ba 330aTUX JMHEAPHUM PEKYPEHTHUM jeTHAauYmHaMa, OBO je Hajuemhe
TEIIKO YPaAUTH AUPEKTHO, jep Ou y OBOM ciaydajy Tpebasio moka3aTy Ia je KOPEeH M3 CyMe [Ba HPAIMOHAJIHA
6poja, nau eBeHTyaJHO (pPa3BojeM) KOPEH CyMe BEeJUKOT Opoja diaHoBa, Ipupoad 6poj (0BIe eBEeHTYasHO MOKe
nmomohu kopumhene ocobuna Z[\/E]) 3aTo 6u 6mII0 BPJIO KOPUCHO YKOJMKO OMCMO M Ha HEKU APYTU HAYWH MOTJIN
na onpeaumo Hu3 {Z,}, Tj. YKOJMKO OMCMO HAILIM HEKY DEKYDPEHTHY jemHAUMHY KOjy OBaj HU3 3am0BOJbaBa. Y
OIIITEM CJIydYajy OBa PEKypPEHTHA jeqHadYnHa HE MOPa MOCTOjaTH, WJIW UMATHU jeIHOCTABAH OOJUK, ajJl y MHOTUM
3aJalMa OBAaKBa PEKYPEHTHa jenHaumHa he mocTojaTw, W yak Buile Ouhe JuHEapHa. 3aTO y CBAKOM CIIydYajy
Tpeba ucnpobaru na au HA3 {T,} 3aT0BObABA HEKy JuHeapHy (He 00aBe3HO XOMOTEHY, aju y HAjTOPeM CIydajy
ca b, = ¢) PEKYDPEHTy jeIHAUMHY, K TO TAKO MITO CE€ UCIUTA N JIU 38 MPBUX HEKOJIUKO WIAHOBA (KOjU Ce NUPEKTHO
onpebyjy) To ucnymwasa. HapasHo mpBO HNOKyIIamMoO ma BUAMMO OA JU AATH HUA3 3aJ0BOJHABA jeTHAUUHY IPYTOT
pena, 3atum tpelier, uta... He Tpeba nokymasatu ca jennaumnama pena seher on mnp. 5 (majuemhe he Gurun
pena aBa miu eBeHTyasHo Tpu u Mohwu hie na ce oxpene roroBo mamamer).

Cnenehu npumep hiemo ypaautn Ha nBa HaUMHA, TPaKEHEM PDEKyDEHTHE jeqHaunHe 3a {&, } 1 kopumhemeM Z[\/B]:

IIpumep 8. (Pymynuja 2002) Hu3s {a,} medpunucan je ca ag = a1 =1 u ap41 = l4a, — an—1, 3a n > 1. Hokasaru
na je 3a ceako n > 0 6poj 2a, — 1 kBagpaT npupoaHor 6poja.

Ilpeo pewewe. Kao mTo je mMpeTXOmHO pedyeHO y3MuUMO zAa je 2a, — 1 = 22 u ofpemMo peKypeHTHY jeqHauuHy
3a {z,}. U3 perypentHe jemnaunse 3a {a,} mupertHo oxpebyjemo as = 13, az = 181, a4 = 2521, a5 = 35113,

UTH., OOHOCHO 9 = 1, 1 = 1, @9 = 5, 3 = 19, 4 = 71, x5 = 265, ura. OngMax MOKEMO NPUMETUTU OA
3a IOYETHE YaJIHOBE BaKU Tpiy = 4Tp41 — T,, MTO Oajbe MOKYIIABAMO OA MOKAKEMO WHIYKOMjOM. KRako je
x%H = 2anp42 — 1 = 28apn4+1 — 2a, — 1 = 1490%r1 — x% + 12, nmOBOJBHO je mokaszaTu na 3a YJIaHOBE HU3A {xn} BasK1
jemmaroct x2_, = 1422, — 22 +12. OBo moxaszajymo xopumhemenm Teopeme 4 (xaxo ?). O
J n+2 n+1 n Jy p p

Apyeo peweme. Y pamumo oBaj 3amaTak n xKopumhemeM ocobuna moma Q[v3]. Kao u y mpumepy 1 oapebyjemo
pelmeme mare peKypeHTHEe jeHAUMHE U H00ujamMo

~2v3-3 2v/3+3

2\/5_3 2n 2\/§+3 2n
== e 22 C24+3) + (2 —V3)™.

43

(7T+4V3)" + 3

(7T—4V3)" =

Cana je

ye 1 2VB=3)2+VEM 4 (2V343)(2— VB —2V5

2V/3
(2v3-3)%(2+V3)* +3-(2—v3)** —2V3(2V3 - 3)
2v/3(2v3 - 3) '

Kaxo je 2v/3(2v3 — 3) = (v/3(1 — v/3))?, 10 je

2a, — 1 = (2V3 =3)(2+V3)" =3 (2—V3)" 2
" V31— V3) ~

3uaun 2a, — 1 je xBagpar y Q[v/3], ma kaxo je 2a, — 1 € Z, T0 je 2a, — 1 kBagpat u y Z, unu 3 myTa kBaapart (0BO
HUje HUIITa CTPAITHO CaMO IMpPeTTIocTaBuTe aa je obsmka (a4 bv/3)? u y6pso here mobutu na cy a u b menu u na
je jeman jemmak 0). Kako cBu umanoBu HmM3a majy ocrarak 1 mo monyny 3 (mokas mHAyRImMjoM), TO 2a, — 1 HuUje



nempuBo ca 3. OBUM je OOKA3 y MOTIYHOCTU 3aBPIIEH. a

JenHOoM o MeTOIAa MPUKA3aHMX Y OBOM peliemhy Mokere pemwutu u 3anatke 10,11 m 13.

§ HesuHeapHe peKypeHTHE jeTHaAUUHE

Y NpeTxXOomHMM MOTJIaB/BUMA Pa3MaTpaHe Cy JuHeapHe (M TO Cca KOHCTAHTAM KOCQUIM)EHTUMA) PEKYPEHTHE
jemHauYmHe, BUXOBO peMIaBame U HEKe O IpuUMeHa. Bumenu cMo ma ce y HEKUM CIydajeBHMa YakK HU OBe Hajje-
QHOCTABHUjE jeTHAYNHE HE MOTY PEIIWTH, 14 je HEKAKO jaCHO 1a 3a HeJIMHeapHE PEKypPEeHTHE jeTHAYWHEe HEe TMOCTOju
OIIITU METOJ| 3a pellaBalme U Ia Ce OHE He MOTY y ommTeM ciaydajy pemmtu. CaMuM TUM METOI 3a PEIlaBame
Bapupajy om 3a4aTKa [0 3aJaTKa U KLYYHY YJIOTY V BUOXOBOM peraBamy uMajy ,uneje” . ,Mneje” ce majuemrhe
cBOJZe Ha yBOoDheme HEKMX CMEHa MM IOoCMaTpama HEKUX M3pasda y KOjuMa yJYeCcTBY]y d4iIaHOBU gaTor Huza. CBpxa
OBOI' TIOTJIaBJba je Ja MOKa)Ke HEKe OCHOBHE MEeTOle W KAeje KPO3 3aJaTKe, KA0 M Ja BaC OCIOCODM na M caMu
noJsasure mo ,uneja’.

HajocuoBuuju MeTon 3a pemaBame HEJIMHEAPHUX PEKYPEHTHUX jenHaunHa je meTon moBehaBama CTemeHa jemHa-
umae. OBaj METOX Ce CBOAM HA 3alMCUBAKE AaTe jeJHAYMHE 38 CTEICH BUIle (Tj. 3aMEHBUBAMKEM Yy AATO] jeIHAYNHA
CBAKOT MOjaBbuBama N ca n+ 1) u 3aTuM kKoMOuHOBameM (HIp. cabupameM Win OLy3UMameM) nobujeHe nBe jel-
maumne. HapaBHo, Moske ce y3eTu u jenHaunHa 3a Behu Opoj cTemneHa Buima, U MOKE C€ KOMOMHOBATU BUIIE TAKBUX
jemHauuHa.

Cunenehu npumep miycrpyje oBaj METOX:
IIpumep 9. Onppenutu HU3 {x,} 3amaT ca o = 1 ¥ PEKYPEHTHOM jeIHAUNHOM Tpi1 = 2%, + /322 + 1, 3a n > 0.

Pememe. V3 mare pekypeHTHE jeqHadwHe jaCHO je Oa Cy CBU WIAHOBU HU3a MO3UTUBHU W 14 je CAMUM TUM HU3
pactyhu. V3 marte jenmaumne HEMOCPETHO CIEMN Lpi1 — 2X, = /322 + 1, OMHOCHO KBAAPUPAHEM

2 2
Tpay T2y, —4xTpi1w, = 1.
Osa jemnaumna Basku 3a cBe n > 0, ma Baxku u 3a n + 1, 1j.
2 2
Tyio+Thig — 4T p2Tni1 = 1.

Onysumamem aBe no0OujeHe jeqHaunHe n00ujaMo xi_ﬂ — 2 — 42, 0Tp 1 AT, 1Ty = (Tpyo —T0) (Tpyo — 4Ty +T0).
Kaxko je mu3 pacryhu, To mopa dutu z,49 —4x,+1 + 2, =0, 3a cBako n > 0. Ilase OBy jemHAYMHY pemaBaMoO Kao
y npumMepy 1. ]

300r Ba;KHOCTU OBE METONE UM BeJMKe IpUMeHe ypaauheMo joIl jeZaH 3amaTak y KOMe Ce IOjaB/byje W joul jemHa
Mama uaeja:

IIpumep 10. Hus Gpojesa {a,} 3amar je ca ay =az=az=1m

1+ Ap+4+20n
an ’

Ap+3 = zan > 1.

IloxkazaTu na je CBaKM 4jaH OBOT HU3a NPUPOAAH 6POj.

Pememe. Ouurnenso cy cBM WIAHOBM HU3A MO3UTWBHU, A j€ MNOOBJLHO JOKA3ATU N4 Cy CBU WIAHOBU HU3A IEJIU.
Iloka3 u3BoanMo muAyknujoM. U3 nare jemnauwmne onMax HOOUjaMO Gyn43G, = 1+ Gpyoay. 3amncuBameM JAaTOT
n3pasa 3a jemaH CTENeH BUIIEe NOOUjaMO Gni4lntl = 1 + Gpi3@ni2, Ta je OOy3UMalm-eM IPETXONHE jeTHAKOCTU
On440p 41 — Qpi30p42 — Gpi30py1 + Gpi2a, = 0, OTHOCHO

Ap+4 + Ap+2 _ Ap+2 + (7% (*)

an+3 an+1

ITpumerumMo na je m3pas ca jJeBe CTpaHe y CTBAPH jeJHAK U3Pa3y ca JecHe CTpaHe caMo ABa cremeHa HmkeM. OBO
HaM je U 61O IMJb KOZI PACTaB/bAmA, jep Cala BakM U (JajbUM CMABLUBAKLEM CTEICHA y (%))

Ap+2 + [e7% o ap, + Ap—2 o Ap—2 + Ap—4 _ _ A¢42 + ag

)

Gn41 Gn—1 Gn—3 at41



e je y mocienmoj jemqHakocTu t = 1 yKOJMKO je n HemapaH, OJHOCHO ¢ = 2 yKOJMKO je m mapaH. Kako je

a3z +ay a4 + az .

S =2u S =3, 10 je apy2 = 2ap4+1 — Ay, 32 HEMAPHO N, OOHOCHO G492 = 3Ap41 — Gn, 38 TAPHO N. Y 00a
2 3

clIydJaja je apyo €0, YUME je JOKa3 3aBpIIEH. O

Bpartumo ce jom jenuom Ha jemHauumy (%) y OIPETXONHOM pememny. Kao IWTo je y pememy U UCTAKHYTO IUJb
O TIOYETKAa, Tj. O OMy3UMama jeTHAaYWHE 33 jeJaH CTEIeH BUIle, HaM je Omo ma HAIpPABUMO HEKU M3pPa3 OBOT
o6smka (OCUM YKOJMKO Ce 3aJaTak He 3aBpmin caM no cebu kao y mpumepy 9), Tj. m3pa3 y Komy je ca obe cTpaHe
jemMHAKOCTM HEKM HU3 KOJU C€ CaMO PA3JMKyje y CTemeHy. Y NPETXOIHOM 3aIaTKy jeTHAKOCT (%) je ouuriemHo
nobujeHa, ajgu TO HUje YBEK Caydaj. Y HAPEIHOM 3aIaTKy NeMoO MOKyIaTu Ia HAMECTUMO u3pa3 obuuka (*):

IIpumep 11. (Maua onumnujana 1980) Hus {z,} je pememe pexypeHTHEe jenHavuume

2
anrl + c

T

Tn42 =

x%—i—x%—i—c

OpUPOTHN 6p0jeBI/I, JOKa3aTU Oa Cy CBU YJIAaHOBU HU3aA {xn} IpUpoOaTHN 6p0jeBI/I.
o1

Axo cy xg,x1 1

Pememe. Ilocmarpajmo jenmaunny crenena 3a jemal Beher, Tj. Tn43Tnpt1 = $%+2 + ¢. YKOJIUKO y BY 3aMEHUMO
2
The1 T C

2
) +c. Bumumo na nomasamewm T2, IECHA CTpaHA MOKE [a Ce PACTABH, Tj.
Tn

Tp42 DOOUJAMO Tpt3Tnt1 = (

BaXHn

22 +eo) (22, Fe+ 2 x
( n+1 )( 712+1 n) _ n+2(wi+1+c+xi).
x2 T,

2 2 2
Tn43Tntl T Ty =Ty T+ C+H T =

Thiptetah _ a1 tetan

Cana jacHO Basku u , WTO je m3pa3 obsmka (). 3amaTak 3aBpIIABAMO HA UCTU

Tn42Tn+1 Tn1Tn
Ha4YMH KaoO W IIPEeTXOoHU. O

HanomenuMo ma ce mperxomHa Tpu 3alaTka (HAPABHO) MOIY DEIIMTU WM METOIOM Ca Kpaja IPEeTXOAHOr IIOIJIaBJba,
Tj. TpaskemeM JIMHeapHe jeHauuHe KOjy 3aI0BoJbaBa naTu Hu3 (y APYTOM 3aIaTKy jeJHadYuHa Huje Oall JuHeap-
HA, aJM Ce JAKO MOke ,HabocTu” ).

Y mapemHux HEKOJUMKO 3anarta Hokazahemo kaxko mokemo mohu mo ,uneja”’ (OAHOCHO MOCTYIAKa) 3a PEIIABAHE
HEKUX PEKYPEHTHUX jeTHaunHa:

IIpumep 12. Onpenuru vU3 {z,} nedunucan ca xo=m > 1n

Tyl = 21’31 -1, 3an > 0.
Pememe. Pa3morTpuMo 0By pekypeHTy jeqHaYMHY. Y KOJMKO OM OHA IjIacujia HIOD. I, = 22/?, Hu3 BUCMO JNaKo
ONpeININ CMambUBambeM CTeleHa jenHaumse (z), ., = 2x2 = 2(22/2 ,)? = ---). Ila u3BegeMO HEMTO KAO KOI Te
jemuaumne onemoryhyje nac —1 Ha mecHoj crpanu. 3aTo 6u OUIO UIEAIHO YKOJIUKO OMCMO MOTJIM HEKOM CMEHOM
a ca JecHe CTpaHe YKJOHMMO KOHCTAHTY U JIa IIPU TOMe NOOMjeMO HeKy PEKYDPEHTY jeIHAUUHY OOJIMKA Kao 3a HU3
—1

{z!,}. Hera je 3ato =, = — (yn je Em3 peasnux Gpojesa, jep je cBakm unad Husa > 1). Tanma je

oyt ynt 24y Ynel tYni
Tpi1 =2 —"— | —-1= —
+ 2 2 2 ’

rae je ynr1 = y2. Bpahamewm ymaszan mobujamo y, = ygn, rIe je Yo jemAHO O pelema KBaIpaTHE jenHadnHe

Y2 — 2myo + 1 = 0. Komauno
(m+vm2 —1)2" 4+ (m — vVm2 —1)"%"
Tp — .
2

Ha cauuan mauymn mokeMo pemmutu 3aaaTtke 77

IIpumep 13. Oppenuru uu3 {x,} nedunucan ca ro=m u
Tnt1 = Tp - (2—cx,), 3aneN.
Pememe. IlpernoctaBumo 3a moueTak ma je ¢ = 1. Tama je Tpy1 = o - (2 —x,) = 22, — 22 = 1 — (1 — 2,)?,

omiocHo 1 — 2,41 = (1 — 2,)?, a OBy jemHauWHy JakKO pemaBaMO CMABUBAHEM CTENeHA YHa3al. SHAUM jeIrHO
IITO HaM IpeocTaje je Ja YRIOHMMO c. lloMHORMMO 3aTO0 00€ cTpaHe ca ¢ M YBEAUMO JIOTUYHY CMEHY CIT, = Yp



(cBE 0BO pammMo yKOJUKO je ¢ # 0, a Tax uMaMO Te€OMETPUjCKUA HU3). 3a HU3 Y, BAKU IPETXONHA jeJHAYUHA, Tj.
Ynt1 = Yn - (2 — yn). Kaga ucnumenmo cse onucane kopake nodujamo

xn:%(l—(l—cm)Qk) O

Cuenehu 3amarak je mpaBu mpuMep KOpuUIINema CMeHa:

IIpumep 13. (Mana Omumnujana 2002) Hus {z,} onpeben je ycnosom a2 = 1,23 =11
n+Dn—-2)zp=nn*-n—-1) -2, —(n—-13 2,1 3a n>3.

IokazaTu na je x, meo OPOj ako 1 caMO akKoO je nm mpocT Opoj.

Pememe. Pexypenrna jennaumna kojy Hu3 {x,} 3amoBo/baBa je HOCTA IIOMa3HA, TAKO A& NMPBO LITO KEJIVMO Ia
ypaauMo je ma je HeKako ,cMmamuMmo’ . Ilpumerumo na ce y3 x,41 Hagasu n+ 1, y3 z, Opoj n, a y3 T,_1 Opoj
n — 1, TAKO & CMEHOM ¥, = N - L, Te OGPOjeBe MOKEMO CKPATUTU, OJHOCHO

(n=2) ynp1 =" —n—1) -y — (n—1)% yo_1.

Ilame, MOKEMO IPUMETUTU O3 je 30up KoeduimjeHaTa y3 YJaHOBE HU3Y V jeNHAUNHU jeOHAK CA JIeBe U IeCHe
crpane. OBO 3HAUM 1 & YKOJIMKO HU3 {Y,} 3a70BO/baBA IATy jeAHAUMHY U Ia HU3 {y,+C}, 38 CBAKO ¢, 380BOJHABA
naTy jenHaumHy. 1o 6u Takobhe 3HAUM U 14 YKOJIUKO y U3pa3y He Ou 6Uio Y, —1 (Tj. YKOIMKO OU je IHAUMHA TIACUIA
(n—=2) 4y =0*—n—1)-y, — (n—1)?) ysumamem ¢ = 1 Moram 6MCMO Ha ce 0CIOBOMMMO MOCTICABET UIAHA, Tj.
nobunu GucMo uspas obsmka Y, = f(n) -y, KOju 3HAMO Aa pemuMO (CMambUBAMmeM CTEelNeHa jeIHAUMHE). 3aTO
HOKyIIaBaMO & ce ociobomuMmo y,—1 (MOoxkIa 0BO cBe Helie mcmacTu Kako CMO JKeJleid, ajid TO HaM je uueja,
OIHOCHO MOTMBamMja na m3spumMo caenelie kopake). Ilomenumo 3aTo jennauwHy ca y,_,, yuMe nobujamo

Y, Y,
(n—2)- 25l — (2 1) I (- 1)?,
yn—l yn—l

Y . .

¥ yBeIUMO CMeHy —'— = z,. HoBonobujena jennaumna ce cBomu Ha (n—2) - zp41 -2, = (2 —n—1) -2, — (n — 1)2.
n—1

Hucmo mo6wmam Gam OHO MTO CMO KeJIesu, aji WIAK OCHOBHM IWJL Ce MOse ocTBapwutu, Tj. (n — 1)? ce mose

yrJIOHUTU yBOohemeMm cmene t, = z, — 1. Jemmaumna cpebuBamem mocraje

tnyr - (tn+1)  (n— 1)2.

tn n—2

Ha osom mecTy Tpeba 3actatu. JacHO je ma OBa jeMHAKOCT HE MOMKE Ha Ce CBele Ha jenHakocT obmuka (x) (u3
npumepa 10). Mebyrum (#a cBy cpehiy) moxkxemo mpumerntn na je t, = n — 2 jeIHO pelllelme OBe jeIHAUMHE, a
OHO je jemnHCTBEHO ompebheHo moyeTHUM WIaHOBMMa. 3aTO HAMECTHMO MOUYETHY KOHCTAHTY ¢ (3a KOjy MOKeMO
TPAHCIUPATU HU3 Y, OO HU3A Y, Y IPBOj jemHaumnu) Tako na je to =0 u t3 = 1. Tana je zo = 1 u 23 = 2, 0AHOCHO

vy /vy =1 m y5/yh = 2. Karo je u3 nogernux ycuaosa y5 — y5 = 1, T0o Mopa 6utu y5 = 1 u y5 = 2, ogrocro ¢ = —1.
Konauno
Yn Yo—1 (n—1)1-1
:L’n = — = = ;
n n n

jep je yl, = (n —1)!, mro ce mobuja u3s y,, = z, - Y,,_; CMamuBameM cremnena (z, = t, + 1 =n—1). Cana TBpheme
3a7aTKa CJIeIU HA OCHOBY BUJICOHOBE Teopeme. 0

OsBaj 3amarTak ce MOKe ,,pemaBaT’ U Ha APYTU Mamhe MaTeMaTWdKa HauwH. Hawme, n3padyHa ce IPBUX HEKOJHO
WIAHOBA HU3A U 3aTUM Ce IIOCMAaTpa Aa JIY OHU OArOBAPAjy HEKOM IIO3HATOM M3pa3y (KOju 3aBUCHU CaMO O 1) KOju
je meo ako u caMo ako je n mpoct 6poj. Hajmosmatuju oBakas m3pa3 je Busconosa Teopema, ma ce me BEpOBATHO
npBo Tpeba cetutu (HaApaBHO ja je ce mHucam cerno!?). Pememe ce 3aBpmaBa TAKO ITO Ce MHIYKIUjOM IIOKAKE
[a Taj HU3 3aMCTa 3a70BOJbaBa NATy jenHadumHy. Tpeba HAOMEHYTHM U Oa Ce OBU 3aJalyl IpaBe TAKO IITO Ce
y3Me HEKV PEeJIATUBHO MO3HAT M3pa3 3a Koju ce kacHuje Habe omrosapajyha pekypenTHa Be3a, Te ce ,Habaname”
pemema Mehy mo3HaTu M3pasuMa He MOpa 00aBE3HO 3aBPIIUTUA OE3yCIEeNTHO.

O cBemy m3 mpeTXOMHOT Hacycy HacraBuhemo y ciaenehoj riasu.

3a Be:kOy mpobajre 3amartak 777, koju je momyme mocta Jakmu (Ha o0a HAaUMHA, HAPABHO NPBO ,Habanamem”
pememna).

3aBpmuMO OBy TJIaBy ciiefeNuM U3y3eTHO MHTEPECAHTHUM 3aaTKOM:



2

1
IIpumep 14. (MMO 1994, upennor) Heka je f(z) = m;_ sa x # 0. Iedpurmmuvo fO(z) =z u fM(2) =
x

f(f=Y(z)) 3a cee n € N u x # 0. Ilokasaru na 3a cee n € Ng u x # —1,0,1 Bawmu

(n) 1
fi(x) =1 + — T
fo+D(z) FI(E5)?)
Pememe. Maeja 3amaTka je HA HEKM HAUWH CIWYHA UACjU U3 TpUMepa 3, Tj. mpeacrasuhemo f(”) = pngxi, rue
gn (X

CYy Dn 4 @, Heke QpyHEmuje. Tama Mopa BakUTH

(p "(x))z +1 > 2
Pnt1(z) _ £(n+1) _ (n) _ qn () _ (Pn(2))” + (gn(2))
dae) I = L @ 2 (Plin()
an (@)

ma 3aTo HamMecTuMO A2 je Pni1(z) = (pn(2))? + (¢n(2))? 1 gur1 = 2pn(7)gn(z). Cama je jacmo pn+1(1$) + gnt1(z) =
(pn(z) £ qu(2))?, ma je (cvmamumBamem cremena jemmaumae) pi1(7) + ¢ui1(z) = (po(w) £ qo(sv))zn+ Y 3umamem
po(z) =z u go(x) = 1 mobujamo

p(2) £ gn(z) = (x £1)%",
W3 nedpunnunuje ¢pyuruuje f 1 mpeTxoqHor nobdumjamo

1 _ ((.23 + 1)2" + (.13 - 1)2")2 _ (pn(x) + Qn(x) +pn($) - Qn(x))Z o 2pn(-r)2 o pn(x)Qn+1(-r)

1+

f((Lﬂ)zn) (D)2 + (- DT paga (@) + g1 (2) + Prg1(2) — ug1(2)  paga (@) Prt1qn(T)

o
YyMe je MOKa3 3aBPIIEH. O
Nako ce nperxonuu 3anarak (HAPABHO) MOJKE DEIIMTH U MHAYKIMjoM (mTo 6ucte Tpebaiu u camu ga npobare),
OPETXOHO M3JIOKEHO Deleme je BeoMa moyuno. Hawmme, uecta nmeja (M TO He caMO KOX HU30Ba HETO W KOJ HIIP.

¢yHEIM]a) je ma ce HU30BM 3amully y OBJUKY Gy, = Tn/Yn (OLHOCHO Gy = Ty - Ypn), A Oa Ce 3aTUM TPa)Ke HU30BU
Ty U Yp, OIPU YEMY CE€ OHU HAMEINTAjy Aa 3aJ0B0JbaBAajy MITO IMOrONHUje PEKYPEHTHE jeTHaUUHE.

3a Be:kOy mpobajre 3amarak 777

Cunenehu 3amaTak KOPHUCTU jeqHY KapaKTEPUCTUYHY CMEHY, KOja yBek Tpeba OuTu Ha yMy Kaja Cy y HUTADY
U3pa3y’ ca KBAJAPATUMA U KBaAPATHUM KOPEHUMA!

IIpumep 15. (MMO 1989, npeninor) Huzsosu {a,} u {b,} 3anaru cy ca
2 2
aozg, an+1:§ 1—4/1—da2, 3aneN,

V1402 -1

5 , 3aneN.
n

bp=1, byy1 =
Iokazarn na 3a cBako n € N Baxky HejeIHAKOCT

2" g, <1 < 2",

Pememe. Ul camo 7 Koje ce cmoMume y 3aJaTKy aconypa Ha HEKy TPUTOHOMeTpujy. IIpu ToMe pekypeHTHa
jemHaumMHa 3a a, ce NqOOpOo MOoHAIA Ca CUHyCUMa (MM KOCUHYCHMa), NOK Ce ApyTa A0OpO MOHAIA Ca TAHTEHCUMA.
3uauu HEKa je a, = sinay, u b, = tgf,. U3 nepununuje {a,} nmamo ag = 7/4 u

. V2 - 5 1—cosa, . oap
SlIlO(,H_l:? 1—+1—-sina,? =/ —— =sin —

2 27

Tj. MOKEMO Y3€TU 1A j€ Qipy1 = Gn U caMuM TUM &, = 2" 2. 7. Cauvso u3 ne uauiyje {b,} nmamo By =nw/4 n
T
2 2sin? ﬂ—n
g 1:\/1+tgﬂn—1:1—0085n: 2 :tg&
nt tg O sin By, Bn 2’

2sin ﬂ—n Ccos —
2 2
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Tj. MOMKEMO y3eTH Ha je [B,41 = — U caMuM TuM 3, = 27 "2

2
Tpaskena HejeIHAKOCT cienu M3 IO3HATE HejeqHAKOCTHU sinz < z < tgz.

™= .

Ha kpajy oBor morsaB/ba HAIIOMEHVMMO U Ja je cBaku HU3 yjenHo u jemHa ¢yurmuja f : N — R, u ma ce cammm
TUM PEKypPEHTHe jelHAaurHe MOTY 3aIlncaTé Kao (yHKImoHaiIHe n oopHyTo. CamuMm TuM nueje xoje cy obpabene
Yy TEKCTY O (PYHKIMOHAJHUM jeAHAUMHAMA OBJE Ce He HmojaBibajy (ma He Ou mOULIO m0 HEMOTPEOHOr HOHABJLAMA),
Te Huje JIOIIEe Taj MaTepHUjall joll jeAHOM (MM IPBU IYT) NPEJUCTATH.

¢ IlpmMmeHa peKypeHTHUX jeqHAUWHA Yy KOMOWMHATOPHUM 33 OaliriMa

Y Opyrom morsaBiby BHIEIM CMO KaKO Ce JMHEapHEe PEeKypPEeHTHEe jenHadurHe MOTY IPUMEHBUBATU IPUIUKOM
pelaBama HEKUX APYTUX HU30Ba. 3a Pa3JjMKy O TOra y OBOM IOTJIaB/bY he OUTU MOKa3aHa MPUMEHA IIPEe CBera
JIVHEAPHUX PEKYPEHTHUX jeMHAUMHA y TOTAJHO Pa3MuMTOj ObJIacTh MareMaTure, y KomOumuaTopuru. Haumwme,
nokaszaheMo kKakO ce MHOra mnpebpojaBama MOIY BPIIUTH KOHCTPYHCAMEM DPEKYPEHTHUX Be3a U KAaKO Ce MOTY
JOKa3aTU HEKM WHTEPECAHTHU MICHTUTETH.

Y OCHOBU CBUX OBHX 3amaTaka je miaeja (OMHOCHO IUJb) Aa Ce Hampabu Be3a m3Meby objekara Koje mpebpojaBaMo
38 HEKOJIMKO y3aCTONHMX BpexHocTn n (ykymHaH Opoj oGjekara). Yecro ce oBo Helie Mmohu m3BecTn AUPEKTHO,
na he 6utu norpebuo npebpojasatu u Heke nomohine o6Gjexre (Tj. mmahemo jom mekoauko momMohNHUX HM3), ymMe
nobujamMo CUCTEM PEKYypPEHTHUX jeTHAYNHA.

KpenrMo npBo jenHMM JAKIIUM 330aTKOM:

IIpumep 16. (Casesno 2000, 2 pa3) Komuko mma HU30BA T1,Z2,...,%Tn, TAE CY T1,T2,...,LT, TAGpPE U3 CKyNa
{0,1,2,3}, rakBux ma 3a cBako i € {1,2,...,n — 1} Basku

TiTi+41 g {12, 13,32,33} ?

Pememe. Hera je ca aj o3nauven Tpaxkenu O6poj HuzoBa my:kume k. [IpuMmerwmo ma ce cBaku Hu3 my:xuHe k + 1

nobuja o Hekor Huza qy:xkuHe k momaBamem 0,1,2 niam 3 Ha Kpaj, Ipu YyeMy ce 2 1 3 MOXKe JOJATU CaAMO YKOJMKO
(0)

ce Hu3 3aBpmasa ca 0 mmm 2. 3HAUM yKOJIMKO Ca @) O3HAYMMO yKyIaH OpOj TPasKeHMX HM30Ba KOjU CE 3aBPIIABA]y

2 . . .
ca O, a ca 0,](6) YRYyIIaH 6pOJ TPpaKCHNX HMU30Ba KOJU Ce 3aBpIIlaBa Ca 2 ,IIO6I/IJaMO & BaiKN

g1 = 2a,(€0) + ap + 2a§c2) + ag.

MebyTum kako ce cBaku HU3 qyskmHe k KOoju ce 3aBpmaBa ca 0 nobuja onysumamem 0 ca Kpaja HEKOT HU3a LYy/KUHE

_ 0) _ . . a .
k—1, Bawn a;,’ = ax—1. Hus myxune k xoju ce 3appmasa ca 2 gobuja ce on Hu3a gyxuae k — 1 Koju ce 3aBpmasa
ca 0 uiau 2, OOHOCHO af) = a,(co_)1 + a,(f_)l. Cama cMo mobuiu cuUCTEM jeOHAYWHA Ak+1 = 2ak—1 + 2ag + 2a,(€2) u

(2) _ @ (2) ; _
2a;" = ag—2+a;_ ;. VI3 mpBe MOXKEMO U3PA3UTH @, IPEKO dy, IIa 3aMEHOM y APYTY AO0HjaMo apyi = 3aj, OOHOCHO

ar = 3""ta; = 4381 (jacwo je a; = 4). O
Cnenehu mpuMep je HENITO KOMILIMKOBAHU]HU, aJdl KOPUCTU UCTY TEXHUKY:

IIpumep 17. (Casesno 2004, 4 pa3) Hera je A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} Kosnuko uma noncynosa B ckyma A,
TakBUX Ha 3a cBako n € {1,2,3,4,5,6,7,8} Basku: akon € Bun+2 € B, ouna 6ap jeman on 6pojesa n+1 un+3
takobe nmpunana ckyny B?

Pememe. Mu hemo ypamuru onmruju 3anarak (oBuMm Hemo pememe camMo onakmartu), Tj. oapeauhiemo 6poj
OBAKBUX HUM30Ba Ay:kuHE k > 3 (mpum ueMy ommcaHo CBOjcTBO Baskm 3a cse n € {1,2,...,k — 3}). Osnaummo Taj
6poj ca ar. Bpoj ag je y crBapu jemHak 6pojy HM30Ba HyJa W jeIUHANA AY:KUHE Kk KOjU HE CaOp:Ke [OMHU3 OOJIMKA
1010. Hawmme cBaku mOACKYI Ce MO:KE MPEACTABUATH KAO HU3 HYJIA W jeIVHUIA Ny:KWHE K rAe je Ha i-TOM MeCTy
1 ako m camo ako je ¢ yHyTap moAckyma. llpm ToMe je maTu ycCJOB jaCHO €KBUBAJEHTAH Ca HEIOjaBJ/bUBALEM
monum3a 1010. Hampasumo Be3y mameDy ax41 u ag. JacHo je ma ce on cBakor Hm3a Oy:kuHe k monaBameMm 1 Ha
kpaj mobuja uu3 nyxkube k + 1, nok je nomaBmwe 0 moryhe jemuHo yrOJMKO ce HU3 myskuHe k He 3aBpmasa ca 101.

01), rue je a,(:m) Opoj Hu30Ba ay:kuHe k KOju ce 3aBpmasajy ca 101. Kao u y nperxonaom

. . (101) _ (10) 1 6uhi » it
pasMarpamy jacHo je a, ~ = a,_, (Ha cBaKu WiaH Hum3a ce Moxke momaru 1 u mobuhe ce ,ucnpasan” Hu3). lasme

. 10 1 101 101 . 101 101 101 .
je a,(%% = a§€22 - a,(cd) =ak_3 — a,(cﬁ). OBuM mobujamMo cucreM aki1 = 2aj — a,(C ) u a,(C ) — Ap—3 — a§€72), YUjUM

pemaBameM JOOMjaMO PEKYPEHTHY jeIHAYWHY 3a Gf, Tj. BaKU

(1
SHAUM apq1 = 20 — a,

Qpy1 = 20 — Ap—1 + 2ap_2 — ap_3.
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Ila 6ucMO HU3 y TMOTIYHOCTHU OJPENUIN NOBOJHHO je mpoHahu a1, a9, a3 U ay. 3a BUX BAKUA a1 = 2, Ay = 22 a3 =23
u ay =2* — 1. Bpoj a;; ce cama MO¥ke U QUPEKTHO OAPEIUTH U jeTHAK je ap; = 1256. O

Y omesbKy ca 3amany OaTU Cy MHOTY IPUMEPHU KOjU Ce MOI'Yy PAIIUTU KAO IITO je OBIe MpuKa3aHo. 1o Ccy mpe ceera
3amanu 777,

Y HeKkuM ciyJajeBuMa HUje HOTPeOHO onpeauTH TadyaH Opoj o0jekara ca HaToM OCOOMHE, HEro je NOBOJLHO ITOKa3a-
™A na uXx je Hop. Oapem 1. Y oBUM ciayuvajeBUMa KOHCKYUIIEMO PEKYpPEHTHE HejemHaudwHe, Kao mTo he OuTu
npuKaszaHo y ciaenehem mpumepy:

Ipumep 18. (BMO 1996, 4 3an) Ilokasatu ma moctoju moackyn A ckyma {1,2,3,...,2199 — 1} ca caemehum
CBOjCTBUMA!

(a) 1€ Am 2199 —1 ¢ 4

(6) cBaku emement u3 A\ {1} je 36up nBa (He 0GaBesHO pazauumMTa) eleMeHTa n3 A;

(8) A mema Bume ox 2012 esemenara.
Pememe. Heka je f(n) najMamu 6poj enemMeHaTa KOjU MOMKE CAAPKATU HOACKYI ckyna {1,2,... ,n} koju 3am0B0-

sasa yciaose (a) u (6) (apyru ycuoB y (6) je ma campssu n — 1).

[Morpe6ro je mokasatu ma je f(2'996 — 1) < 2012. Hampasumo 3ato Bese msmeby ememenmara obauxa f(2F — 1).
[IpumeTrMo TPBO fa ce MOACKyT ckyma {1,2,...,2" — 1} ca f(2" — 1) enmemenara momasamem 2"F1 —2 p 27Tt — 1
MOKe TPOIYKUTU M0 moiackymna ckyma {1,2,...,2"T1 — 1} koju mpu Tome 3amoBomasa ycaose (a) u (6) (jep je
2ntl _1=2"tl 241w 2"t —2=2"_1+4+2"—1). OBuM cMo yjemro mokazamm u ma je f(2"H1—1) < (2" —1)+2.
OBa HejeIHAKOCT WIAK HUje HOBOJHHO HOOpa Ja OMCMO 3aBPUIMIM 33JaTaK (OBUM MO:KEMO NOOUTH CaMo Ia je
(2199 — 1) < 3991). 3maum TpeGamo mampasuTy jom Hexry Besy usmeby f(2F —1). Kako mperxommy omemy Tpeba
MOCTa TOMPABUTH TpeGaMO HAPABUTY HEKy Be3a uaMeDy wiaHOBa HU3a KOjU HUCY TOJUKO ,0au3y” jelaH ApyroM,
Tj. Tpeba HaMm Be3a m3aMely ynajbeHUjUX UIAHOBA HM3a KAKO OucMo mobmnm 6ospy omeny. HampasBumo 3ato Besy
msmeby f(2" —1) m f(22" —1). Jacno je ma ce momckym oxm {1,2,...,2" —1} ca f(2" —1) enemMeanTa MOXe JOMYHUTH
ca {2(2" —1),22(2" —1),...,2"(2" —1),2?" — 1} no moackymna on {1,2,...,22" — 1} koju ucnymasa ycaose (a) u (6).
OsuMm je mokazamo ma je f(22" —1) < f(2" — 1) + n+ 1. Cazna TBpheme 3anaTka cileu U3 HA3A HejeIHAKOCTH

F(2199 1) < £(29% — 1) +999 < £(2%9° — 1) +500 + 999 < f(29® — 1) + 2 + 1499 < f(2%* — 1) 4 250 + 1501 <

< F@ 1)+ 241751 < f(2"* — 1) + 125+ 1753 < f(2%2 — 1) + 63 + 1878 < f(2*' — 1) + 32+ 1941 <
<FP —1) 4241973 < F(2° — 1) +16 4+ 1975 < f(2 — 1) +2+1991 < £(27 — 1) + 8 + 1993 <
< f(2°—1) +242001 < f(2° —1) + 442004 < f(2° — 1) + 242008 < f(1) + 1 + 2010 = 2012. O

Ha cauua mauun ce Moske ypamauTy 3amaTak ? 7?7

Ha xpajy oBor mormnaBma HOKaKUMO M KAKO C€ HU30BU MOTY KOPUCTUTU IPUINKOM NOKA3WBAMa UIEHTUTETA U TO
OHPX KOJI KOjUX je ca jenHe CTpPaHE jeNHAKOCTM CyMa HEKUX M3pa3a BE3aHUX 3a OMHOMHE KOe(pUIjeHTHE, a ca
Opyre m3pa3 KOJU je pelleme HEeKe JMHeapHe pPekypeHTHe jemuaunue. OBae moCTymaMO HA HAYUH CYIPOTAH O
OHOT' y IPETXOMHOM HeJy moriuassma. Hawmme, mpBo ompebyjeMo perypeHTHY jemHauymHy KOjy 3aI0BOJhABA HU3 Ca
jemHe cTpaHe jemHAKOCTH, a 3aTUM M KOMOMHATOpHE o0jekaTe KOju 3am0BOJbaBa Ty PEKYPEHTHY jemnuwmHa. Ha
Kpajy YUCTO KOMOWMHATOPHUM MeTOZaMa MOKa3yjemMo ma je 6poj Tux objekara ympaBoO jemHak JATOj CYMHU M3pa3a
ca OMHOMHMM KoepunujeHTrMa. 3a KOMOuHATOpHE 00jekTe Hajuemhe y3uMaMO HU30BE HEKOJIMKO 3HAKOBA CA HEKUM
CBOjCBUMA, HIIP. Aa HE CAAP/Ke NATW MOMHU3 (CIAMYHO Kao y npumepuma 14 u 15)

Ypamumo crenehm kapakTepucTUYaH TPUMeEp:
IIpumep 19. IlorkazaTtu ma 3a cBako n € N BaKy UAEHTUTET

z": <2n —kk+1) :[§](—1)k<ngk>3”2k _ % <3+2\/5>n+1 . <3_2\/g>”“

k=0 k=0

Pememe. Jacuo je ma je pekypeHTHa jeAHAUYMHA KOjy 3aI0BOJbABA HU3

n+1 n+1
1 3+V5 3-v5
an = —F= —_— —
"5 2 2
jemHaumHA dpyo — 3Gn4+1 + @ = 0, ca moderHuMm yciaoBuma ag = 1 u a3 = 3. Ompenumo cama m KOMOMHATOpPHE
objerare uuju je OPOj mAT OBOM DEKypEeHTHOM jemHaxuuHoM. M3 nare jenHadmue je Gnpi2 = 3Gnp41 — Gn, O j€
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JIOTUYHO Oa y3MeMO na je a, OPOj HU30Ba My:KUHE N YUju Cy C¢BU 4uiaHoBu u3 ckyma {0,1,2} (ysumamo Tpousnaxu
CKYII, jep uMao Be3y ca 3a,41), Ipy yeMy e Heku nomau3 6utu 3abpameM. 3abpameHu noaHu3 fie Guty Takas 1a
YKOJIMKO OJf CBAKOT NO30BJLEHOI HMU3A AysKUHE N+ 1 HampaBumo cBe Moryhe HuzoBe myskuse n+ 2 (Tj. TaYyHO HBUX
3ay+1), TAYHO BUX a, Ouhlie 3abpameno. OBo fie HOp. GuTU TAYHO YKOJIUKO je 3abpameH nmoquus obuauka 12, jep
ce Tajla CBAKU HENO3BOJLEHU ONMUCAHU HU3 Oy:KUHE 1+ 2 nobuja ynpaBo qomaBameM 12 Ha MPOU3BOJLHU HO3BOJLEHU
HU3 myskuHe n. KoHauHO a, ommcyjemMo kao Opoj HU30Ba my:KWHE 1 KOju He canpske momuu3 12. [Ipebumo cana na
IOKa3 MaTUX jeTHAKOCTHU. [lOKaKMMO IPBO na je

" on—k+1

k=0

IMokymajmo 3aro nma wmHTepmpermpamo obOjeKTe KOju OAroBapajy a, TAKO Oa HBUXOBOB OpOj 3aM0BOJBABA TOPBHBY
cymy. IIpso a, je 6poj HU30Ba my:kuHE N, & y AATOj CYMU C€ IOjaBibyjy OMHOMHU KoedpuuujeHTu ca 2n (1 jom
HEYMH). 3aTo je JOTMYHO Ja CBAKU IPETXONHO ONKUCAHYM HU3 AY:KUHE N 3aMEHMMO HU30M Ny:KUHE 21 Ha LITO
IOTOAHUJU HAYMH. 10 MOKEMO YUMHUTH yKOJWKO CBaKy HU(PY IPBOT HM3a 3aMEHUMO ca ABe Iudpe y APYroM,
a OBO HAjJIaKIIe MOCTIKEMO YKOJIWKO WX 3aMEHMMO HBUXOBUM OmHapHUM 3amucoM. OnpennMo cajga KakBe CMO
HK30Be nobmnu. Kako ce y mpBOOMTHUM HM30BMMAa HeE IOjaBibyje 3, TO y HOBOXOOMjeHnM Hemamo momuu3 11, rae
je mpBa nu¢ppa Ha TAPHOM MECTY, a KaKO HemMaMo Hu momun3 12, to y HoBomobujenom wemamo wu 0110. Cana Huje
TEIIO 3aKJbYYNUTU & Ce HOBOJNOOWjEHW HU30BU MOTY MHTEPIPETUPATH KAO CBU HMU30BU LY/KUHE 21 CACTABJ/FEHU OJ
mudapa n3 ckyna {0,1} xoju me canpske momam3 11. Kako mam je 3anara cyma GUHOMHUX KOe(pUIUjeHATA, TO je
JIOTUYHO Aa caja 6poj HOBOMOOMjeHMX HM30Ba OGPOJjUMO IO HedeMy, a HajlornuHuje (Yak U jeAWHO JOTMYHO) je na
nx 6pojuMo 1o Opojy jemuHMIA KOjU ce y BuMa nojaBiyje. Heka je 3aTo ajf 6poj TpamkeHUX HU30Ba Ly:KUHE 2N
2n—k+1
k
sappumen. Ilocnenme 3amcra Basku (TO je jelaH MIKOJCKM 3aJaTaK C KOjuM He Ou Tpebasu na umare npobiema),
ma 3aTo MOkeMo ma npebemo Ha moka3 apyre je IHAKOCTH, Tj.

[n/2] &
_ _1\k n—2k
an =Y (-1 ( . )3 .

k=0

y KOjuMa MMa Ta4yHO Kk jequHUIA. Y KOJMKO OMCMO NOKAa3alIu Ja je aj) = ( ) oBaj meo 3amaTka Ou O6mo

Ha npsu norsen oBa cymMa m3riea NAJIEKO KOMIUIMKOBAHUje HEro IMpBa (MMaMo ,pyskHUje” IpaHule, 4IaHOBe Ca
3HaKOM —, UTH.), MehyTum oBaj neo 3amarka je (Bamua) jeOHOCTABHUjU 3a HOkKa3. Haumme, rpaHune ce jacHo
MOT'y TIPOIYKUTH IO N, a mMaMo u daasose 3" 2F koju HaM roBope ma MOMKEMO PAIUTH Ca MPBOOUPHUM HI30BUMA
(jep ¢y wuxoBu umanoBu u3 Tpousanor ckyma {0,1,2}). M3pa3 2k y eKCHOHEHTY Cyrepuile MOHOBHO MPABJLEHE
HEKUX [IapOBa, OMHOMHM KOC(UIM]EHT MOKA3yje HEKYy CJIMYHOCT ca mperxomumM neioM. OBme hemo ce mocay:xu-
TH CTAaHIapIHUM KOMOMHATOpHUM ,TpukoM”’ . bBpojahemo objekre koju He 3am0BO/bABjy HAllle CBOJCTBO, Tj. Y
HameM cuayuajy 6poj HuszoBa myskuHe n cacraBienux on {0, 1,2} koju canpske momums 12. JacHo je ma u 'y oBoMm
cayuajy 36or cyme OumHOMHUX OBaj Opoj Tpeba mpebpojaBatu mo Heuemy. Jlormumo mpebpojasahemo mo 6pojy
IojaBJpyBama MOOHMU3A 12, unmMe u3 GopMyJe YRBbYUYEHa U UCKbyUeHma ToOujaMo

/2] N
= _1 k+1 n—2k
b= 3" (1) ( A )3

k=1
n—=k
(OBme cmo kopucTuau na je 6poj HU30Ba Koju canpske Oapem k momam3a 12 jennak ( I )3"_%). Kako je
an + b, = 3", m 0Baj mEo 3amaTKa je 3aBPIIEH. O

M=uore oBakBe U KOMILUIMKOBaHUje 3a0aTke (a U Opase rposore) moxkere Hahu y kmusu Komburamopura na pevuma
aytopa Pamera lopocaoBaukor u Onusepe Maprosuli.

§ LUymHo” 3amaTv HU30BU

Y mocamammeM Oelly TeKCTa HM30BE CMO YTJIABHOM 3a1aBajii ajrebapCKu MM KOMOWHATODPHO, W PEKYPEHTHE
Be3e KOje Cy TM HM30BU 33J0BOJLABAJMU ITOBE3UBAJIM CYy HEKOJIWKO Y3aCTOINHUX WIAHOBA. Y OBOM IOTJIABBY 06pa-
anheMo HEKOJNIMKO 33JaTaka KO KOjUX OBO HIUje CIy4aj.

Omry MeToq HAPABHO ONET HEMAMO, Te NIeMO ce 3ap:KaTi HA HEKUM cyrecTujaMa. Kao npsBo (1 HajBaskHU]jE), MTO
je Hu3 ,uynauju”’ To je Belia morpeba (M KOPUCT) Ha Ce UCIUIIE HEerOBUX NPBUX HEKOJMKO YIAHOBA (IIa MOKIA U
He caMO HeKOJIuKo). Hanme, MoxIa ce Tako MOke 3akbydnTyl na MeDy dnaHoBuUMAa HU3a Bask/ HEKO MHTEPECAHTHO
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CBOjCTO, a MO:KIa Ce Jak MO:xke n Haboctu ¢opmyna. Konx Habamama ¢GopMmylie MOCTyHajTe JIOTUYHO. Y KOJIMKO
uMaMO Be3e m3MeDy 4WiIaHOBU ca WMHAEKCUMA 2n U N MOXKIA PEIlelhe MMa Be3e ca OMHAPHOM PEIPE3eHTAINjoM,
YKOJMKO Ce YJIAHOBU CTAJHO MHOKE Ca MHIEKCOM MOKIA Dellelme uMa Bede ca (haxropujenuma (Miu ABOCTPYKUM
¢pakropujenuma) U CIUIHO.

Crnenehiu nmpumep y €B0Ojoj MOCTABIM OCIUKABA MpaBu (MOCTYNAH) HAUMH KAajUM Ce HECTAHAAPIHE PEKYDPEHTHE jel-
HaunHe Tpebajy pemaBaTu:

ITprmep 20. (Ksaut M730) Hus je 3amar ca a3 =0 u agpi1 = Gop =N — @y,

(a) Hahwu npsux 20 unaHoBa U aj9s2.
(6) Ilokasatu ma ce cBaku 6poj Hamasu y Husy 2 umu 4 myta. Kosmko ce myra y Husy mojaBsyje 2F7

1, ako 2%+l | n

(B) Horazatu ma je a, — ap—1 = { 0, aro 22% | n

(r) Iokasarn na 3a GECKOHAYHO MHOTO 1 BAyKU Gy = —

(z) Ha nu mocroju n takas xa je |a, —n| > 1982.
. . Qn
(b) Horasatm ma je lim — = .
n—oo M 3
Pememe. Ocum camor pemema qejoBa 3anaTka nokazeieMo 1 3amTo je 3aJaTak JOTMYHO PeIlaBaT Oall OBaKo.
IIpBux 20 unamoBa HM3A MpUKa3aHU Ccy y ciaenehoj tabenu

n (1234567891011 (1213 |14 |15 |16 |17 |18 | 19| 20
a, O 1|2 |21 (2|23 |3| 4|4 | 4|4 ]|5|>5]|5|5|6]6]|6

YKOIMKO MMaTe HU3 KOjU CHOpO pacrte (Kao HIpP. O0Baj) CI00OMHO MO:KeTe HANMCATH W NMPBOj MeNEeCETAK WIAHOBA.
YKOJMKO TO ypaauMO y OBOM ciiyyajy omMax npumehyjemMo ma ce y3acTONHU WIAHOBU HU3a pas3iukyjy 3a 0 wam 1
U na y HU3Y UMaMO IIO [BE WU YeTUPU Y3aCTOIHEe jenHake BpenHoctu. Hapasuo mpsux 50 unaHoBa He Haje MOKa3,
na je ciaeneliu Kopak ma TO WTO CMO npuUMeTUIn U HoKaxkeMo. Ilokaze (kao u ko4 BehimHe OBaKBUX NPETIOCTABKN)
u3BOAUMO MHIYKnujoM. IIpermocraBumo ma tBpbheme Basku 3a cBe k < 2n + 1 (0BO MOKEMO jep UIAHOBU UAY Y
naposuma). OHO mTO MU TpeGaMO HOKA3ATHU je Ha dont2 — dont1 < 1 W Ja YKOJIWUKO j€ Qopi1 = Gop = Aop—1 =
G9n—2, J& j€ Aopi2 — Aop41 = 1. YROAWMKO mpBO TBpDheme He OM BaKMIO MMay OUCMO N + 2 — a, = aopy1 + 2 <
aonto2 =n+1—ap41 <n+1—ay,, 0ITO je KOHTPAAUKIHja. Y KOJIUKO APYro TBpheme He 6U BaxKuiIo MMaan OUCMO
N+1—ap41 =Gopi2 =02 =N —Ap =G2p—2 =N —1—ap_1, Tj. Ap-1 < Gy, < apyt1, WMTO je HeMoTyhe.

Capna je JOrMUYHO Ha NOCTABUMO IUTame kKaxa je pasnuka 0, a kaza 1 mameDy ysacromnux unanoBa Huza (mpe
ceera mapuux). Oapemumo 3aTo pazmuky usmeby a, u a,i2 (rme je n mapam). Hewa je n = 2F] — 2, rne je |
menapan. Tana je

Aok] — Qgokj_9 = Qk_ll — Qok—1] — Qk_ll + 1 + Aok—1]_1.
Yromuko je k =1, B&KUA dp42—an = 1 u npu ToMe 2 || n+2, mTo je y cknany ca tBphemenm 3amaTra. Y CyIpPOTHOM,
Tj. YKOJUKO je k > 2 HacTaBUMO Ca IeJLeHeM MHAEKCA ca OBa. IIpUMEeTuMO na Gok—1;— Qok—1;j_1 = Qok—1] —Qgk—1]_g =
Qgr') — Gor'j_o y3UMa BpemHocT u3 ckyma {0,1} kojy He y3uma Gpi2 — Gy, A Ce CAMHUM CBAKUM [eJLEEHEM Ca 2 1

omrosapajyha pasnura mema. Ilpm Tome nemama BpmmMmo cBe 10k je k' > 2 (1j. moBomoGujeno k'), mro 3maum
na je 3a k mapHO mOTPpeOHO M3BPIIUTU HENAPHO Ae/hema, a 3a k MapHO Aeibema. KOHAYHO, MOCIeqmhe 3HAYU U 14
je 3a k mapHO TpaskeHa pa3znmka 1, a 3a k HemapHO Tpaskena paiuka 0.

[TocraBma ce murame Kako ODMCMO Ce CAMU CETUJIM Ja BPUIMMO Je/belha UHAEKCA ca 2, na HaM TO CKOPO AUPEKTHO
HUje TpaskeHOo y 3amarky. OAroBop ce Kpuje y AaTOj PEKyPEHTHO] jelHAUYMHU, jep OHA (a U HOj CIUdHE) ,30Be”
Ha HEKEe CTEeNeHEe MBOjKE. WM Yy OBAKBUM CHUTYyallijaMa je TO MpBa maeja Kojy Tpebare mmMaTyd HA yMY.

Capna Beh momako MoskeMoO Oa KpeHeMmo ca oapebuBamem ekcuaunuTHe popmyne 3a a,. OBme hemo ce kopuctuTu
jemHoM BPJIO WHTEpecaHTHOM maejoMm. Hawmme, BpemHocT HU3A @, je HUIITA APYTO HEro Opoj oHMX M < N TAKBUX
na je ay, —apy—1 = 1, ma je 3a BpemHOCT a,, MOBOJLHO OAPEIUTHU HA KOJUKO MECTa IO N-TOr MHIEKCA OBaj HU3 PACTE.
Kako cmo mu Beh ogpenuim Ha KOjJUM MeCTHMMa HU3 PACTE, HOBOJBHO je mpedpojaTu ux, Tj. OAPEIUTU KOJIUKO UMAa,
6pojesa m < n taksu ma 22**! || m (1j. ®KonmKO MMa GpojeBa m TaKBUX A je HajBehu cTemeH MBOjKe KOjU MX HeJH
Henapas). OBae hieMo jeJHOCTABHO MCKOPUCTUTU (OPMYJY YKBYUMBAKA U UCKBYUUBAKA, Tj.

o 3] ] 2]

n
jep je [27’“} 6poj 6pojesa < n koju cy memusu ca 2F.

IIpeocranu neo 3anatka (tj. menose (r) u (n)) pemasa noromauMm oxabupom Gpoja n. Jacuo je ma hemo n mebhy

oHmMM OpojaBUMa 3a KOje JTaKO MOMKEMO CPadyHATH a,. 3a meo mox (r) Tpeba yserm n = 3 -2, 3a meo mom (m)
4k —1 .

n = —5—, 33 NOBOJHO BEIMKO k (mapaBHo Mory ce nmponahwu m muorm gpyru). 3a geo nox (§) mososmuo je
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HOCIYKUTH ce ca (BPJO) Majo aHAJIUIE. O
3a caenehu 3amarak ce BepoBaTHo Mo:ke pehu na je jom ,,uynHuju” ox HPETXOMHOT:
IIpumep 21. Hus {a,} je nedpunucan ca a; =1 u

Gy = HAIMA®U NPUPOOGH 6POJ KOJU Ce HUje NOJABUO Y HU3Y MaKo 0a N 0eAl CYMY NPEUL N YAGHO8G HU3G.
IlokazaTu na je aq, = n.
Pememe. Cruna pememna.

ITpumernmo ma ce a, uameby ocramor 3anmaje u Tako ma n | a; +az +...+ a,. YBemumo 3ato un3 {b,} Taras na je
aj+as+...+a, =nby,, 3a cearo n. Y cnenehoj Tabaunm IpuKa3aHO je IPBUX HEKOJIUKO YIaHOBA HU30Ba {a,} u {b,}

’nHl‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘
a, || 1131268411 |5 |14 |16| 7 | 19|21 | 9 |24 | 10| 27 12
b, || 1122|344 5 |56 7 7 8 9 9 | 10|10 | 11

W3 oBe Tabanie MOKEMO IPUMETUTHA MHOT€ MHTEPECAHTHE CTBApU 3a HU30BU a, u b,. Hajsnauvajuuje je unnyrmu-
jOM mOKa3aTu:

(1) 3acBei=1,2,...,n—1 je nim a; > n Uiu a,, = .
3acse 1,2,....n—1jenwnmm a; =b;_1 mnmm a; =1+ b;_1.
Hame npumeTnMo na ce b,_1 He mojaBiby Mpe HEro mTo je a, = b,_1. 3uaun b, ce nojaBmyjy meDy a1, az2,...,0,_1.

Hame, HEe MOry 00a a, U an4+1 A& 3a00BOJbaBajy UpBy (on mse) jemmaroct y (2), ma GapeMm jemaH 3aI0BOJbaBa
IPYTY.
Cana KOpUCTHUMO MHIAYKOWU]Y W JOKa3yjeMO Ja YKOJIUKO a; = N 3a Heko { < n, na je a, = i. Pasmarpamo nsa
caydJaja:

(a) a;—1 3amoBOMmaBa ApPYry jemHakocT y (2).

(6) a;—1 3amoBosaBa mpBy jemHakroct y (1).
W3 0b6a mako mobujamo KebeHO.
Cana je jom morpefHO NOKa3aTH Ja YKOJIUKO Ce N He IOojaBibyje paHuje, ma je a, = n+b,_1. YKOIuKo je ap, , <N
noka3 je 3appmeH. IIpernmocraBumo cynmporao. Pazmarpumo mnBa ciyuaja:

(a) ap,_,—1 3amoBOJbABA OPYTY jemHauuny y (2).

(6) ap,_,—1 3amoBosbaBa UPBY jemHaunHy y (2).
Y oba cayvaja mobujaMO KOHTPAIUKIIA]Y. O

3a Kpaj eBO U jeqHOr 3aJaTKA KOJU CEe Ha HEKW HAUWH JO0CTa PA3JWKyje OXI mperxonHa mnsa. Hamme, To je jeman on
KapaKTEPUCTUYHUX 3aJaTaka Y KOjuUMa Cce MOCTaBJha MUTAKE A JU HU3 KOjU 3aJ0BOJbABA HATY jeIHAUUHY IOCTOjU
(unu y xoMme Tpeba morasaru ga Hu3 He noctoju). Pemwmliemo ra kopumhemeMm pasHux ouena, mwro je u Hajuembia
uaeja KOO OBAKBUX 3aJaTaka.

IIpumep 22. Iloka3zatu ma He NOCTOjU HU3 NPUPOAHUX Opojesa {a,} KOju 3am0B/baBA PEKYPEHTHY jeIHAYUHY

2
Gg, = OGnt+10n—1 — @y, 3an €N.

2

-, 3a cee n € N. CamuMm tum je

Pememe. Kako je cBakm unas HM3a NPUPOAAH TO MOPA OUTU Up41Gn—1 > G

Ap41 S Qp ) (8)
QA Ap—1

IIpumeTnMO na M3 IPETXOMHOT YKOJHUKO j€ Gp, > po—1 38 HEKO Mg, TaIad je U Gnp41 > Gy 38 CBE N > Ng. Kako HuM3
OIpUPOIHUX OpOjeBa He MOKe ODWTWM CTpPOro omanajynum, a u3 jeoHauynHe HE MOYKEMO MMATU TPU Y3aCTONHA YJIAHA
HM3a KOJjU CY jeIHAKM, TO MOPa IOCTOjaTH Mo TAKBO & j€ Gp, > Qn,—1. SHAYM HU3 je 3a n > ng cTporo pacryhmu.
Onernnmo cana a,. IIpema (%) nmamo u

n—m-+1
an+1 (079 am+1 am—l—l
On+1 = G, - . >y ,

Gnp Ap—1 A A

3a ¢Be n > m. 3HAUYU OBaj HU3 eKCIOHHenujanaHo pacre. Ca Apyre CTpase Gni1dn > dq, , 1 YKOJIUKO y NPETXOIHY
HEjeTHAKOCT YMECTO 7 CTABUMO G, & YMECTO m cTaBuMo n + 1 mobujamo

an—n
an+2

anan—i-l > aan Z an+1 ( > .
Ap+1
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YKOJUKO je jom u n > ng DoOUjaMo ma 3a CBAKO 1 > ng MOPa BaKUTU

an > """,
. Qg . . .
roe je =4q > 1. MebyTI/IM nocinenma JeJHAKOCT J€ OUNIJIeoHO HeMOFyha 3 €KCIOHECHIM]AaJHOT pacCTa HU3a
a’nofl
an, (oBme BaM je MOTPeGHO MAJIO OCHOBHUX 0apaTama Ca JINMEeCuMa). |

¢ DbpojeBHU TPOYTJIOBU

BpojeBrHu TpoyrsioBu cy HUIITA APYro M0 ABOAMMEH3VOHW HU30BU, Tj. HU30BU KOJjU MMAajy MOBE , KOOpIuHATE .
Ocum 3amaTaka Be3aHMX WMCK/bYUMBO 33 pellaBamke OBUX HU30BAa, y OBOM IOTJIaB/y Omhe moKa3aHa U BUXOBA
IpUMEeHa y pelaBamy HEKMX TUIIOBA 3aJaTaka Be3aHUX 3a ,,00mnuHe” HU30BE.

Kon 3anmaraka Besanmx 3a OpojeBHe TpoOyrioBe Tpeba mMaTw Ha yMy CBe OHE KIAEje KOje CMO KOPUCTUIN U KOJI
obuuHMX. Y OBOM MOTJIABHY MU NeMO ce Tpe CBera 3aAp:KaTy Ha UACjU KOHCTPYKIMje JUHEeAPHE PEKYpPEHTHE
jemmaunne (meduHUCAHE CIMYHO KAO 3a jeIHOANMEH3NOHE HU30BE).

Kpenumo jemnom mosmarom ocobumrHoM PubonaumjeBux OpojeBa:

IIpumep 23. okasaTu ma je mpou3BOI CBAKUX k y3acTomHMX uiaHoBa PuboHaUMjeBOr HU3A AEHLUB TPOU3BOIOM
npBux k unanoBa PuboHaunjeBOr HU3A.

fn : fn+1 e fn+k—1

Pememe. Ham 3anmarak je na mokaskemo ma je neo 6poj 3a cee n u k. 3aTo yBenumo (IBOIU-

Ji-far e
MeH31OHU) HU3 F)' ca
F]:l: fn'fnfl"'fnfk%»l’
Ji- S fr

n moraxxuMmo nma je FJ' € N, 3a cse k,n € N. Kao u ko1 jenHOIMMEH3MOHUX HU30Ba, MOKEMO IIPOOATH Aa HAIPABUMO
suHeapHy Be3y uameDy uasHOBa oBOT Hu3a. [Ipobajmo 3aT0 ma HATpaBUMO Be3y 0O0JMKA

Fl=A-F'+B-F},

rae cy A u B Heke (1eno0OpojHE) KOHCTAHTE WJIM €BEHTYAJHO HEKU HU30BU (Be3y HE MOPAMO TPAaKUTU Gall y OBOM
0BauKy, Tj. MOkIa TpeGaMo y3eTr HeKe ApyTe WHIEKCe MU yBECTU Be3y BUIIEr pena). Kama 3aMeHrMO BpeIHOCTH
3a I}, nobujamo nma je TpaskeHa Be3a €KBMBaJICHTHA Ca

Jn=A fok+B- fi
Y KOJMKO IOrJIeZaMO T€OPEMY 3 BUAMMO A je HOBOJHO y3etu A, = fri1 m B, = fn_g+1, Tj. BaKN
-1 -1
Flgl:fk:-&-l'F]? +fn—k+l'F];n,1~

Capna je m3 MHOAYKIMjOM CBAKU YiaH HU3A I1€0. a
Cnenehu 3amarak je Majgo TeXM, aau ce PAAU CINIHOM TEXHUKOM:

IIpumep 24. BpojeBHu Tpoyrao mat je ca VOO =V'i=1m
VE=@+V3)"h v 4 2-V3)F-VF . sacsen,keN.

Pememe. 3a pasnuky on mperxomHOr 3anaTka OBIE MMaMO ABOIMMeH3MoHuM Hu3. llocrymajmo 3aTo oBme Ha
CyIpOTaH HAYMH y OIHOCY Ha mperxonad 3anatak. Ouxpenumo 3aro uu3 {v,} Takas xa je 3a cse n, k € N ucnymeno

Vk- ~ Up " Un—1"""Un—f+1
n = .
Uk: . ’l)k_l .. .Ul

W3 jemqnaunne nare y 3aaTKy 3a AATU HU3 MOPA BAKUTHU
vn = (2= V3 vp i+ (24 V3)"F g, (%)

3a cse n,k € N. Oze ce pememe mMoxe jako HabocTw, Tj. v, = ¢- ((2+vV3)" — (2 — V/3)") (mapasno HU3 ce
MOMKE€ U PEmUTHU CTaBkhameM k = 1 u 3aTuM CMambUBamEM CTeleHa jenHauuue). V3 (%) BUAMMO Ja ¢ MOMKEMO
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Y3€eTH HIPOU3BOJBHO, IIa CTABUMO 3aTO C = , KAKO OM CBakM wWiaH HM3a 0uO meo (OBy KOHCTAHTY CTABIHAMO

1
2v/3
NOyYeHN UCKYyCTBUMA U3 APYTOr moraasiba). Cazxa oBaj 3amaTak MOUYUEe€ HeomossuBO ma moxceha Ha mperxonmwm,
Tj. Tpeba MOKa3aTu Ja je MPOU3BOJ CBAKMX k y3aCTONHUX UJIAHOBA HU3a (UUjU ONINTU UIaH j€ CIAUYHOT OOJIMKA
Ka0 y OPETXOIHOM 3aIaTKy) LeJbUB ca Ipou3BoigoM npsux k. IlocrymajMo 3aTo Kao y IPETXOMHOM 3aIATKY U
nmpobajMo ma HampaBUMO JUHeapHy Besy maMmeby umamosa mmsa V¥. Kao m y mperxommom 3amaTky TO ce CBOIM
Ha TpasKeme Be3e 0DJIuMKa

Un:A'Unfk"'B"Uk,

rae cy A u B neno6pojue koucranTe. Cana ce MOCTaBbA JIOTMYHO MUTaHmE Kako oapeautu (Tj. HabOCTHU) OBY Be3y,
jep je Temko ouekuBaTUM Aa 3a HuU3 {v,} 3HAMO mmeHTUTeTe Kao u 3a Hu3s {f,}. Mehyrum rako oBu HU30BU uMajy
canyaln obuuk (Tj. ommTH UiaH), He OU 3auyaUiIO A Ba)KU HEKa CAUYHA Be3a. lIpobamaM 3a IPBUX HEKOJIUKO
UJAHOBA BUIVMO A 338 CBAKU YJIAH HU3A BAKU Up = Uk41 Up—k — Uk - Up—k+1, IITO JIAKO JOKA3YjeMO 3aMEHOM OIMIITEr
unana Hu3a. OBUM je IOKA3 3aBpIIeH. a

§ PauyHame cyma m pyHKIIUje reHepaTpuce

Y oBOM moryiaB/by eMO MOKa3aTH KaKO HU30BU MOTY OWTH OJ BEJIWKE KOPUCTHU KO JOKA3UBAMA WICHTUTETA.
Hauwme, nokazahemo kako ce uncro anrebapckum MeTonama (3a pa3iauky ox npuMmepa 17) npaBibemeM PeKy PeHTHUX
jemHauYMHA MAEHTUTETH MOTY BEOMAa JIAKO PEIlaBaTh. 3a Pa3iuKy ox npuMepa 17, Hajuemhe TPaKAMO jeTHAYUNHY
KOJ]y 3aI0BOJbaBa ,,KOMIIMKOBAHUja CTpaHa UACHTUTETA.

IIpumep 25. (Casesno 2000, 3-4 pas) JlokasaTy na 3a CBAKM OPUPOAAH ODPOj N BayKU j€THAKOCT

n (o — i .
Z(l)l< " Z>22"21 =2n + 1.
(3

=0

Pememe. Kao mro je u pemeno y yBoay yBeOuMO HU3 KOjU jeJHAK JIE€BOj CTPAHU jeTHAKOCTH, Tj.

n ) oMm — i )
Ay = Z(_l)z< ni Z) 22n—2z.
=0

2 2—14 2 1—14 2 1—14
Hampasumo cama Besy m3ameby unamosa mmsa {a,}. Kopumhemem ( n+k Z> = ( n—l—. Z) + ( n+ 1 Z>
i i—

nobujamo

(2042 — o (2n 41— o (2n 41— o
U1 = 4§ (_1)z< n . Z) 22n 21 4 (_1)n+1 — 4 (_1)1< n ; Z) 22n 21 +4§ :(_1)z< ni . Z) 2271 21_|_
i=0 0 i=0

=

(1) = 4276(_1)2» <2n +1-— z) 92n-2i _ ni:l(_l)j <2n - j) 92n=2j | (_qyntl,
i=0 v = J
Ipyu YeMy y IOCJIeNH0] jeﬁHaEOCTI/I Apyry cymy mobumjamo crasmameMm j = ¢ — 1. Cagma je jgormuno na yseme-
MO W Apyrw Hu3 b, = Z(—l)i<2n+.1_i
i=0

n—1 .
. 9On — .
Z(—1)3< n. j>22"_23 + (=)™t = 4b, — (an — (=1)") + (=1)""' = 4b, — a,,. Hocrymajyhu ciamuso xao mpu
, J

J=0

npaBibeny Bese usMmeby ani1 1 a,, nobujamo u Besy mamebhy b,41 u by, Tj.

- (2n+3—i : - (2n 42— e~ (2n+2—i :
bn+1 _ 42(1)z< TL+~ Z> 22n72z+(71)n+1(n+2) _ 42(1)1< n+' 1)22n21+42(1)1< n -+ Z> 22n72z+
i=0

) 5 ) 4 1 —1
=0 1=0

)22”_22, quMe Cce IOCJeha jeOHAKOCT CBOAU HA dpi1 = 4b, —
)

+(=1)" (n+2) = a1 — (1) = (b — (=1)"(n+ 1)) + (=1)" (0 +2) = any1 — by

Capma jom mpeocraje na pemmMO CUCTEM jeIHAYWHA 34 an U b,, unMe mobujamo anis — 2an4+1 + a, = 0. Kako je
ag =1 u a; = 3, kao y npumepy 1 nobujamo ma je a, = 2n+ 1, 3a n € N, mrTo 3aBpmaBa Hall IOKa3. O
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Y HacCTaBKy OBOI IOIJIABJ/A PEIUMO U IO KOjJy ped o (yHKIMjaMa reHeparpucaMa. Hawmwme, cBakoMm Hu3y {a,}
MOXKEMO NONEIUTH HeroBy (yHKIN]y MeHepaTPUCY Ae(PUHUCAHY Ca

f(;v):a0+a1x+a2x2+...:Zan;v"

dyurnuje remeparpuce mMMajy MHOrMOCTpykKe npumene. IbuxoBuMm kopumhemeM MOKEMO peIIaBATH MHOTE
PEKYPEHTHE jeqHAaUYWHe, PAUyHATH CBAKAKBUX CyMe, DEmaBaTU HEKe KOMOWHATOpHe 3anarke... Kon kopumhema
(¢yHKIMja TeHepaTpuca KJBYYHO je HBUuxoBo ompebuBame, Tj. ompebuBame (yHEKIUje KOja oaroBapa JaTOM CTe-

+oo

. . . . « . «a a-(a—1)---(a—k+1
nenoMm peny. Hajsmauajum je curypmo passoj (1 + z)® = Z < >9€n, roe je (k) = ( ) k'( )7
n !
n=0

a € R (HpI/IMeTI/IMO aa ce 0Ba NeduHMIMja CIake ca meQUHUIOJM 3a mpupoaHe 6pojese). M3 oBor passoja mo-

. 1/2
oujamo u \/ﬁ g ( ) (pauynamem < / )), mITO MOXKe OUTM O BeJUKe KOPUCTU KOX MACHTUTETA Ca
—Ar n

u3zpasuma 0bIUKa .
n

Y cnemehem 3amarky morkazahemo TexHUKY KOjoM ce pemaBajy 3amanu KOpuimhemeM (QyHKIMja DeHepaTpuca, a

yjemnHo m cBy Moh oBor amaparta:
z”: 2k\ (2(n — k) o
k n—k )
k=0

Pememe. Hexa je a, =4". Tana je ¢pyHKIUja reEepaTpuca OBOI HU3A

IIpumep 26. lorka3zaTtu noeHTUTET

1

=1+ 4z + 4222
f(x) T+ 427+ =

-1 2k —k
(0BIE KOPUCTUMO YMHEHUIY O je ( ) = (=1)"). Tpeba nokazaru na v HU3Y Z < >< (n )> oaroBapa
n — k n—k

. . 2n
¢yHKIIja reHepaTpuce f. 3aTO NIPUMETHMO Aa YKOJIHUKO je b, = ( > “MaMO
n

Zb x Zb " f bobn + bibn—1 + ... + bubo)z" = io (zn: (2:> (2(;__:))) ",

n=0 n=0 \k=0
. . . 1 .
jep oBe (QyHKIMje MHOKUMO Kao mosuHOMe. MeDyTrMm m3 yBOOHOT mesa mMaMo na je A (pyHKIUja reHepa-
— 4z
Tpuca 3a HU3 b,, MTO 3ajeAHO ca IPETXOTHMM 3aBpIIaBa HAII 33 aTaK. |

Y cnenehieM 3amaTKy MOKa3yjeMO KaKO ce (pyHKIUje TeHepaTPUCe KOPUCTE IPU pellaBamby PEKYyPEHTHUX jeTHAUMHA,
IIpumep 27. OgpenuTu ommTy YiIaH HU3A {a,} 3amaTor ca ag =a; =1l n
Ay = ApAp—1 + a@10p—2+ ...+ an_10ao, 3an > 2.

Pememe. [TocTymajMo Kao y IpeTXOMHOM 3aJaTKy. Heka je f ¢yHrumja remeparpuca Hmsza {a,}. U3

—+o0 +oo
2 Z Z Z Z (z) —ao
= anT anx apln +a10p—1+ ...+ anao an—‘,—lgj
X
n=0 n=0

umamo ma je o - f(z)? — f(x) + 1 =0, omHOCHO pemaBamemM

“+o0
2 /2 —2
"y (” )x
1+1— 4z n—1\n-2
flz) = 5 = ,
x 2x

. . 1/ 2n 1 2n
(smak oxpebyjemo u3 mpsa aBa unana Hu3a). Cana je a, = — 1) = . a
n\n—
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dyHKIMje reHepaTpUce ¢ MOTY MHTETPAJUTU U MOTY C€ Y3UMATU HUXOBU U3BOAU (U TO WIAH MO UJaH), Tj.

/f(x)zzncicl St f’(x):Znan-xnfl.

Oso hemo npumenutn y ciaenehem 3anarky:

IIpumep 28. Hus {a,}n>1 sepunucan je ca ap = a; = 1 u (n + 3)an+1 = (2n + 3)a, + 3na,—1. Horasatu na je
CBAKM WJaH OBOT HM3a NPUPOJAH Opoj.

—+oo
Pememe. Hera je f(x) = Zan - " (pyHUERMja TeHepaTpuca HU3a a,. llocTaBma ce muTame kKako hemo nahwm
n=0
¢YHKIje TeHepaTpuce 3a CabMpKe KOJU yUCECTBY]y y JATO] PEKYPEHTHOj jeIHAUYMHW, Tj. Ha IpUMED (PYHKIW]Y
remeparpuce 3a Hu3 (N + 3)a,y1. OBme HeMo MCKOPUCTATU HAOMEHY HATY HEINOCPEIHO HPE 3aIaTKa, O U3BOLY
¢yurmuje regparpuce. Haume jacuo je

+oo +oo +oo f(x) —ap
n __ n n __ gl .
Z(n—i—S)aon = Z(n—i— Daptix +226ln+196 = f'(z) +2 . ,
n=0 n=0 n=0
—+oo —+oo
a 3aTUM CIIMYIHO Z(Qn +3)an -x" =2x- f'(x)+3f(x) n Z 3na,_1-2" =32 f'(z) + 3z - f(x). Konauro mo6ujamo
n=0 n=1

mu(pepeHnrjalty jeTHAYNHY
(x — 22 — 32%) f'(x) + (2 — 32 — 32%) f(x) =2 =0,

ca ycnosoMm 1a je f(0) = ag = 1. U cana je jom ,,camo” Tpeba pemutu. OBaj 3amarak Gam u HUje penpe3eHTATABAH,
jep je OBy mu(epeHNUjaHy jeIHAUMHY MOCTA TEMKO PENIUTU YKOJIUKO CTE CPEIHOMmKoal (MHOIU O BAC BEPyjeM
HU He 3HAjy WTa je To mudpepenuujanda jensaunua). Mebhyrum nocrynak no mobujene mudpepeHuujante jeqHadnne
cBakako Tpeba NPUXBATUTU U IPUMEHUBATH Yy HAIM Oa here Mmak NOOWUTU HEKY jeOHOCTABHY jeNHAUUHY KOy
here 3naru ma pemmre (0BO je vecto caydaj). HapaBHo Hu oBa jemHaurHa Huje HepemwuBa. Ilpumerure (Tj. oHU
YNTAOIM KOJU Cy O Cala MMAJU MCKyCTaBa Ca MU(epPeHNU]aJHUM jemHUYrHAMA) Aa Ou ce oBa qudepeHunujasHa
jemHaumHa Ge3 OBOjKe HA Kpajy MOrJa jeAHOCTAaBHO pemuntu (To Ou Oumia jenHaunHa KOja Pa3iBaja IPOMEHJbUBE).

3aro npobajMo ma ereMuHANIEMO OpOj 2 oqy3uMameM on f HEKOT IIOroJHOT m3pa3a. JacHO je ma 2 HecTaje YKOJIMKO
1-—2z .
yamemo g(z) = f(r) — ——-, a jenHaumHa ce cBOAM Ha
x

(x — 222 — 32%) ¢ (z) = (2 — 3z — 32%)g(x),

V1 —2x — 222

unje je pememe g(x) = BT — Konauno
x

1—2—+v1—2x— 222
f(x) = ;

212

ma pasBojeM y pemn mobujamo

n n <2kk)
n = kZ:O (k) k+1 -

IIpuMmeTumo ma ce CAUYHO MOTY PeEIIaBaTU U PEKYPEHTHE jemHaunne oOJuka Kao y nmpumepy 13, mana he ce Tamo
mobutn jenHaumHa Buiier pena (y jemHaxuuay he ce mojaBUTH U APYTH U3BOL).

OBne cy moOKazaHa caMO HEKa CBOjCTBA W NpUMEHe (YHKNMja TeHepaTpuca. Y KOJIMKO KEJUTE a4 CA3HATE BUIIE
(a Tpebanu Oucre) Moxkere mordenaTu HOp. Marypcku pan Mwumana Hosakosuha (moskere ra mpomahwu na
www.matf.bg. ac.yu/~matic/competitions).

Y oBoM ozeiky Huje oOpaliaHo mpeBuile Na)Kie Ha HEKe IIKOJCKE CTBApH, Kao IITO Cy pa3Bujame (QyHKIUja y
PeI WM PemaBame HEKAX OCHOBHUX Iu(epeHnujaiHux jeaHadmsa (unako BeliuHa umTana ca TUM jOII HUjE YIO3-
Hara). O cemy ToMe Moskere Halim Bume y yubenuky Awaausza ca anzebpom 4, 3a yerBpru paspen Maremarnuke
TMMaH3uje.
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§ PekypeHTHe jemHaumHe M Teopuja OpojeBa

3amany ca HM30BUMAa Cy YEeCTO BE3aHW 3a HEKY IOpYry O0JacT MaTreMaTWke, HOP. Teopujy OpojeBa, Hejend-
HAKOCTY WJIM [IOJIMHOME, T€ IPU PENmIaBarkhy TERU Me0 MO:Ke OUTH OHAj KOju HEMa HUKAKBe Be3e Cca HU30BUMA. Y
OBOM TIOTJIaBJbY Mo3abaBuheMo ce 3amanmMa ca HM30BMMA KO KOjUX je HEeOUMXOMHO MO3HaBam-€ Teopuje OpojeBa.

Cnenehu rkopucTu jeman Kopucan amapaT Teopuje OpojeBa:

IIpumep 29. (Ilyrmam 1999) Hus {a,},>1 oedpunnucan je ca a1 =1, a0 =2, a3 =24 u

2 2
6a; _ian—3 —8ap—1a;_,
a, = , 3a cBako n > 4.
Ap—20pn—3

Ioka3zaTu na je CBaAKM WiaH HU3a 1eo Opoj memus ca nl.

2
Ap—1

. Ap—10n—2
Pememe. Pemwnmo nmpso maty pekypeHTHy jenmauwmny. Ilpumermmo na Bakm a, = 6 - -8 ——, na
Ap—2 Ap—3
IEJbEIHEM Ca Ap_1 JOOUjaMo
Ap Ap—1 Ap—2
=6- -8 .
an—1 Ap—2 An—3

a

Cana je ouursenso na tpeba yBecTu cMeHy b, = L KOjy BasKu peKypeHTHa jemHavuHa b, = 6b, 1 — 8b,_s.
n

Karo je by = 2 u by = 12 mobujamo (kao y mpumepy 1) ma je ommrm uman osor Husa b, = 4" — 2". Kako je

Gp =bp_1bp_o---by uMamo ma je

n—1
an = H(4k 2k)a
k=1
n—1
na je morpebHO mokaszatu ma n! | H(4k — 2%), 3a cBaku mpupoman 6poj n € N, mro je 3amaTak u3 umcre Teopuje
k=1

6pojesa. Kao u kon Behune 3anaraka y kojuma tpeba mokazatu na n! menau Hexku Opoj, mocmarpahieMo moreHnuje
npoctux 6pojesa koje mexae n!. Hamme, npema mobpo mosuaroj TeopeMu yKoauko je p® || n!, o je

-2

k=1
n—1
na ykosuko pP || H(4k' —2%), noBommo je mokazaTu ma je > a. Jacuo j ma TpeGaMo PazMOTPUTH IBA CIydUaja:
k=1

—+oo +o0
(1) p=2. Y oBom cayuajy je jacko B =1+2+...+(n—-1)>n > E ﬁk > E [TZ] = @, YMMe je IOKa3 3aBPIIEH.
p* P
k=1 k=1

> 2. Kako je a ogpebeno nmorpedno je jom oapemutu (. Ilo OjmepoBoj Teopemu ") — 1, ma je cBagu
(2) p> 2. Kaxo j peb pe6HO je j p f. Tlo Ojneposoj Teopemu p | 26 , T8
n—1

o(p*) = p*~(p — 1)-tu unam mpoussona 1_[(42 —2%) memus ca pF. Camvum Tum
i=1

jep ce cBaku 6poj Koju je TauHO HesmuB ca p* pauyHa 1O jemHOM y cBakoM on mpBux k wranoBa cyme. Cama a < 3

. . n n
TPUBUjAIHO CJIEIU U3 OUUIIIEIHE HEJeJHAKOCTU | —- < [kl(l) . O
p p p—

Cnenehu npumep KoOMOUMHYje METOE pellaBalmba PEKYPEHTHUX jeTHAUMHA U3 APYLOr OIeJbKa, Ca MiAejaMa Teopuje
Opojesa.

IIpumep 30. Hus {a,},>1 mepunucan je caap=a1 =az=as=1mu

On+50n = Ap4+40n+1 + Gn430n42.

IlokasaTu na je CBAKM 4jaH OBOT HMU3a MPUPOAAaH OPOj.

Pememe. 3anar je mormuno pemeBaTy mHIyKnujoM. IIpermocrammo 3aTo ma cy cBu a;, 3a i < n + 4, nemmn
U JOKAKUMO 14 jeé U Qpy5 IE0. 3a OBO je MOBOJBLHO MOKA3ZATU O Uy | Uptdlpil + Gnt3Gni2. JACHO je ma OBO
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HE MOKEMO HUKAKO YPAAUTU AAPEKTHO, Tj. MM NEeMO MOpPaTU PEmUTH HU3 uiar hemo mopartu Hahw jom Hery
jemHauYMHYy KOjy WCIyHaBa JATU HU3 U3 Koje Nhe ce KeJbeHO JIaKIle BUAETU... llpumerumo ma je maTu HU3 3a0aT
jeIHOM HeJWHEapPHOM PEKYPEHTHOM jeIHAUMHY, T€ T'a He MOYKEMO PEIIUTU AUPEKTHO. KPEeHMMO 3aTO ca pelmaBameM
osor Hu3za (kao y tpehiewm moraasimy), jep u ako ra mMosxkzaa Heliemo pemwTu, nocroju manca ga hemo ycuyr nohu
IO HEKe npyre KOPUCHE KapakKTeprucTuke Hm3a. JlaTta jenHauymHa je XOMOreHa, IITO HAM Ce IO cala Huje cBubaiio
(anp. y mpumepy 13). Tlomenumo 3aTO OBY jeqHAYUHY Ca Up130nt+o YUME TOOUjaMO

Ap+5 anp An+4  An41

= . + 1.
an+3 an+2 an+2 an+3

. . . An42 . . bn+3

W3 oBako 3amucane jemHauywHe jacHO je ma Tpeba yBecTtu cMmeHy b, = , UMMe JegHayuHa IIOCTaje =
anp, n+1

bn+2 . bn+1 . . .
bi + 1. Hocnenﬂ,a JEMHAUYMHA HaM IIOHOBO HaroBe€IITaBa JOTUYHY CMEHY C, = T’ KOJOM JeqHaYrHa II0CTaje
n+1 n

Cn+2Cn41Cn = Cpnt1 + 1. Y3mMumMo cana u jemHauuHy pena 3a jenad Behier (0BakO HMCMO KPEHyJIU HA IIOYETKY, jep

TrMe He GUCMO HOOWIM HUINTA), Tj. Cpi1Cnt2Cn+3 = Cni2 + 1. Buammo ma ce majBume Tora CKpaTu YKOJIMKO OBE
. . Cn+3 Cn+2 + ]-

IBe jeqHAUMHE IIONEINMO, YruMe Ho0umjamMo = , OMHOCHO Cp4+3Cp+1 + Cpt3 = Cpy2Cn + Cp. Vakxo Ha
Cn Cn+1 +1

M3TJIe]] HUIITa HUCMO nobumnu (jep m3pasu ca pasHux CTPAHA JeJHAKOCTU HUCY WIAHOBU UCTOT HU3A), MOAABAHEM

Cn+2 + Cpt+1 O0eMa cTpanaMa umak gobujaMo

Cn+3Cn+1 + Cn+3 + Cn+2 + Cn+1 = Cp42Cp + Cn+2 + Cn+1 + Cn,

mTo ¢MO U kesenu. CMamUBameM CTEIeHa KOHAYHO J00ujaMo Cn+2Cn+1Cn +Cnt2+Cnt1+cp = caco+ca2+c1+co = 3,
OJHOCHO YKOJIMKO 33aMEHUMO BPEIOHOCT Cp

2 2 2 2
6an+3an+2an+1an = Op440p420n410n—1 + an+4an+1an + an+3an + an+3an+2an—1-

Ilocnenma jemnaumHa je MaJieKO KOMIIMKOBAHUja OJ MOJIA3HE M CAMUM TUM, MAKO je TO HOBA PEKYPEHTHA jeIHAYU-
Ha 32 Gy, MOKE Ce NECUTU Ja U3 He MOHOBO He MOOUjaMO HUINTA IMITO HAM je OX Heke Besuke momohu. Mebyrum
MHOTM HU30BU 33J0BOJLABAjY MHOIITBO OBAKBUX Be3a, Te He Tpeba oaMaX OMyCTajaTw Ol OBOT MPUCTyIa u Tpeba
npobarm Hahu OHY MOTrOmHY jemHAUYMHY. Y HAIIEM CJydYajy MOCHenma Be3a nhe HaMm umak mocta nmomohwu. ITpume-
TUMO & U3 Be Gy | Gnt20n—1(Anta@ni1 + Gpi3dnia), Ta je TOBOBHO HOKA3aTH A4 je (dn,dnt2dn—1) = 1. OBo hemo
ITOKa3aTHU TAKO IITO NeMO DOKA3aT! 1A j€ G, Y3ajaMHO MPOCTO CA Gpt2 U Ay Y3ajaMHO MPOCTO Ca Gp_1, 38 CBAKO N.
Iokaskumo npso apyro TBpbheme unaykmujom. IIpernmocraBumo na je 3a cse i < n 3aucra (a;—1,a;) = 1 U DOKaKU-
MO ma je (ap—1,ay). Y cynporaoMm yroauko je H3II jemnak d u3 ap—5a, = Gp—4Gn—1 + Gp—30,—2 UMaMO na d nenu
U Qp_30,_2, 0I& KAKO HE NEIU G,_o (U3 MHAYKIUjCKe xumorese), TO d | a,—3. CMamuUMO caja CTEIeH NPeTXOHe
jemHauMHE W mMOCMATPajMO OmeT AeBUBOCT ca d. JacHO je an_5an_o memuso ca d, 1j. d | a,_5. Hacrasmajyhn

0Baj MOCTYIAK 3aKbYUyjeMO Ia CY U Up_7,0n_9,... NEJBUBU ca d, & CAMUM TUM W jenaH ox OpojeBa a; WU ag.
Kako cy oba jemnarka 1 u d = 1. OBumMm je npyro tBpbeme morkaszano. Kako ce mpso TBpheme ciuyHO mokasyje, TO
ra ocraB/baMoO 3a BexkOYy. O

ITozabaBumo ce Ha Kpajy M jeZHUM BPJIO MHTEPDECAHTHUM THUIOM 3aJaTakd. Kao mTO je y APYroM IOIJIaBJbY
MOKa3aHO Dellelha MHOTMX JMHEAPHUX DPEKYPEHTHUX jeqHAuMHA CBOJE Ce Ha CyMe HEKUX MPAIUOHANHUX (UecTo
U KOMIUIEKCHUX) OpOjeBa, Ia ce MOCTaB/ba NUTAKE KAKO TOKA3ATH Oa Cy OHA IesbUBa HEKUM OpojeM (moceGHO
YKOJIUKO Taj OPOj HE 3aBUCH JIENO OJ TOT wiaHa Hu3a). Y BellMHM OBMX 3amaTaka IOCTYNAMO TAKO IITO TPAHC-
popMumeMo marte cyme H0 CyMa HEKUX JIAKIUX U3pa3a (HIp. CyMa HEKUX APYTUX YIAHOBA HU3Aa), & O KOPUCTU je
U NO3HaBame OCOOMHA HEKUX CKyIIOBa KOjU He CaIp:Ke CaMo ILiese OpojeBe, ajlu Cce Ca HBUMa MOLY JIAKO IIOBE3aTH.
Cuneneha nBa mpmMepa Ha NpaBuM HAUWH OCJIMKABAj]Y OBA JBA METO.A.

IIpumep 31. Jlyracos mu3 {L,} nepunucan je ca Lo =2,L1 =1u Lyp41 =Ly + L1, 328 n > 1. Horasatu na Ly,

neau L€p+1)/2 — 1, 3a cBe mpocte O6pojese p > 3.

Pememe. Jacuno je ma ce JlykacoB mm3 pasaukyje nn PubomaumjeBOr caMo MO MOYETHUM UJIAHOBUMA. Kao y

14+5 1-+5
I+vo 5 1-vo

IPBOM IPUMEPY HAJIA3UMO M2 je OIIITY 4jaH OBOr Hu3a L, = o' + (", rue je a = 5 16} 5 Heka je
+1 . .
pT = k. Uckopuctumo unmenuny na je af =1, Tj.

P k—1 P
LY = (o + gy = Z (f) aP=Dkgif — Z(_l)ik (f) a(P=20k | Z;(_l)(p—i)k (i’) Bei-pk,

=0 =0
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P k—1
Ima Kako je E <p) pEi-pk — E (p> (fl)ikﬂ(p*%)k, 3ajeHO ca IPETXOMHOM jeTHAKOCTH HOOMjaMo
i i

i=k i=0

k—1
p
P = Z <i>L(p2i)k'

=0

Cunencha uzneja je ma m3pa3 ca mecHe CTpaHe HEKAKO CPEIMMO. 3aTO Ou HaM OMIIO MACATHO & YJIAHOBE CyMe Ca
IecHe cTpaHe (MIM ey CyMy) 3aMEHHMO HEKUM jeIHOCTaHWjUM m3pasuMma o Monyiy L,. Hapasuo kako oBaj Hu3
HeonosmuBo moaceha ma ®PuboHaumjeB HU3, TO CYy U UACHTUTETHA KOjU Baske maMmeDy wianoBa Hu3a canvnau. Taxobe
OPUMETHMO Ja MHAEKCU WIAHOBU IOCIeNhe CyMe Hekako mojceliajy Ha mOTIYH cucTeM ocraraka (jeArHO MTO UX
HEeMa NOBOJLHO), IIa je JIOTMYHO Aa mpobaMo na 3a BUX oxpeauMo Heku 6poj m3 ckyma {Lg,L1,...,Ly,_1} Koju je
ca BUM KOHrpyeHTaH (o Monyiy L,). 3aTo TpaskuMo maeHTUTET y o0auKy oHor mox (?77) y TeopeMu 3, a 3aTuM
gako (U3 ONINTEr WiaHa) AOKA3YjeMO & BaKU

Lan - Ln+m + (_1)an7mv

OMHOCHO 3a N =8§+pu m =p, Lgyo, = (—1)*T1Lg (mod L,). Cana mac sanuma kor je obmuxa (p — 2i)k, na 6ucmo
. . N p+1 p+1-—-2¢ | ) )
nperxonHo npumenuiu. Kako je (p — 2i)k = (p — 2i) - 5 =P 3 — 4, TO je 3a i MCTe MAPHOCTU Ko

uk, (—=1)*L,_2yr = (-1)FL_; = L; (mod L), a 3a i u k pasmmanre naproctn (—1)* L, o, = L,—; (mod Ly).
3HauM gara cyMa MOsKe Ha ce 3aMeHu cyMoM oHux L, (y3 omroapajyhu 6GuHOMHU KOepUIMjeHT) 3a KOje je i ucre
mapHOCT Kao u k, upu yemy je 0 < ¢ < p— 1. 3Hauu npeMa nNpeTxomaHoM

Li=z<§>( 0,

rIe ce CyMuUpame BPIIM [0 nNpeTxonHo onucanuM i. OBO je cymMa CBaKOr APYror 4iaHa OMHOMHOI pa3Boja, ma ce
padyyHa Kao y APYroM IIOIJaBJ/by U BaKU

2L} = ((a + 1) + (=1)*(a = 1)) + (B + 1) + (=1)*(B - 1)?),
ma kaxo jea+1=a?, B+1=3% a—1=—-3u 3 —1=—a, u3 IpeTXoqHEe jeIHAKOCTA KOHAUHO NOOHMjaMo
2L = Loy + (=1)*PL, = Ly, = Ly (mod L,).
Kaxko L, nuje mapan (3amTo?) HAaIl NOKa3 je 3aBPINEH. a

Cunenehe pememe je mocra moyuyuno u tpeba ra mo0po mpOCTyaUpPaTH:

IIpumep 32. (Pymynuja 2004) Heka cy a,b, ¢ € Z, upu yemy je b wenapan, a {z,} au3 nedunucan ca g = 4,21 =
To =2c,x3=3bmu
Ty = ATyp_g +bxy_3+cry_o, 3an>4.

Jlokasatu ma je 3a cBakM IpPOCT OpoOj p M mpupomaH 6poj m Opoj Tp= HemuB ca p.

Pememe. Y oBoM pememy mapajesHo hemMo matu HOKa3 KOju KOPUCTU TEOPHUjy W UUCT €JIeMeHTAPHU JOKa3. 3a
noueTak pemuMo gatu Hu3. [Ipema mpumepy 4 3akbydyjeMo Oa je OMINTU UJaH HU3A 3a0aT Ca

Ty = Aaf + Bay + Caj + Doy,
Ipu 4eMy Cy o, (g, (3, 0y Hysie moimaoMa z* — cx? — br — a. VI3 modeTHux unaHOBa Hu3a 1 BueToBux (Gopmyna
Hasmas3uMmo ma je A = B =C =D =1 (0BO je Majo HANODHUjU, AJU IIKOJICKU [IOCAO, I1a C€ OCTABJbA UUTAOLLY ).
3Hauu mpeocTaje na IOKaKeMO Ia je

m m m m
zpm =0 +af t+of +af ()

[eJbUBO Ca P 33 CBAKM HPUPOJAH OpPOj m, mpum ueMmy Cy g, 2,3,y HOBe3aHu onrosapajyhmm BumeroBum dop-
Mmynama. U BepoBasu mim He 3a0aT Ce OJaBIe MOKE 3aBPIIATU Y jeTHOM pely, HAapDaABHO y3 MO3HABAHE TEOpUje.
3aMucauMo 3a mOYeTak Aa ¢y OpojeBm «; menn (HapaBHO 3a ommre a,b,c OHU Cy KoMiekcHZ). Tanma je jacHo ma
hemo y (%) camo mpumenutn PepMaoBy TeopeMy U HOCUTH Tpm = g + g + a3 + ag = 0 (mod p), wro 3aBpmasa
mam moka3. MeDyrtum «; mucy ysek mesmu. Ha mamy Benuky cpehy mocroju Teopuja (BpJo jemHocTaBHA) KOja
he orkmomuT; oBaj mpobisem. Hawmme KOHrpyeHIMje ce MOTYy YBECTH U Y CKYIl aA2€0GPCKUT Yeaur 6pojesa, Tj.
CKYII CBUX KOMJIEKCHUX OpOjeBa KOju Cy HyJIe IeJOOPOjHUX MOHUUHUX HOJuHOMA (MITO (1, (e, 3,y jecy). Hanme
KasKeMo Ia je w; = wy (mod 7y) (w1,ws,y cy anrebapcku Iesu) YKOJIMKO HOcToju anrebapcku neo 6poj § Takas
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na je wy —ws = v -0 (ucto Kao Kox meaux Gpojesa). HapaBHO KOpUCHA je UMEEHMNA Aa je 30Up U MPOU3BOI
nBa asnrebapcka 6poja aarebapcku, Ima CaMUM TUM Baske CBA& OCHOBHA CBOjCTBA KOHIpyeHIUja (mpasBuia 3a 30up,
npousson, crened...). Crnemmjanno (1 MHOTO BakHO) Basku u (w1 + wa)P = w! + wh (mod p), 3a cBaku npoct 6poj p
(oBO ce morasyje mcTo Kao u 3a mese 6pojese). Canma manyrmujom (mo m u n) xobujamo u

(Wi+wst.Fw)? = 4w+ w2 (mod p),

3a cBaku mpocT 6poj p m npuponHe 6pojese n u m. Ilocaemme Moxkere (n Tpebare) 3amaAMTUTU KAO TEOPEMY U
TaKO KOpUCTUTU. JACHO je ma je mpuMeHoM oBe TeopeMme y (x) 3anarak 3aspmen. J[o6po Huje Ham CKpo3, jep MO
MU qo0uan na je rpm = pvy, rae je v anrebapckm meo Opoj, aji CAMUM THM je 7y PAIMOHAJAH, & CAMUM TUM U I€0
(asnrebapcku meo Gpoj KOju je paurOHAJAH je U Heo U3 JepuHunuje).

HapaBHo 3amaTak ce MOKe DEIIUTU U eJIeMEeHTapHO (Tj. Ha MCTU OBaj HAYWH, ajyu NPUMEHOM ,iTana u kaHamna').
Jlokazaliemo MCTO mMTO 1 y MPETXOAHOM CiIydajy, Tj. ma je (aj+ o +az+ay)P" = a‘fm —|—o/2’m + agm —&—aim (mod p),
anu 6e3 kopumhema KOHIDYeHIja y CKymy aiarebapckux neimx OpojeBa. IIpema monmmuHOMHOj hOopMyan mMamo

Z p! ki ko ks k
(011 +ag + a3+ a4)p = ki) kol kgl ky! ' a11a22a33a44.
k1+ko+ks+ks=p ’ ’ ’ ’

[IpuMeTrMO fa y OBOM PAa3BOjy CBH WIAHOBU CEM (f y4eCTBY]y Ca KOC()UIM]EHTOM NE/bUBUM Ca p, IIa je

(a1 +astas+ag)’ —al —ab —ab —al =p- A
Ocraje jom ma moraskemo ma je A meo 6poj. Ilpumerumo ma je A cumerpuvan m3pas y OIHOCY HA Qq, g, A3, Q4
ca meauM KoepumujeHTuMa (TadvHuje 1eso6pojHu cuMmerpuyay nosauHoMm). CammMm tM (o mosHaToj Teopemm) A
ce MOKe MPUKA3ATU U Kao HEeJOOPOJHU MOJIMHOM OCHOBHUX CUMETDPUUYHUX CyMa 3a (v, (sg,qs, 4 (TeopeMa kKaxe ma
Cce CBAKU [eJOOPOjHU CUMETPUYHU IIOJUHOM MOMKE MPUKA3ATA KAO0 IeJ00POjHI HOJUHOM oAroBapajyhmx ocHOBHUX

cuMeTpuyHUX cyMma). Kako cy cBe oBe cyme u3 BueroBux ¢opmysna menu 6pojeBu, JOKa3 je 3aBPIIEH y CIyYajy
m—+1

m=1. Name u3 (a1 +az +az +ag)?" =, (&} +ab +aof +a})P" noras saspuraBamo ummyKIMIjoM. O
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¢ 3amamu 3a BEKOy

1. (MMII 2005, mpennor) Herka cy P,Q,R € C[X] Henyna HOJMHOMU U a,b,¢ DAIUYUTU HEHYJa KOMIUJIEKCHU
6pojesu. Ilokasaru ma ykomauko je ckyn Z = {z, = P(n)a” + Q(n)b™ + R(n)c™ : n € N} rkonauan, nocroju p € N
TaKaB Ja € Zntp = Zn, 38 cBe n € N,

2. (Upcka 1998) Hepurummmo uuz {x,} ca xo,21 € R u

1+ Tn41
Tn

Tpy2 =

3an > 1. Ogpenutu T199s.

3. (Aycrpo-Ilomcra 1996) Huz nonmuunomu P, (z) nedurucan je ca Py(x) =0,Pi(x) =z n
P,(z) =zP,—1(x) + (1 —z)Pr_2(x)

3a n > 2. Hahu cBe kopene mosuuaoma P,.

4. (Banramujana 2002) Hahu cse ¢pyuruuje f: N — N, rakse na je 3a cako n € N

2n + 2001 < f(f(n)) + f(n) < 2n + 2002.

2n—1]

5. (Casesno 2003, 3 pa3s) Jlokasaru na je 3a cBaku npuponan 0poj n 6poj [(5+ v/35) memus ca 10™.

6. Huz z,, je pememe pekypeHTHE jeqHAUMNHE
Tp4s — 28p40 — 2Tp1 + 2, =0, 1 =1, 29 =12, x3 = 20.
Iokazatu na je 1+ 4x,T,41 DOTIYH KBAAPAT 38 CBAKO N.

7. (Mazna onummnujana 2005) Har je uuz 21 = 1, 20 = 4 u zp40 = 441 — T, 32 n > 1. Hahwu cBe npuponue
Gpojese m, TakBe ma je 6poj 32 + m MOTHMYyH KBaApAT 3a CBe MPUPOIHe Gpojese n.

8. (Bujermam 1988) Hera cy a,b nenu 6pojesu. Heka je uu3 (a,) mepunucan ca ap = a, a; = b, ag = 2b —a + 2,
Un+3 = 3ap42 — 30n+1 +ay,. Hahu onmru unan suza u sahu a,b TakBe na je 06poj a, OOTHyH KBanpara 3a n > 1988.

9. Hus npuponnux 6pojesa (a,) mnebpunucan je ca a; =2, ap =7 u

a2

——<apt1 — —— < —.
9 T g T2

Hoxrazatu na je a, Hemapax.

10. Hus {z,},>1 3amar je ca x1 = x2 =1, Tpqo = 1dxp41 —x, — 1. IlOKa3aTu na je CBaku YiIaH OBOT HU3a IOTIYH
KBaApar.

11. (Benura Bpuranumja 1998) IlokasaTu ga HOCTOjU jeAWHCTBEH HU3 {a,} OPUPOMHUX OpOjeBa, TakaB A& je
a1 =1,a3 =2,a4 =12 1 ap41a, = a2 +13an>2.

12. Hus {a,} medpunucan je ca ag=a; =5 n

ap—1 + Ap 41
98 '

Ap =

+1

IloxazaTu na je MMOTIYH KBaApaT 3a CBe 1 = 6.

13. (Pymynuja 1999) IHokasatu na je 3a cBaku npuponas 6poj n 6poj

o+ 1 o+ 1 o+ 1
S, = (T oy (T g2 g (g0
0 2 2n

jenHak 30Upy ABa y3aCTOIHA KBaIPATA.

14. (Pymynuja 2004) Heka cy m u n npuponau GpojeBu u Heka je m menapas. Jlokaszatu ma je 6poj

1 < /3m
- — 1)k
tm 3mnz(3k>(3n i

k=0

DY}



I1e0 3a CBAKW IpUponaH Opoj m.

15. (Pycuja 1995) Hus a,, 3an0Bo/maBa je THAYUHY

1
Um+n + Gm—n = §(a2m + a2n)7 3amzn = 0.

YEKOIUKO je a1 = 1 ogpenuTu aiggs-

16. PemuTu pekypeHTHY jeqHAYUHY

Tpg1 = DTy + /2422 +1, 27 =0.

17. (UMO 1995, 4 san) IosutuBau peasnu GPOjeBU T, T1,...,T1995 38TOBOHABA Lo = L1995 WU 3a CBE § =
0,1,...,n—2

1

i—1 T

Ti—1+

W wemro ce Tpaku...

18. (Mana onmuumujaza 1990) Hus (a,) nar je penanujom anioa, = a2, + 8, n € N, y3 noderse ycnose a; = 4,
as = 6. Ilokazatu ma je 6poj 9a2 — 128 kBampaT pammoHasHOT Gpoja 3a cBako n € N.

19. (UMO 1996, upenaor) Heka je a > 2 peanan 6poj, 1 HepUHAIIAMO HU3

a2
n
ag =1, a1 =a, an+1:(a —2).

2
n—1
IlokasaTu nma je 3a CBakM nmpuponaH Opoj k Baku
1 1 1 1
—F — 4.+ —<-2+a—Vat—4).
ag  aq ay 2
20. (AIIMO 1995) Ongpemury cBe HU30BE a1, ds,...,A1995 PEANHUX OpOjeBA KOJU 3aJ0BOLABAJY

2vVa,—(n—1)Zapt1 —(n—1), 3an=1,2...,1994,

2\/ a1995 — 1994 = a; + 1.

21. (UMO 1983, upemior) Heka je a npuponan 6poj u (a,) HU3 medpuHUCAH CAa:

ap =0, any1 = ala, +1) + (a + Da, + 2v/a(a + 1)an(a, + 1).
IlokasaTu na je 3a cBe mpupomHe OpojeBe n, U a, IPUPOAAH.

22. (MMO 1989, npensor) 3a HU3 ag, a1, ...,d, PeasHux OpojeBa Baku ag = a, = 0 n 3a cBako 1 < k< n—1

nMaMoO
n—1

ar =c+ Z ai—k(a; + a;i11).
i=k

IlokasaTu na je ¢ < —.
4n

23. (Byrapcka 1996) Ilokaszartu na 3a cBaku npupogHa 6poj n > 3 mOCTOje HemapHU HPUPOIAHUA OPOJEBU Ty, Yn
TakBu ma je Tw2 +y2 = 2",
(Modamax: mahu Gpoj pemema OBe jeTHAUYNHE)

24. (Casesno 2004, 4 pa3) Hu3s (a,) oxpeben je ca a; =0 u
(n+1)3a,11 = 20220+ Da, +2(3n +1) 3a n > 1.
IHokazaTu na GECKOHAYHO MHOTO WJIAaHOBA HU3a MPUMALA CKYIy MPUPOIHUX OpojeBa.

25. (Kura 2000) Hu3s {a,} nedunucan je ca a; =0,a2 =1u

1 1 n
ay, = inan_l + in(n —Dap—o+ (-1)" (1 — 5)

1=



3a cBe n > 3. OnpennuTu eKCHINIUTHY (GOPMYIy 3a

n n n
fn an+2<1>an—l +3<3)an—3 ++n<n_ 1>a1-

26. (Yemra - Cnosauka 1995) Hus {a,} mepurucan je ca a3 =2,a2=5n
ngo = (2= 1) ani1 + (2+n?)ay,
3a n > 1. Ila gu nocroje 6pojeBu p,q,T TAKBU I j€ GpGq = Q"7

27. (UMO 1984, mpenzor) Heka cy (a,) n (b,) mBa HU3a mpUpomHUX OpOjeBa TAKBUX Ha j€ Gnpi1 = Nap + 1,
u b,11 = nb, — 1 3a ceako n > 1. IlokasaTu ma OBa ABAa HU3a MOTY MMATU HAjBUIIE KOHAYHO MHOTO jeIHAKUX
eleMeHara.

28. (Tajsan 1997) Heka je n > 3 npuponan 6poj 1 HEKa HU3 OPOjeBa a1,as,. .., dn 33T0BOLABA G;—1 + i1 = Kia;
3a HeKu 1neo 6poj k;. Horazaru ma je 2n < > k; < 3n.

29. (Kuma 1995) IlpermocraBumo na 2n peasHux OpojeBa ai,asg,...,a4n, 01,0, ..., b, (n > 3) 3amoBomasa ycuose:
n n
M Ya=3n
i=1 i=0
(2)0<ar<asua;+a41=a;423ai=12,...,n—2.

(3) 0<by <bsmwb;+bjy1=biqe3ai=1,2,...,n—2.

Hoxrazatu 1ga je an—1 + ap < b1 + by

30. (Benopycuja 1999) Huzosu {z,} u {y,} nedpunucanu cy ca 2, =y, = /3 u

Tyl = Tp +/1+ 3

Yn
o Yntl = .
B VA

Ioxkazatu ga 3a n = 2 Baxku 2 < Ty, < 3.

31. (Kopeja 2001) Horazatu na Pubonaunjes Hus {F,} 3am0BOomaBa jeAHAKOCT

F3 o+ F3 )
Fy, = —2nt2 "~ 2n-2 5 =2 2F3 . 3an =2

32. Hus {a,} medpunucan je caa; =1lmzan=>1
Upt1 = 2y, + 1/3a2 — 3.

Ilokazatu na je agni1 = an+1(a%+1 +1),3an>0.

33. (Mana ommmnujana 2005) Komuko mva 100-tmdpennx nmpupomaux GpojeBa y uYUjeM ce IEeKAHOM 3AIUCy
IIojaBJbyje caMo HelapHe Hupe, IPU YeMy je pa3JjnKa CBake ABe cycelHe nudpe jenHara 2.

34. Hahwu 6poj OunapHUX HU30BA Ly:KUHE N KOju He canpske momam3 010.
35. (UMII 2006) IMocmarpajmo ckyn S, = {(z1,x2,...,x,) : Vi =1,2,...,n, x; € {0,1,2}} u ckynose
Ap ={(z1,22,...,2,) € Sp:Vi=1,2,....n =2, {&i,Tit1, Tita| # 1},
B, ={(x1,22,...,2,) € Sp: (®; =241 = x; #0)}.
Hoxrazatu na je |Any1| =3 |Byl.

36. (Casesno 2001, 3-4 pas) Heka je k mpupoman 6poj u Ny 6poj mHuszoBa myskuae 2001 uujm cy cBU 4IaHOBU
enementu ckyna {0,1,2,...,2k+ 1}, a Hemapan 6poj unanosa cBagor Huas jemuak je 0. Onpemntu najsehn cremen
nBOjke Koju mesu Ny.

37. (MMO 1998, mpenzor) (a) YKOINKO ce MPaBOYTraOHWK AUMEH3Mja 5 X 1 MOke MOIIodaTh GUrypama Kao Ha
CIUIM, NOKA3aTU Ma je N IapaH.
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(6) Ilokasaru ma moctoju Bume ox 2-3¥~1 maunna ma ce momnoua matu 5 x 2k npasoyraonuk (k > 3) ca 2k ¢urypa.
(CuMeTpuyHa NOMIOYABAKA CY PA3IUUUTA. )

38. (UMO 1999, npemior) Buosormuap mocmaTpa KaMeseoHa. KaMesreon XxBaTa MyBe M OJMapa Ce IMOCIEe CBAKe
yxsahene. Brosnoruuap je mpumeruo na:

(1) upsa myBa je yxsalieHa mocie omMapama Koje je Tpajaso 1 MUHYT;

(2) Bpeme ommopa Tpen 2m-To XBaTama je UCTO KA0 BpeMe OAMODA MPEJ M-TO XBATAKE U 3a jenan MuHyT kpahe
oI oaMapama Ipen 2m + 1-Bo XBaTame;

(3) kama KaMeJeOH mpecTaHe Aa ce OaMapa, OH MyBe XBATA TPEHYTHO.
(a) Komuko MyBa je KaMeJEOH yXBaTHO, IPe HEroBor IPBOI oaMapama ox 9 MunyTa?
(6) Hocae komuko MuHyTa je yxsatuo 1998. myBy?
n) Konuko je mysa yxsalieno mocse yrymuo 1999 MunyTa?

39. (BMO 2003, upennor) Heka je C = {(a1,az,...,a2003) : a; € {0,1} 3a 1 < ¢ < 2003}. 3a cBako a =

(a1,az,...,a2003) u3 C nepunumemo uu3 A = (Ay, As,..., Aso03) ca Ay =ar1 n
A — Ai—l 3a aiZOI/I.TII/I Ai—l 22/2
T 1—A;_1 3aai:1HAi,1<i/2,

3a i > 1. Oppenuru 6poj Hu3osa a u3 C TakBux ma je Asggz = 20.

40. (MMO 1998, npemsor) Kapre mymepucane 6pojesuma ox 1 mo 9 mopebane cy y HekoMm mopenky y Hu3. Y
jeIHOM KOpakKy MO:Ke ce y3eTu OWJIO KOju OJIOK y3aCTONHUX Kapara, uyuju cy OpojeBu y pactyhiem mnu omamajyhem
nopenky, u okpeny tu ra. Ha mpumep Hu3 916542748 moske ce 3amenuTu Hu3oMm 914562748. Ilokazatu ma ce y
HajBuire 12 KOpaka KapTe MOT'Yy YPEeIUTH TakKo na Cy y pacTtyhem mium omamajyhem mopenky.

41. lora3aTu ma 3a CBaKU OIPUPOAAH OPOj N BaKU UIOECHTUTET

[

NE
—

(Tl — + 1) 22 7 (71)n+1 + 2n+2

. 7 3
1=0

42. (Ksamr M463) Herka cy 1,%2,...,Tn,Y1,Y2,---,Ym OPUPOMHK OpPOjeBM TAKBU Oa je X1 + To + ...+ T =
Y1 +y2 4+ ... + Y < mn. Ilokazatu ma ce y HOCIEOH0j jeTHAKOCTU MOTY MPEIPTATU HEKU cabUpIU TaKo Ia
jemHaKOCT OCTaHE HA CHA3WU.

43. (MMO 1984, upemnsor) Hahu cBe nusose aj,as,... Takse na je a1 =1 u

2mn

G — Ay | <

3a CBaka JBa OpupoaHa O6poja m u n.

1
44. Heka je n npuponau 6poj. Hu3s {a,} medunucan je ca ag = T

2

_ ap_1

ar = ag—1 + )
n

3a k=1,2,... Illokasatu na je

1
1——<a, <1
n

45. (ATIMO 1999) Hus {a,} 3an0B0o/baBa HEJEHAKOCT Uptm < G + Q. JlOKa3aTy ma 3a cBaku Npupoman Gpoj n

Ba)KU HEjEIHAKOCT
n
ag
g — < ay.
k
k=1

46. (Kuma 1997) Heka cy a1, as,... HEHErATUBHU Ledu OpPOjeBU 3a KOje j€ dpim < ap + G 32 CBe IPUPOJIHE
6pojese n, m. IlokazaTu na je

n
a, < may + (— — 1>am.
m
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7. (Kuna 1998) Hexka j Je n mpupoaaa 6poj. OnpenuTu na v TOCTOje TPUPOIHU OPOJEBU A1, A2, - - ., Un, b1, b2, ... by

TAKBU 1A je Zaz Zb u

1=1
— b 1

—1 a1 —

" >;al+b 1998

48. Ilat je uu3 npuponaux 6pojesa {a,}, Tako ma 3a cBako n € N Baxu
0 < apt1 —a, < 2007.
Ilokazarn na moCToje MHIOEKCH § < j, TaKO A3 a; | a;.

49. (Byrapcka 1996) Hus (a,) je medurucan ca a3 =1,

an n
apy1=—+— 3an=>1
n ay

IlokazaTu ma je 3a cBaku pUpodas 6poj n > 4, [a2] = n.
50. (UMO 1994, npemsor) Heka je ag = 1994 u

a,
a, +1

Ap4+1 =

3a cBe HeHeraTwBHE 1eje n. lokaszatu ma je 1994 — n meo meo Gpoja a, 3a 0 < n < 998.

51. (MMO 1998, npemaor) Hus a,as, ... nepunucan je va caenehu mauun: a; = 1 u 3a cBako n > 1, ap41 je
HajMamu 6poj Behnu ox a, TakraB ma je a; +a; # 3ax 3a cBaka Tpu 4, j, k € {1,2,...,n+1}, He o6aBe3HO paznIUIUTA.
Onpenntu ajggs.

52. Hus je nedunucan ca ag = a1 = 0,a2 =1 1 apy3 = apt+1+1998a, 3a n > 0. Joxkazaru na je 3a CBaAKU IPUPONAH
opoj n
A2n—1 = 20n0ny1 + 1998an 1-

53. Deckonaunu HU3 IBOJKU U TPOjKU
2,3,3,2,3,3,3,2,3,3,3,2,3,3,2,3,3,3,2,3,3,3,2, ...

UMa CBOjCTBO Oa YKOJIUKO (HOPMUPAMO HU3 KOjU pempe3eHTyje O0poj Tpojrku uadMelDy y3acTOMHUX MOjaBLUBAMA,
O6poja 2, mobujamo HU3 maeHTUYaH noja3HoM. JlokaszaTu ma mocToju peasiaH Opoj r TakaB Ia 3a CBaKO N, NM-TU
YJIaH HU3a je 2 aKko U caMo ako je n = 1+ [rm] 3a Heku HeHeraTuBaH I€O GPOj M.

54. Heka je k matu npuponan 6poj. Hus {z,} medunucan je ca x1 =1 u 2,41 je HajMawmu Ipupogas 6poj Koju
He mpulana CKyny {i,Ts,...,Tn, 21 + k, 22 + 2k,...,x, + nk}. IHorazaru na mocroju peanan Opoj a Takas na je
Zn, = [an] 3a cBe npuponue 6pojese n.

55. Heka cy a u b npuponuu 6pojesu pazmuuutu on 1. Hus {x,} medunucan je ca 2o =0,y =1 u3zan > 2

4 — ] a¥n1—2n_2 yromuro je n memapan
" bxp_1 — Tp_2 YKOJUWKO je m mapaH.

IloraszaTy na je IPOM3BOXA CBAKUX k y3aCTONHWX WIAHOBA HM3A IEJLUB CA MPOM3BOIOM IPBUX k.
(U peja: mocmarpary u HU3 {y,} 38 KOju BayKM MCTa BE3a Kao U 3a {I,} CaMO ca MPOMEHEHNM MECTHMA 34 a u b)

56. Heka cy a u b upuponuu 6pojesu. Hu3s {z,} nepunucan je ca xg =0,z =1 u3an>2

o { ama+Tn o yrOMMEO je n Hemapan
" bTp_1 + Tp_2 YKOJWKO je m HmapaH.

IloxkazaTu na je Ipom3BOJ CBAKUX Kk Y3AaCTONHUX YIAHOBA HU3a IEJbUB CA IPOU3BOIOM IPBUX k.

57. Hokaszaru na 3a Pubonauujes uus {F,} Baku ugeHTurer
i (n — k) P
= L'n41-
k=0 k
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58. Ilorasaru na 3a Hu3 Karamanosux Gpojesa {C),} Baku uneHrurer
n—1
2n 2(n—1) 2n—k—-1)
=3 C .
<n) <n—1>+k¥1 k(n—k—l

59. (MMMO 1998, mpemiuor) Heka je ag,ai,... pactyhn HM3 HeHeraTMBHUX LenuX OpOjeBa TAKaB Oa Ce CBAKU
HEHeraTrBaH Ile0 OpOj MOXe Ha jeJWHCTBEH HAUMH NPEACTABUTH y OOMMKY a; + 2a; + 4ay, rme 6pojesn i, 7,k He
Mopajy ouru paszauuntu. OapemuTr ajggs.

60. [lorkazatu ma je 3a cBaku mpuponaH Opoj n 6poj pasnarama Opoja n Ha pasiauuure cabupke jemHax Opojy
pasnarama Opoja n Ha HemapHe cabupke.

61. Hus {a,} mepunucan je ca ap = l,a;1 =1 u ap, = an—1 + (n—1)-a,_2, 32 n>2. IlorkaszaTu na je 3a CBaKM
HemapaH IpocT 6poj p 6poj a, — 1 nemus ca p.

62. (ITyruam 1983) Hus {a,} npupoxaux 6pojesa neduHucan je ca

3
a; = 2, Ap+1 = |:2an:| .

Ilora3zaTu fa mMocToju GECKOHAYHO MHOI'O WJIAHOBA OBOT HU3A KOjU Cy HEIapHU.

63. (Bujermam 1996) Heka cy a u b npuponuu 6pojesu, mpu demy je a mHemapan. Hwus {u,} neduaucan je ca
1
up = b m 3a cBako n € N BaxRU Upq1 = oln YKOMIKO je Up TmapaH U Upt1 = Uy + G UHAYE.

(a) Hoxrazatu na je u, < a 3a Heko n € N.
(6) Hoxasarn na je u, NepPUOIUYAH O HEKOI MECTa IIa HAaJAJbE.

64. (Pycuja 2000) Hera je {a,} au3 nepunucan ca a; =1 u

u [ an—2 axrojea,—2¢{a,az,...,ant ma,—2>0
"1 7 4, +3 wunaue.

IlokazaTu na 3a cBaku mpupomad 6poj k > 1 mocToju n Takso ma je a, = k? = a,_1 + 3.

65. (Pycuja 2000) 3a caku Hemapan Opoj ag > b uu3 {a,} gedunucan je ca

an
2

a? —5 axo je a, Hemapaw
Ap4+1 =
HMHAaYe.

IloxkazaTu na HU3 HIje OrpaHUYEH.

66. (BMO 2006, 4 3an) Heka je m npuponan 6poj. Oxpemutu cBe npuponse OpojeBe a TakBe na je Hu3 {a,}
neduHUCAH ca ag = a U

a .

- aKo je a, mapaH
ap41 = 2

a, +m wuHaAUE

3a n 2> 0, nepuoauJaH.
67. (ITomcka 1997) Horazatu na HU3 OpojeBa ap =1 u

Ap = Qp—1 + afz)
canp:En GECKOHAYHO MHOTO YJIAHOBA NEJLUBUX Ca 7.

68. (MIMO 1988, mpemmor) Heka je ag =0, a; = 1 n a,, = 2a,,_1 + an_» 3a n > 3. Iokasaru ma 2* | a, ako n camo
ako 2F | n.

69. (Byrapcka 2000) Heka je uu3 {a,} nedpunucan a1 = 43,a2 = 142 u ap41 = 3ay, + an—1 3a cBe n > 2. Ilorazarn
Ia je

(a) (an,an+1) =1 3a cee n > 1.

(6) 3a cBe mpupoane Gpojese m MOCTOju BECKOHAYHO MHOTO NPUPOAHUX OPOjeBa N TAKBUX AA CY dp — 1 U Gpy1— 1
oba mesmuBa ca m.
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1
70. (UMO 7?7, upenior) Hus npuponaux 6pojeBa mar je GpopMyIoM a, = {n ++/n+ 2]. Onpenutu cBe 6pojese

KOjU IpUIanajy OBOM HHU3Y.
71. (Byrapcka 2003) Hu3s {y,} mepunucan je cay; =y2=1m
Ynt2 = (4k — 5)ynt1 — yn +4 — 2k,
3an > 1. Ogpenuru cBe npuponre O6pojese k 3a Koje je CBAKM WjaH HU3a NPUPOAaH OPOj.

72. (Kanana 1995) Heka je m npupoznan 6poj. lepunummmo uu3 {a, }n>0 ca ag =0, a1 = m u ayp41 = m2a, —an_1
3a n > 1. Ilokazaru na je nap (a,b) HemerarusBHux meaux OpojeBa, rae je a < b, pememe jeqHaYUHE

a? + b2 9

ab+1
ako 1 camo ako je map (a,b) jemnak napy (an,an+1) 3a Hexo n > 0.
73. Hus {a,}n>1 Oedunucan je ca ap =a1 =az =az =1, n
Ap4aQp = Qp430p41 + ai”.
IloxkazaTu na je CBaAKM 4jaH OBOI HM3a NPUPOAAH OPOj.
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¢debpyap 2007.
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