[lenoBa jemmauwuna

Lywan Byxuh

0° ¥YBon

YecTo cMO ce cpeTaym ca JuHeapHUM ANO(GAaHTCKUM je THAUYMHAMA, 1 OBAKBE jeTHAYWHE 3HAMO
[a pemaBaMo noMohy jemHocTaBHOr anropurMma. lumopaHTCKe jeqHAUMHE Ce 0jaBibYyjy Y MHOTO
pazmuuuTux obsuka, Mehy Kojuma ce MOry M3ABOjUTU MOJUHOMCKE Kao HajudydaBauuje. 1o cy
jemnaunne obmauka P(x1,xa,...,2;) =0, rae je P HeKOHCTAHTAH MOJNUHOM, & X; HENO3HATE - Ha-
juemhe mesu wiau pamuonasHu O0pojeBu. Taro cy nuHeapHe MUOMAHTCKE jeqHAUNHE NATE IOJIU-
HOMMMAa IPBOL CTEIEHA. JOII je eHIrIeCcKu MareMaruiap XuibepTt mouerkoM 20. Beka HOCTABUO
YyBEHO NHUTAH€ IOCTOjalma AJTOPUTMa KOJUM Ce MOMKE DEIIUTH Ma KOja IOJMHOMCEKA AUO(MAHT
cka jemnaumua. Onrosop je mao pycku maremarumuap Marujacesuu 1976, u Taj oaroBop je Her-
aruBaH. Vnak, 3a onpebeHe kiace nuoaHTCKUX jeqHAYMHA aJropuraM mnocroju. 1o je ciayuaj
ca keadpamrum ITUOGAHTCKUAM jeqHAUMHAMA, 330aTUM MOJIUHOMOM P mpyror cremena.

Keanparue muodanrcre jemnaumsae cmo takobhe Bubanu. BepoBarno Hajuo3HATUjU IpUMED
je Inraropuna jemmaumna z2 + y? = 22 ca Tpu HemO3HATE, UMja CY CBA pEIIema IaTa Y OOIUKY
(1,y,2) = (t(x? — y?), 2tay, t(x® + y?)), rme cy v,y €EZ u t € Q.

VcnocraBipa ce na ce Koa KBaIpPaTHUX jeqHAYMHA CA CAMO ABE NPOMEHJPMBE CUTYaLUja yC-
JIOKIHLABA.

IIpumep. Tlocmarpajmo jemuaumny
Pty +r—y—1=0

ca HeJuM Hemo3HaTuM z,y. omymasame 1o kBanpara naje (x+ %y)2 — %yz +r—y—1=0.
CwmenoM z = 2z + y nobujamo 22 — 5y + 2z — 6y — 4 = 0. Onmer KomymaBaMO IO KBAaIpaTa:
(z+1)2=5(y+2)?— 2 =0, mro y3 cmeny u=z+1=2x+y+1u v=>5y+ 3 nocraje

v? — 5u? = —16.

Pemema ose jemnaumue cy (v,u) = (£2,42),(£8,+4),(£22,4+10), ura. Ha 6u y = %
u r = 2=U=2 Gunu nenu Gpojesu, norpebHo je ma Gyne v = 3 (mod 5), ma Tako camo
v=—2,8,—22 ura. gosase y o63up. Tako nobujamo (Heka) pemema IOJIA3HE jeIHAUUHE:

(z,y) = (£1,-1), (=3,1), (1,1), (=3,-5), (7,-5), nrx.

Y mpeTxomHOM mpUMEpy CMO ce Cyoumau ca jemsadmaoMm v2 — 5u? = —16. Wcnocrasuhe ce
a OBa jeqHauyWHA MMa OECKOHAUYHO MHOILO pelema y Z, 01 KOJUX CMO HABEJIU CaMO HEKOJUKO.
Kacuuja pemema 6p3o pacty.

Jedunuyuja. Ileaosa jednanuna je muodantcra jemmaunna obmuka 22 —dy? = 1, x,y € Z, 3a nato
d € N Koje HUje TTOTIYH KBaIpAaT.

Jemnaunny obnuka z2 — dy? = a, rame je a meo 6poj, 30BeMo jednauunom Ilenosoz muna.

CnuvHUM DOCTYIIKOM Ka0 y IPUMEPY, CBAKa KBaAPATHA AUO(MAHTCKA je JHAYNHA Ca ABE HEIO03-
HATE ce MOyKe cBecTu Ha jemHauwmny llemoBor tumna. 3aumcra, monazehw onm ommre KBagparHe
Ino(aHTCKe jeTHAUNHE ax® + bxy + cy2 +dr+ey+ f =0, monywmaBameM 10 KBaIpaTa U CMEHAMA
X =2azx +by+d, Y = (dac — b*)y + 2ae je cBOIMMO Ha KesbeHU OOGIUK

Y2 - PX?=Q,

rae je P =0b? —4ac u Q = 4a%e® + P(daf — bd — d?).
Hobujene m3paze meheMo HU MOKyNMIaBaTHA Oa 3aTaMTUMO, aju Tpeba ma 3amaMTUMO TOCTY-
mak. Jla mcTakHEeMO OBO IITO CMO yIPABO IOKA3AJIM:



Teopema 0. IlpousBosbHA KBaApaTHA OUOPAHTCKA jeTHAUYWHA Ca OBE HEIO3HATE C€ MOYKE CBECTU
Ha jemnaunny llemoBor Tuma. O

Kako mahu cBa pemema oBakse jemmauumue? Ilomcerumo ce ma je ommre pelreme JUHEAPHE
IUOo(paHTCKE jeqHAUYWHE JMHEAPDHO Yy ONHOCY Ha mapaMerpe. 1o Huje ciaydaj ca KBaIpaTHUM
mmodaHTCKUM jenHaumHama. Vmak, kacHuje hemMo BuaeTu na ce u OBAKBUM jeIHAYMHAMA MOYKE
Halu ommTe pememe M3PaAKEHO PEIATHUBHO j€ THOCTABHOM (DOPMYJIOM.

1° BpojeBu o6iuka = + yv'd

3amro je y nedmuunuju [lenose jemmaumue Baskan yciioB na d Huje mOTIyH kBagpar? Ako
jecre, pemmmmo d = ¢2, ouna ce jemnaumna 22 —dy? = a Mose paxropucaTu kKao (r—cy)(r+cy) = a,
a OBaKBe jeIHAYMHE YMEMO A TPUBUjATHO PemaBaMo. 3aTO y HACTABKY TEKCTA IIOAPAa3yMeBaMO
na d HUje KBaapart.

Jemnaunny 2 — dy? = @ jom yBek MOKEMO 2 PAa3IOKUMO Ha UYUHUOIE:

(z + yVd)(z — yVd) = a.

Jla GucMO MCKOPUCTUIN OBAKBO pa3iarame, MOPaMo 1a PaIMO ca CKYIIOM CBUX OpojeBa obiauka
x4+ yVd, roe cy z,y € Z. OBaj CKyn 03HAYABAMO Ca Z[\/&] Baskno je ma mpumerumo ma 306up,
pa3JIMKa M MPOM3BOJ ABA €JeMEeHTa CKyIa OCTAajy y CKYILY:

(z+yVd) £ (u+oVd) = (z+u)+(y+v)Vd,
(z+yVd)(u+vVd) = (zu+dyv)+ (zv + yu)Vd.

Takobe je Beoma OutHO Ha cy 3a JaTo z € Z[\/&] nemu GpojeBu x,y 3a Koje je z = x + yvd
jennosnauno onpebenn - 3aucta, u3 4+ yvVd =21 +y1Vd =z u y # y1 6u caemmiao Vd = ﬁ’
mro je memoryhe jep je vd upammonaiso.

Ledunuyuja. Kowjyeam 6poja z = x + yVd ce nedrHUITe Ka0 Z = T — yVd, a mopma 6poja z Kao
N(z) =2z = 2 — dy* € Z.
T.1 Hopma u roujyrat cy myaruniaukatuBau: N(z12e) = N(z1)N(22) u Z123 = Z1 - Z2.

Jloxas. Axro je z1 = x1 + ylx/g u 29 = To + ygx/g, MUPEKTHO U3 AepuHUnmje caenu Z1zz = (x1 —

y1Vd) (22 — yoVd) = (z122 + dy1y2) — (T1Y2 + 22y1)Vd = (2129 + dy1y) + (21y2 + T2y1)Vd =
Z122, 1 omatie N(z122) = 21227122 = 212122722 = N(21)N(22). O

Ipumep. Y npcreny Z[v/2], enement z = 5+ 4v/2 uma woujyrat Z = 5 — 4v/2 u mopmy N(z) =
52 —2.4%2 = 7.

Wctu 6poj MoskeMo a TOCMATPaMO U KaO €JIEMEHT MPCTEeHA Z[\/g], jepje z=5+2V8 U
cama je Z=5-2/8=5-4y/2u N(z) =52 —-8-22 = 7.

Hexra je 2’ = 4 — /2. Tana je N(z) = 42 — 2(—1)? = 14. Kako je zz' = 12 + 11v/2, Baxmu
N(zz') =122 -2-112 = —98 = N(2)N(2').

3adamak. IlokazaTtu na He MOCTOje NPUPOAHU OPOjeBUM M W N TAKBU 1A je

(54 3V2)™ = (7 +4V2)".

Pewewe. Konjyropame nare jemnaunue maje (5 — 3v/2)™ = (7 — 4y/2)". Mebyrum, neBa crpana
je mama on 1, mok je mecua je Beha ox 1, jep je |5 —3v2| <1< 7—4y?2, na je no6ujena
jemarkoct memoryha. A

Ilojam mopme nam omoryhyje na jenmaunny 22 —dy? = @ 3a0MIIEMO Y €KBABAJIEHTHOM OOJIHKY

N(z) =a, rmejez=xz—yVdeZVd.



Cremujanuo, IlenoBa jemnauwmna je exBuBajenTHA jemmauman N(z) = 1, z € Z[Vd]. Hamame
hemo yecTo KOpUCTUTU OBE O3HAKE.

Kako cy z m —z ucroBpemeno pemema jemaauune IlemoBor Ttuma, yoymyhe mompasymesamo
0e3 cMamema onmrocTu aa je z > 0.

2° Pemema IlemoBe jemmauune 2 — dy? =1

ITenosa jemmaumHa mMma TpuBmjasHo pemene (z,y) = (1,0), Koje omrosapa pememy z = 1
jemmaumae N(z) = 1. Ago 3HAMO U HAJMAKE HEMPUBUJAAHO PEIIEHE, OHIA 3HAMO CBA PEIICHA.
To nokasyje cienehe tBpheme:

T.2. Axo je ¢ majuwamu eqement ckyma Z[vd] takas ma je ¢ > 1 u N(¢) = 1, onma cy cBu
enementu z € Z[Vd] 3a xoje je N(z) =1 natu ca z = +(", n € Z.
Joxas. IIpernocrasumo na je N(z) =1 3a meko z > 0. ITocroju Tauno jeman neo 6poj k 3a Koju
—k
je ¢F <z < ¢Fl. Tama 3a 6poj 2/ = 2( % =2( Bamm 1 <2 <(u N(2')=N(z)N({)* =

N(z) = 1. W3 muanvansoctu ¢ caemu na je 2/ =1, 1j. z=¢*. O

Iocaeduya. Axo je (€,m) najmame pememe Ilenose jennaunne 3a nato d, OHIA Cy CBa HPUPOIHA
pemema (2,y) = (Tn,yn) Te jemmaumue marta ca T, + y,vVd = (£ +nvVd)", n € N.

z+z z—Z

Hpumernmo na cy = u y onpebern us z = z 4+ yv/d popmymnama z = s MY =S Tako cy

cBa pemema Ilenose jemnauune nara ca (x,y) = (Tn,Yn), THE j€

xzﬂmy:ﬂ

Ipumep. Habumo cBa pemema jemuaunue 2 — 3y? = 1 y CKyIy IpUpOTHUX Opojesa.
Hajmame meTpuBmjasno pememe ose jennaumue je (€,7) = (3,2). IIpema Tome, 3a CBaKO
pememe (z,y) mocroju mpuposaH 6poj n Takas ma je x + yvd = (34 2v/2)", omakre je
(3+2V2)" + (3 —2v2)" C(3+2v2)" — (3-2V2)"
B y Y 972 .

Tako mnp. 3a n = 1,2,3,4 nobujamo pemema (3,2), (17,12), (99,70) u (577,408), u To cy
YeTUPU HajMama pPellelha pa3MaTpaHe jeTHaUNHe.

Pememn,a IlesoBe jemHaunne ce MOTY HANMCATH W KAO WIAHOBU JIMHEADHO PEKYyPEHTHOT HU3A.
Axo je (&, 1) MurmMasHO pememe jennaunne 12 —dy? = 1, onna u3 jemmaxoctu (2 —26C+1 =0 3a
¢ = &+nVd nobujamo ("1 = 26¢" — ("1, mro mo meduEUNU|Y T, Y, daje PEKYPEHTHE pesanmje

Tpt+1 = 28y, — Tp-1, Yn+1 = 2€yn —Yn-1.

Cana hemo mokazaru na IlenoBa jemmauwna yBek mMa HETPUBHjAJIHO pememe. Tpeba mam
jemHo OCHOBHO TBpDeme O anpoKCHUMAalMjaMa UPAIMOHAJHUX OpOjeBa PalUOHAIHUM.

T (Aupuzneosa meopema). Hexa je o mpanmonanan u n upuponasn 6poj. Tazna nocroje p € Z u
q€{1,2,...,n} TakBu na je ‘a_§’<m'

Joxas. Hejemnakoct u3 TBphema je ekBUBaJeHTHA HejeaHAKOCTH |qo — p| < —1=

n+1-
Heka, kao u o6uuno, {r} o3HauaBa pas3ioMibeHE neo peasHor 6poja x. Meby n+2 6pojesa
0,{a},{2a},...,{na},1 y unrepsaay [0,1], 6ap mBa ce pasmukyjy 3a Mame 01 %ﬂ Axo

cy To 6pojesu {ka} u {la}, nosomuo je mocrasutu ¢ = |k — 1|, a ako cy to {ka} u 0 nm
1, moBoJbHO je mocTaButy ¢ = k; y oba cayuaja, p je meo 6poj Hajoamwsu 6pojy ka. O

JI.1. Ako je a mpousBosbaH peasad 6Gpoj, OHAA MOCTOJU DECKOHAUYHO MHOTO MapOBa TPUPOTHUX

6pojesa (p,q) TakBux na je ‘oz — % < q%.




Hoxas. Onmax cinenu u3 IupuxieoBe TeopeMe. O
T.3. IlenoBa jemnaunnHa mMa 0ap jeOHO pelmeme y CKyIy NPUPOIHUX Opojena.

Jlokas. Tepbeme JI.1 nmpumemeno Ha o = v/d rosopu zxa nocToju GECKOHAUHO MHOTO TapoBa
: ia e L _p |p?—dq”|
npupomaux Gpojesa (p,q) 3a Koje je = > Vd : P0/a VD’

Ip? — d¢?| < L+ Vd. Kaxo je L+ Vd < 2v/d+ 1, cnemn ma |p? — dg?| < 2vd + 1 Baxu 3a
OecKOHAYHO MHOI'O MapoBa IPUPOAHUX OpojeBa p,q.

IITO je €KBUBAJIEHTHO Ca

IIpema Tome, mocToju meo Gpoj n, |n| < 2v/d + 1, rakaB ma jemsaumua u? — dv? = n
rMa GecKoHAUHO MHOrO pemema (u,v) y ckyny N. Meby osum pememuma nocroje msa
pasnuuuta, pemuMo (u1,v1) u (ug, V), KOJU 3a00BOMABAjy U] = Us U v = vy (mod n).
OszHaunMo wy = u; + vivVd 1 we = uy + 1}2\/&, u Heka je wi > ws. llocmarpajMo 6poj
z = wy/wy > 1. Nmamo

wW1Wo U1 — d’UlUQ U101 — U1V2
z= = + V.
n n n

Wup—dvivy y = LU= oy qenu 6pPojeBH, MTO

Y ropmoj je IHAaKOCTH KOE(DUIIUjEeHTU T = -
cjaenn u3 KOHIPYEHOUja U1t — dvivg = u% —dv% =0 u ugvy —urvy = ugvy —ugv; = 0 (mod n).
Barmydyjemo ma je z emement ckyma Z[v/d]. Ipu tom je N(z) = N(wi)/N(wq) = 1, ma 2

onpebyje jemuo pememe (z,y) Ilenose jemnaunue. O
3° Hanaskeme pemema IlesoBe jemmauvae

Hoxazanu cmo na Ilenosa jemnaunua 2 — dy? = 1 yBek uMa HeTpuUBMjaJHO pememe. Meby-
TUM, TeopeMa 3 He Aaje IPUXBATLUBY FOPHY TPAHUILY 33 HAjMaH€ TAKBO PEIICH-E.

Ipumep. Hajmame pememe Ilenose jemmaumme 22 — 61y = 1 je (£,1) = (1766319049, 226153980).

Mopamo au ma u oBakBa pemema Tpaxkumo “nemaukn’ ! Huje HeouerkuBano ma gopmysia y
3aTBOPEHOM O0OJUKYy He mocToju. Mmak, mocToje aJropuTMu KOjuMa Ce OBa pelnema Mory Hahu
penatusHO 6p30. [lokazaheMo mBa TaxkBa ajaropurma.

(I) Memoo Yaxpasana

OBaj MeTOX je U3yM CpeIH0BEKOBHUX MHIM]CKAX MaTeMaTAdYapa U 3aCHUBA, Ce HA UACHTUTETY
(27 — dy?) (x5 — dy3) = (x122 + dy1ya)” — d(21y2 + 2231)°. (*)

3a z; = x1+y1Vd u 20 = x9+1y2V/d neBa crpana y (*) nupeancrasma N(z1)N(z2), a necua N(z122),
Tako ma je (x) ekBuBasieHTHO Bell mosuaroj jeanaroctu N(z1)N(z2) = N(z122).

[MournMo ox mpomsBoLHOT mapa (1, y1) ca m3a(w1,y1) = 1 u ozHaummo 3 —dy? = k;. I'nasra
uneja je ma ce Ha MecTo mapa (Zg,y2) CcTaBu jemHocTaBHO (M,1) ca moromHo m3abpaHuM m.
Hawuwme, (x) maje (maxq + dy1)? — d(z1 +my1)? = (m? — d)k;. Onmabepumo m Tako xa

ki|x1+myr u |m?—d| je majuame moryhe.

Tana w3 (—my1)? — dy? = 22 — dy? = ky (mod ky) cemm ki | m? — d, w omarne maxy, + dy; =
m(z1 +my1) =0 (mod ky), nakue ki | mzy + dy;. IIpema Tome, cBu cabupiu y jexHakocTu

(mxl —|—dy1)2 4 (x1 —|—my1>2 B m? —d
x| L ka1
mx1+dy

cy neau Gpojesu. OBaro cMO u3 Tpojke (x1,y1, k1) D0OUIU HOBY TPOJKY (T2, ys, ks) = (W’

z14+my; m2—d)
[kl 7 ki
[Tenose jemnaumne. Jlarpamk je mOKa3ao na ce 0OBaj MOCTYIAK YBEK 3aBPIIABA.

HacraBmamo oBaj mocrymak cBe HOK HE mObUjeMo map (Tyn,Yn,l), Tj. permeme



IIpumep. Habumo pememe jenmaumne 2 — 67y? = 1 y mpupomauM 6pojeBuMa.
Kopax 1. Onatepumo (z1,y1) = (8,1) m k=82 =67-12 = —3.

Kopax 2. Bupamo m Tako ma k = —3 nemu x1+my; = 8+m u |m? — 67| je majmame moryhe:
. . . . . . 2—
10 je m = 7. IloGujamo (2, yo, ko) = (TBLETL LEITL T =07 — (41,5,6).

Kopax 3. Bupamo m Tako ma 6 | 41 + 5m u |m? — 67| je majuame moryhe: To je m = 5, ma
. . . . . . 2_
I[O6H.]aMO TPOJRY (x37y3a k3) = (5 41-25_67 53 ! 416+5 5, 3 667) = (907 117 77)

Kopax 4. I36op m =9 nmaje (x4,y4,kq) = (9'90+767'11, 1'9%9'11, 92:767) = (221,27, -2).

I{op(m 5. m = 97 (I5,y5, k5) = (9221;67'27? 1V221;_9'277 92__267) = (18997 2327 77)7 uTHo.

Kopax 8. (w8,ys, kg) = (48842,5967,1), n To je majmame pememe: 488422 — 67 - 59672 = 1.

Hanomena. Anropuram ce morao yopsaru. Haume, KOHAUHO pelleme ce MOIJIO NJOOUTU AUPEKT-
HO mocJiie kopaka 4 - Bumetu teopemy 6.

(II) Bepuacru pazaomuyu

z
y
HOM CMHUCJY HPEACTABIbA ONTUMAJHY AIPOKCUMALN]Y MUPAIMOHAIHOT 6poja vd panMOHAIHIM.
Anpokcumanyje panMoHaJHOr Opoja (@ PANMOHAJIHUM Cy Y TECHOj BE3U Ca Pa3BOjeM « y T3B.
BEPUNCHU PA3AOMAK.

Caagku peasan OpPOj a ce MO:Ke PA3BUTHU y BEPIWKHM Pa3lIOMak OOJIMKa

Axo je (z,7) pememe Ienose jenmaunue 22 — dy? = 1, pasmomax 2 je Gmusak vd u y ussec-

1
[ag, a1, a2,as,...] == ay + ——F——
ai + [r— —
2t
rae je ag € Z u ay,as, -+ € N. OBaj pa3soj je koHayaH (M yCJIOBHO jeAMHCTBEH) 32 DAIMOHAJHO
«, OMHOCHO OeckoHauaH (M jeIUHCTBEH) 34 MPANMOHAJHO «. BepwkHEU pasnoMmmu [ag), [ag,a1],
[ag,a1,as9],... cy panmonansnu OpojeBu KOju Texke OPOjy .

Wcnocrasma ce ma je pa3soj Vd Y BEPWKHU PA3JIOMaK MMEPUOANYAH IIOYUEB O G1, U Oa Ce
IIepro 3aBPpIIaBa Cca a, = 2ap:

\/(71 = [ao,al,aQ, .. .,an,l,QaO].

KoHauaH BepWKHN pa3yIOMak [ag, a1, - . . , Gn—1] OATOBAPA HEKOM DAIMOHAIHOM GpOjy %, (z,y) =1.
Tana nap (x,y) 3amoBomasa x? — dy? = (—1)".

Ipumep. Habumo mummManso pememe Ilenose jemmaunue 2 — 61y2 = 1.

Y3 mano pauyna magasumo 61 = [7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14]. Ilepuon Bepum:kHOT pa-

3710MKa je 11, ma HaAM % =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1] = 239870158 onpebyje MUHMMAIHO pememe

(2,y) = (29718, 3805) jemmaumne 12 — 61y? = (—1)!! = —1. Hajsan, majuame pememe (£,7)
oaroeapajyhe Ilenose jennauumue no6mjaMo aKO MePUOT HAIUIIEMO ABAIYT, NAKJIE s — [7,1,

4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1]: 1o je (£, 1) = (1766319049, 226153980).

4° Jempaunna 2 — dy? = a, 3a a € {—1,+2, +4}

[Ipoussomua jemnaumna Ilenosor tuna z2 — dy? = a He Mopa ma uMa pemema (Ha TpUMep,
jemmaunna 12 —3y? = 2 - 3amTo?). VMnaxk, oHma Kaga UMa pelemna, CBa Pelemha e MOTY OMMCATH
Ka0 IMTO NeMO yCKOPO BUAETH.

Jennaunna IlemoBor Tuma Koja je y HajaupekTHnjoj Besu ca [lemoBoM je jemmaunma 22 —dy? =
N(x—y\/g) = —1. Hu 3a my He Bayky 1a uMa permemna 3a cBako d. Haume, ma 6u mMaia pemena,
6poj d mMopa ma memu x2 + 1 3a HEKO T - a 3HAMO Ja TAKBO & HOCTOjU AKO U CAMO AKO Cy CBU
HenapHU npoctu xeauonu d obnnka 4k+1 u 4 1 d. Kacuuje hiemo Bunern na H1 TO HUje NOBOJbAH
YCJIOB 3a HMOCTOjalh€ PEIIeHA.



T.4. Jemmauuma 22 — dy? = —1 uma pememe y CKyIy IeIUX OpOjeBa aKO M CAMO AKO IOCTOjU
21 € Z[V/d) TaxBo ma je 23 = (, rae je z = ¢ Hajmame pememe Ilemose jemnaunne N(z) =1,
z> 1.

Jokas. Pememe (z,y) jemmaunne z2 — dy> = —1 omroBapa exementy z =z +yvd ca N(z) = —1.
[permocraBumo ma oBakBo z € Z[v/d] mocroju. Tama je N(z2) = N(z2)?> = 1, ma je mo
T.1 z = ("™ 3a mexko n € N. Bpoj n mopa Guru mHenapas, jep y cyunporaom Bazku N(z) =
N(O)™? =1. Axo marmmmewmo n = 2k + 1, 3a ¢ = z- ¢ Bawmm 27 = (.

C mpyre cTpame, ako TOCTOjU 21 ca 2zi = (, mmamo N(z1) = +1, ma 360r MUHEMATHOCTH (
Basku N(z1) =—1. O

T.5. Ako je p mpoct 6poj obmuka 4k+1 (k € N), onna jemmaunma 22 —py? = —1 uma nenro6pojEIx
pemema.

Jlokasz. Tlobumo on jemmaxoctu (€ — 1)(€ + 1) = pn?, rae je (£,1) MmuanMamno pememe Ilemose
jemmaumue x2 — py? = 1. Axo je £ mapmo, oma 172 +1 = pn? +1 = 0 (mod 4) mTo je
memoryhe. 3uaun, £ je menapuo, na Baku (£ —1,€+1) = 2. Cuemu na je jemam on Gpojesa
& —1,6 +1 obnuka 252, nok je apyru jemmak 2pt’ 3a Heke mese 6pojese s, t.

[Ipernocrasumo na je E+1 = 25?2 u £—1 = 2pt2. Tana je s2—pt? = 1, na je s,t HeTpuBHUjaIHO
pememe Ilenose jemmaumue 12 — py? = 1 mame ox (£,1) mTo je komTpamuknuja. Ilake,
jemuua moryhmoct je &€ — 1 = 252 u € + 1 = 2pt?, mro mam maje s — pt? = —1. O

Tako u3 cBakor pemema z jemgaauune N(z) = —1 kBazpupameMm nobujamo peuteme I[lesose
jemmaumme: N(z%) = 1. Ha npsu morsen, cojcrBo 6poja —1 ma je (—1)2 = 1 je xpymmjasso.
Nnak, pemene [lenose jeqnaunne MokeMo nobutu 1 u3 pememna jennaunta N(z) = £2u N(z) =
+4, Tako ma cy u oBe jenHauumHe jemHakro Oaucke [lesoroj.

T.6. Hera je d € N, rue d nuje kBagpar, u z = x + yvd (z,y € Z). Tana Baxu:

(1) Axro je N(z) = £2, tana je 322 € Z[Vd] m N(42?) = 1.
(2) Ako je N(z) ==+4 u4|d, rana je 122 € Z[Vd] m N(32%) = 1.
(3) Aro je N(z) = +4 m 41d, tana je 12° € Z[Vd] u N(32°) = £1.

Aoxas. (1) imamo 2% = LA 4y /d, e e % = 22+ 1 meo 6poj, ma crem 32% € Z[Vd].
IIpu Tom je N(32%) = $N(2?) = {N(2)? = 1.
(2) Y osom cayuajy je z mapmo, ma 3z = 9”227@2 +

N(izz) = %N(z)2 =1.

(3) Cayuaj d =2 (mod 4) je Tpusujanan, jep tana 2 | z,y. Heka je cama d memapuo.

2 2 2 2 2 2
Nmamo £2° = 2(z ';3‘1‘”) 4 yGBe ;dy )Vd = x(”;‘g) + y(dyf‘g) Vd, rme cy koepummjentn

ounrsenno nemu 6pojesu, na cremn £2° € Z[Vd] u N(32°) = 4N (2)® = £1. O

d mMa mesne kKoepuuUjeHTE U

IIpumep. Y mpumepy 3a MeTon YakpaBasa pemraBajy cMoO jemHaumay 2 — 67y? = 1 u mocie
kopaka 4 nobumu N(z) = —2 3a z = 221 4+ 27V/67. Ilo T.6 umamo N(122) = 1, npu uemy
je 122 = 488424 5967/67, narie (z,y) = (48842,5967) je jemuo pememe Ilesose jennauume
2 —67y? = 1.

5° Jemmauuna Iemosor Tuma x? — dy? = a

[TocmaTpajmo cama ommty jemnaumny Ilemoor tuma N(z) = 22 —dy? = a. Axo je z = zg €
Z[\/ﬁ] jemHo meHo pememe, a ( = & 4+ nVd, ka0 1 1o can, HajMame pememe IlenoBe jenHaunHe
N(z) = 1, Tana je N(2(") = N(2)N({)” = a. Ipyrum peunmma, z = 2o(" (n € Z) rarxobe
3a10BoJbaBa jenHaunny N(z) = a.

To 3maum ma, ma 6mcmo pemmau jenmaumny llemosor Tuma N(z) = 22 — dy? = a, mopamo
upBo ga pemmmo oarosapajyhy IlenoBy jemnaummy. Csa pemema jemnauwmue IlesmoBor Tuma cy
reHepucaHa KOHAYHUM Opojem “Masux”’ periema, Kao IITO Mokasyje ciaenehe tBpheme.



T.7. Heka je a meo 6poj un z = z; jemno pememe jemnaumne N(z) = 22 — dy? = a. Tana noctoje
pememe 2y = o + YoV d jemmaunae N(z) = a u meo 6poj m TakBu ma je

21 =2C™ u 2z} < lal(€+1).

Jokas. Tocroju m € Z 3a xoje je v/|a/{| < (™2 < +/]al]. Tama je m 29 = (™2 = xo + yoVd

pememe jennauune N(z) =1 u Baxku

a a (+1
2|z = |20+ —| < max ‘t+7)§7\/|a|.
2| 7 Wiada/len ! T VC

Ksanpupamewm, ysumajyhu y 063up ma je ¢ + 1/¢ = 2§, nobujamo TpaskeHy oleHy. [
Hanomena. Maxcumym ¢ynrmmje |t + ¢| Ha mocmaTpasom maTepBaty 3a a < 0 je % la|, ma
Tako 3ampaBo mobujamo Maso jauy omemy: 23 < |a|¢ + a.
3adamax 1. Hahu cBa nmemobpojra pemema jeanaunne r2 — 7y = 2.

Pewewe. Hajuame pememe omrosapajyhie Ilenose jemmauume je (£,7) = (8,3). Habumo csa

pemema jemmaunte z2 — Ty? =2 ca 222 < |a|(€+1) =18, narme caz <3 my = /T2 < 1.
Jemuno rtaxso pememe je (z,y) = (3,1). Caemu na cy csa pemema (x,y) 3amare jegHavnHe

maTa ca
4+ yVT=+B+ VD)8 +3VT)", nclZ

3adamax 2. Pemuaru jemmaumay 3z2 — 2y% = 1 y ckymy meaux Gpojesa.

Pewewe. Osmaummvo z = 3x. Hamy jemmaumny MomeMmo 3amucaTté y obmuky 22 — 6y = 3.
Hajmame pememe [lenose jemnaumne 22 —6y? = 1 je (z,y) = (5,2), ma Tpeba na mabemo cpa
pemema jemmauune z2 —6y? = 3 ca 222 < 3(5+1) = 18, 1j. x < 3. JemwHo TakBO pememe je
(z,9) = (3,1). Ciemn ma cy cBa pemema Te jenaaunne ara ca z+yv6 = (3+16)(54+2v6)".

Osmaummo 2, + y,vV6 = (3 +v6)(5 + 2/6)". Kaxro je tama z, + ynvV6 = (5 + 2v6) (2,1 +
+yn,1\/6), no0rjaMoO CHCTEM PEKYyPEHTHUX (pOopMyJiIa

Zn =02n—1 +12yn_1, Yn = 2zp_1 + SYn—_1.

OnaBne mobujaMo peKypPeHTHY POPMYILY O Zn: Zp+1 — 102, +2,—1 = 0. MoskemMo nuperTHO
Ia u3pavyHaMo na je zo = 3, z1 = 27, 29 = 267, omaryie moOujaMo Ia je CBAKO 2, IEJHUBO
ca 3 u ompebyje mo jemuo x, = z,/3.

Y ommreMm ciayudajy, cacBuM je moryhe ma pememe jennaunse [lemoBor Tuma He Oyme jemHo-
o0pas3Ho, Tj. Oa UMaMO BHUIIE OJ jedHe (aMUILje Pellermha.

3a0amax 3. Hahu cBa pemema jenmaumme 2 = 5y? + 44 y ckymy meaux 6pojesa.

Pewemwe. Hajmame pememe omrosapajyhe Ilenose jemmaumme 12 — 5y? = 1 je (&,1) = (9,4).
Ilosomuo je mporahu cBa pemema nate jemnaunde y kojuma je 222 < |al(€ + 1) = 440, Tj.
x < 14. Csa Taksa pemema cy (£7,+1), (£8,£2) u (£13,45). Ilakue, TpaKeHa DelIemHa
ce m3paskaBajy popMyaaMa
+(7+V5)(9+ 4v5)",
z+yV5=1{ +(8£2V5)(9+4V5)", mm
+(13£5vV5)(9+4V5)", zancZ.



6° 3amamm

© » N

10.

11.

. 3a gmaru meo 6poj d, pemurty jempaumny T2 — dy? =1 y cKymy pauuonasnuz Gpojesa.

Hexka je y nmpuponan 6poj. Horazaru na je y unan PuboHaAUM]EBOI HU3a AKO U CAMO aKO
je jemam oxm 6pojesa 5y? + 4 mOTHYH KBaIpAaT.

n

. n
IIponahu cBe n € N TtakBe na je (k B 1) = 2<k

+ " 6poj k <

3a HEKU IPUPOIaH 6po n.
ka1 pupon poj
[IpernocraBuMo na 3a mpupoman Opoj M mocToje neau OpPOjeBU T,y TAKBU Oa je n =
22 + 4xy + 2y%. IlokasaTu ma Tazga HOCTOje HEHETATWBHHU LEIM OPOjeBU Tg, Yy TAKBHU 2 je
n = a3 + 4xoyo + 2y3.

Heka je a € Nu D = a®> — 1. Axo cy x,y memu 6pojesu u m = x> — Dy? 3amoBosmaBa
0 <m < 2a+1, nokazaTu ma je m OOTIYH KBaIPAT.

Ako je m =2+ 2v/28n2 + 1 neo 6poj 3a n € N, nokasaTu 1a je m MOTIYH KBaIPaT.

2

Axo je paznura qBa y3acTomHa KybOa jemsaka n, n € N, nokaszatu ma je 2n — 1 kBasapar.

Ako je n meo 6poj Takas ma cy 3n+1 u 4n+ 1 kBagparTu, MoKa3aTU Aa je n OebuBO ca 506.

Ako je p mpoct Opoj obumra 4k + 3, nmoraszaTu nma jeqHa W CaMO jemHA OX jeIHAYMHA

22 — py? = +2 uma neno6pojHUX pemena.

Hoxrazatu na je 3" — 2 moTHOyH KBagpaT caMo 3an=1wun=3.

2

1
Axo je z —;_
Y

+ 4 moTmyH KBaJpar 3a HeKe X,y € Z, JOKa3aTu Ia je OH jenHak 9.

7° Pemema

1.

Ospe HUuje moTpeOHO HUKAKBO 3Hame [lenose jemuauumme. 3a x # 1 umamo d (%) = &2,

y _ dt*41 _ 2t
Osznaunmo =~ t € Q u nobuhemo z = Jz5 Uy = 5.

1=

Hajmame pememe Ilenose jemmaumme 22 — 5% = 1 je (z,y) = (9,4). Ilpema Towme, mo
TeopeMu 7, CBa pemlema jenHaumHa T2 — by? = 44 mpoumone U3 pemema y KOjuMa je
22% < 4(9+ 1), narne |z| < 4. Taksa pemema cy (x,y) € {(4, £2), (£1,+1)} 3a jemmaunmy
22 — 5y? = —4, ommocuo (z,y) = (£3,+1) 3a jemmauuny 22 — 5y> = 4. Cmemu na cy cpa
pemema (r,y) jemmaumna z2 — 5y? = £4 mara popmyTama

z+yV5 € {£22+V5)", +B £ V5)(2+ V5", £(4 +2V5)(2+ V5)" | n € Z}.

Kako je 245 = ¢ u 3+/5 = 20*2, rme je ¢ = 1+2\/g, CBa OBa pememna MOXKEMO HalUCaATHA
y obmuky = + yv/5 = +2¢", n € N. Takobe Bawu = — yv/5 = £2(—¢) ™.

Cana je y = (¢" — (=¢)")/\/5 = F,, rne F, o3nauasa n-tu Pubomaunjes 6poj. Osum je
tBpheme 3amaTka TOKA3aHO.

Muo:kemeM ca w ceommumo jemmaumny Ha k(k+1) =2(k+1)(n—k+ 1)+ (n —
k)(n — k + 1), mro mocne cpebusama nmoctaje n? + 3n + 2 = 2k? + 2k, Tj.

(2n +3)2 +1 =202k +1)%

Hajuame pememe jemmaumme r2 — 2y? = —1 je (1,1), ma cy cBa pemema (x;,y;) maTa ca
5137;73

z; +yivV2 = (1 ++/2)2+. Ipumehyjemo ma cy x; u y; yBeK HemapHu, ma je n = 2 1meo
Opoj KOju 3aOBOJbABA YCJIOB 3anaTKa. JIpyrux pemema OYWUrIesHO HeMA.
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JaTtu ycaoB MO:keMO 3amucaTr y obmuky n = 222 — 22, rae je z = v +y. MoxeMo y3eTu
z,x > 0. Kako je (r,s) = (3,2) majmame IpupomHO pememe jemHaumse 12 — 252 = 1, mo
T.7 moctoju pememe (29,70) jemmaumue 23 — 2x3 = —n Tarso ma je 22 < n. Tama je m
2 =23+ (2% —n) < 2% ma j >0.J j =2} +4 2y3
& 5 5 < z§ na je yo > 0. JacHo je ma Basu n = x§ + 4xoyo + 2y5-

. Hajuame pememe Ilenose jemnaumme 2 —Dy? = 1 je (x,y) = (a,1). Ha ocrosy T.7 mocroju

pememe (7g,yo) jemmauune 2 — Dy? = b Taxso na je 2x3 < bla+1) < 2(a+1)2, 1j. 20 < a.
OpnaBne je mu yp =1 u m =1, unnm yonMm:x%.

[Ipso mabumo ome n 3a koje je m meo 6poj. Tana je (%5 —1,n) pememe Ilenose jemnaunne

2% — 28y = 1 uwmje je majmame pememe (2o,y0) = (127,24), ma mobujamo Z — 1+ ny/28 =
(127 + 24+/28)% 3a mero k € N. Cana je

m =2+ (127 4 24V28)F + (127 — 24V28)F = A7,

mpu uemy je Ap = (8 4+ 3v7)* + (8 — 3v/7)F meo 6poj.
Hanomena. Pememe (127,24) ce Mose oAapeamTu mocMaTpameM jemaaunne 2 — 7y? = 1 n

HAJIAYKEHEM DEeIlemha Yy KOMe je Yy MapHO.

Hexra je (m+1)3 —m3 =3m? +3m + 1 =n?% Tana je (2n)? =3(2m +1)? +1. Cremu na je
(2n,2m + 1) pememe Ilenose jemmauune x2 —3y? = 1, u Kao mTo je Beh ommcano mOGUjamo
2n + (2m + 1)\/§ =(2+ \/g)l Ila 6u n 6uo neo G6poj, | Mmopa O6utu mHenapuo. Caemu na je
dn = (2 +/3)%+! (2 — /3)%+1. Hajzan,

L+ V32 + V3 + (1 -3’2 - Vv3)* -8 _ N2
4 )

npu yemy je N meo: N =1 ((14+v3)(2+V3)F + (1 —V3)(2— V3)F).

Habumo cse taxse 6pojese n. Heka je 3n+ 1 =a? u 4n + 1 = b%. Vmamo (2a)? — 3b% = 1.

2n—1=

TpasxuMo cBa pemema jemHaumse z2 — 3b2 = 1 ca mapuuMm = = 2a. Pemema Ilemose
jemraumue u? —3v? = 1 cy mara ca (u,v) = (ug,vx), rae je up +vpV/3 = (24++/3)*. Jlaxo ce
nobuja na je up maApHO ako U caMo ako je k memapuo. lakiue, (x,b) = (uggt1,Vopt1), UIpU
YyeMy jOIl MMaMo

Cnemn na je (a,b) = (Fuopt1, vor41) m n = 5(a® — 1) = 15(u3, ., —4), mTo naje

48n = (T+4V3)* T 4 (7T—-4v3)* 1 — 14
2%k + 1 2% + 1 ,
2(72k+17+48< ; )72’“+482< ; >72’”+~~>.

OnaBme onMax BuauMO nma je m mesmuBo ca 7. C mgpyre crpame, kako je 4n + 1 Henmapan
KBaJparT, a CBU HemapHU KBanpatu cy obuwuka 8k + 1 (k € Z), n mopa na Gyme mapHo, a
ouzxa je u 3n + 1 menapaun kBazapar, omakie ciaemu na 8 | n. Ipema Tome, 7 -8 = 56 | n.

Hajsume jenna ox oBe nse jemuauune uma pemema. Cana ako je (g, yo) HajMAme Pelemhe
oarosapajyhe Ilesose jemmauuue, ako xg £ 1 HUCy y3ajamMHO npoctu, u3 jemHakoctu (zg —
1)(xo + 1) = py? nobujamo zo £ 1 = 22% u 29 F 1 = 2py?, 1j. 22 — py?> = £1, a u jemno u
npyro je memoryhe. Cuenu na cy xo=+1 y3ajamuo mpocru, mro oBor myrta naje ro+1 = x2,
roF1=py?u 2 —py? = £2.

3a mapHO M OouuMrJenHo HeMma pemewma. Heka je n =2m+ 1, m € Ny. Tana je
r? —3y* = -2 (*)

3a y =3™ u x € Z. Habumo cBa nenobpojua pememna jenHaudnue (x). Kako je MurnManno
pememe Ilenose jemmauune 2 — 3y? = 1 map (2,1), mo T.7 noBomHO je mahum cBa pemema
(x) ca 222 <2(2+1) =6, 1j. |z| <1. Jemuna Taxsa pemema cy (z,y) = (£1,+1), onakne
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clems ma Cy CBa pemema (%) mara pemanujoM z +yv/3 = +(£1+v/3)(2+V3)*, k € Z, mro
ce, ¢ 063upom Ha jemmakoctu (1 + \/§)2 =22+ \/§) u-—-1++V3= 1+2\/§, CBOIU HA

1
T4 yV3= i2—k(1 + V/3)2k+1

Oszmaumvo (1+ \/3)Z =q; —i—bi\/g, TaKoO 1A je y = %a2k+1 3a "Hero k. Mimamo ag =0, a1 =1,
ai+1 = 2a;+2a;_1. Ilpermocrasumo na je n > 3, tj. m > 2. Buaumo na 9 | ag = 2448 = 9-272
n na 9| a; ako u camo ako 9 | i. MebyTum, jeaHoCTaBHOM MHAYKIM]OM IIO ¢ Ce TOKa3yje Oa
je aitg = arpa; (mod ay), omakie ag | ag; 3a j € Z. Cuenu ma 16-17 = 272 | ag;; makie, ako
je a; memuBo ca 9, ouma je memumBo u ca 17. Ilpema Tome, memoryhe je ma y = %a2k+1
Oynme cremen Tpojre Behu ox 3.

Iokazyjemo ma jemmaumna r2 — (n? — 4)y? = —1 mema pemema y N 3a n > 3. IlomTo je
r < ny, craBmameM ¥ = ny —z (z > 0) mobujamo —2nyz + 22 +4y? = —1. 3a w = 2y umamo

224+ w? +1=nzw. (%)

[Mokazahemo ma (x) Hema permmema y Z Hu 3a jequo meso n > 3. IIpermocTtaBumMo CynpoTHO U
nocMaTpajmMo pememe (z,w) ca HajMamuM z. Kako je f(w) = f(nz —w) 3a f(t) = nzt —t2,
nap (z,nz — w) je rakobe pememe (*), ma 360 MUHUMAJIHOCTUA Z Ba:KU NZ — W > Z, Tj.
z<w < (n—1)z. Mebyrum, tana je 22 +1= f(w) > f(z) = (n—1)z2, mTo 3a n > 3 3Haun
na je z =0, a (x) Hema pemema ca z = 0. IIpema Tome, jenuua moryhuocrt je n =3, u y
TOM CiIydajy mMaMmo pemema, unp. (z,y) = (2,1).

Beorpan, 2003-2011

10



