Omnmre xkBanparHe luodaHTOBE jemHauviHe

Onmrra Teopuja JInodaHTOBUX jemHAUMHA CAIPKNA BENIUKM OPOj OTBODEHUX IIW-
rama. l[lurame mocrojama aJropuTMa KOJUM Ce 3a CBAKy HOJIMHOMCKY [lmodaHTOBY
jemHAUNHY MOMKE OJPENUTH A3 JIM OHA MMa WM HeMa IeJOOPOjHUX MM PAnNOHATIHUX
pemema je jemam o uyBemmx XuiabeproBux!' mpoOieMa, M OATOBOp HA Iera je Ha
skasoct meratusaH. C mpyre crpase, Teopuja kBaaparTHUX [lMoQaHTOBUX jenHAUMHA
je roToBo y mormyHocTH mcnutaHa. HaBomumo crenehie tBpheme umju je nokas3 m3Ban
OKBHDA OBE KEIbUTE.

TEOPEMA (Xace?-Mumrosckn®). Keadpamna Auodanmosa jeonauuna uma
Pewena Yy cKYny paUUONAAINUT OPOJe8a AKO U CAMO UMG PEULERHE NO CBAKOM NPO-
CMOM MOOYAY U Y CKYNY Pearnux bpojesa.

Osze liemMo moka3aTy jenal METO HANAKEmhA ONIITET pemena (T, y, 2) jeIHaunHe
(6) p(z,y,2) = Az® + By? + C2%* + Dyz + Ezx + Fay = 0,

rne cy A,B,C,D,E, F uemu GpojeBu, ak0 HAM je MO3HATO je[HO HETPUBUJAIHO pe-
weme (xo,Yo,20) ¥ KOMe je, penumo, zg 7 0.

Merton ce 3acuuBa na caenehem. Axo je (z,y,2) PALMOHAIHO PelICHe jeIHAUNHE
(6), ouma je u (kx, ky, kz) pememe 3a cako k € Q. Ako je z # 0, 3a norogso k
je kz = 1, ma moxxemo 0e3 cMmamema OMMITOCTU mpeTnoctaBuTu ma je z = 1. Tana
jemmaunna (6) mocraje

(7) P(z,y) = p(x,y,1) = Az® + By? + Fay + Ex + Dy + C = 0.

Cryn cBux pemema jemHaumse P(z,y) = 0 je Heka KpuBa KOja CAIDIKKM TAUKY Ca
pammonasuanM koopauaatama M (z1,y1) = (2o/20, Yo/ 20, 20) -- 3amcra, P(x1,y1) =
p(r1,91,1) = p(x0,Y0,20)/28 = 0. Csaka mpasa [ kpo3 Tauky M, ako HEje mena
cap:KaHa y KPUBOJ, ceue KpuBy y jom jemuoj tausku N (ako je | TaHreHTta, cMATPaMoO
na je N = M). Axo ce npasa | kpelie o ckyIy CBUX IPaBUX KOje mpouase kpo3 M
7 UMajy paruoHAJaH HArumO, CKym HoOuWjeHnx mpecevnux tavaka N he Outwm ympaso
CKYIl DANVOHAJHUX Dememna jennauuse (7).
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2H. Hasse (1898-1979), Hemauku MaTeMaTHyap
3H. Minkowski (1864-1909), Hemaukn MaTeMaTHUAD
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3AIATAK 3. Pemutu jemnaumny 222 +1 = 42 y ckyny panuoHamHEX Gpojesa.

Pewemwe. Tlobumo on pemema mare jemnaumue (z1,y1) = (0,1). Csa mpyra
pemema cy mara ca (r,y) = (pt,1+ qt), roe ¢y p,q nemu u t panmoHatan. Ago
durcupamo p u q, jemmaumna 222+ 1 = y? maje jemmaumny no t: 2p*t? = 2qt + ¢*t?,

2
omakine je t =0 umm t = . S Cana mobujamo
2p2 — ¢2
 2pq 2P+ 42
Topr_g YT op_ g

[TPUMEP 4. Jemmaumna x2 + 4xy + 4y?> = 1 y ckymy panmoraqEux GpojeBa ce
HE MOKe DEIMTH FOpPHOM MeTonoM (mposepute!). Pasnor je pacTaBmuBocT momMHOMA
P(z,y) = 22 + 4oy +4y*> —1: P(z,y) = (v +2y+1)(x +2y — 1), mro nonaxo umHu
3a7aTy jeIHAUYMHY TOTOBO TPUBUjaJHOM. A

Cnenehu 3anatak ce He OM MOrao jeHOCTABHO PEIINTY HA MCTU HauuH kKao [lu-
TArOPUHA jeTHAUMHA.

3AOATAK 4. Pemurn jemmaumny 2a? + 7% = ¢? y ckymy: (a) pammonasimmx;
(6) menux Gpojesa.

Pewewe. Tpumernvo ma je jeqHo HeTpusujanno pememe jemmauuue (1,1,3).

Axo je ¢ = 0, jemuno pememe je (0,0,0). Hanmame cmarpamo ma je ¢ # 0.
Axo craBmvo = = a/c u y = b/c, ceomamo jemmaummy ma 222 + Ty? = 1 y cky-
Iy palMOHAJHEUX OpojeBa, umja pemema oOpasyjy Hery kpuBy (emuncy). Tpojka
(a,b,¢) = (1,1,3) mam maje pememe (x1,y1) = (1/3,1/3). Hera je (x,y) Heko
pememe jenHauwHe u Heka cy t € Q u p,q € Z He 0b0a jeoHAKa HYJIU, TAKBU [a
je x = 1/3+pt, y = 1/3 4+ gt. 3ameHoM 0BUX BPeNHOCTU y HONA3HY jeIHAUNUHY
nobujamo 2(1/3 + pt)? + 7(1/3 + qt)?> = 1, mro ce ceomu ma 4pt/3 + 14qt/3 +
(2p? 4+ 7¢*)t? = 0. Crpahusamenm ca t nobujamo —2(2p + 7q) = 3(2p* + 7¢°)t,
2(2p+7q)

o p o 22t Ta)
OJAKIIE je 3207 1 7¢7)

1 —2p% — 1dpq + 7¢? 1 2% — dpq — 7¢?
8 = — t = = — t = —== =
8 w=gz+p s +12) 0 VT3 T )

C mpyre crpase, 3a CBAKO PANMOHAJIHO pememne, Tj. Tauky N ca panuoHAIHIM KOOpD-
muHAaTaMa, npasa [ = M N uMa panuoHajad HArub, mMTO 3HAYM Aa Cy CBA PAIMOHAIHA
pemema Hame jexHaunse oOyxsaliena Gpopmyiom (8).

[Ito ce Twae nenobpojarx pemema, ¢ 063upom 1a je © = a/c u y = b/c, MokemMO
yaetn a = k(—2p? — 14pq + 7¢%), b = k(2p* — 4pq — 7¢°), ¢ = 3k(2p?® + 7¢°), upn
yeMy Cy p W g menw, a k pamuoHasaH O6poj 3a KOju Cy TOPHE BPEIHOCTH a, b, ¢ mere.
HamomernuMo ma ce HE MOKEMO OIPAHMYNUTU CaMO Ha HenobpojHe BpexHoctu k, jep
ouga Hup. pemewme (a,b,¢) = (3,1,5) He Ou Mmorno na Gyme nobujeno. Ila umax,
MOKE Ce TIOKA3aTH Ja je Y OBOM CJIyuajy MOBOJLHO 3axTeBaty na 42k Oyme 1meo Opoj
(mokasgmre!). A
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3anaTak 5. Halin cse tpojke neanx Gpojesa (a,b,c) 3a koje je

a? +b* + = 3(a + 2b)c.

Peweme. Jlako mpoHana3uMo HeTPUBUjAIHO pemene (ag,bg, o) = (4,5,1).

3a ¢ = 0 mema pemema ocuM tpusujansor (0,0,0). Heka je ¢ #0 u x = a/c,
y =b/c. Jemmaunmma moctaje x2 4+ y% + 1 = 3z + 6y, ca jemsum pememem (71,%y1) =
(4,5). Crasumo © = 4+pt, y =5+ qt, rne cy p,q € Z u t € Q. IHobBujamo

—5p—4 P +4¢* — 4
5pt+4qt+p2t2+q2t2:O,Oﬂaﬁnejet:%, Caﬂajex:wﬂ
5p° — 5pg + ¢ po A
== Onasne nako gobujamo ommre pememe a = k(—p? —4pq+4q¢?),

b=k(5p* —5pg+q?), c=k(p>+¢®),rneje ke Q. A

Beauka ®epmaoBa Teopema

ITosratu ¢pannyckun Maremarnyap Iljep Pepma 6no je jemanm on ocHuBaua ca-
BpeMeHe Teopuje O6pojeBa. [locraBmo je HU3 mpobieMa UuMje je pemaBame NOBEJO 10
3navajuux goctureyha. Ho, cBakako je HajBumIe HAMOpa yIO0KEHO U HAJBUIIE HOKYINAja
YUUELEHO 14 Cce JoKaske (WM ONOBPrHE) Heroso TBpheme Koje je Ha3BaHO ,BEJIMKOM
(zexan u ,mociemmom ) PepmaoBom Teopemom. Pepma ra je UCKA3a0 Y KPATKO]
HOTH Ha MapruHama jense lmodaHTOBe KEHUre U TIACH:

Hemozyhe je da ce xyb manuwwe xao 36up dea kyba, Humu 0a ce uemspmau
cmenen HaNUWe Kao 30up “emepmur cmenena u, yonwme, 0a ce 6uso xoju 6poj
Koju je cmenen aefiu 00 0pyzoe nanuwe Kao 30up 08a UCTMG MAKEA CTNENENE.

Y caBpeMeHUM O3HAaKaMa:

Axo je n ma xoju mpupodan 6poj eehu 00 2, onda He nocmoje npupooHu
bpojesu x, y u z, maxeu da je

" Yyt =2"

depma je mommcao: ,Hamao cam 3amcra m3aBanpenan moka3 oBor TBphema, aau je
0Ba MapruHa CyBWIIE yCKa na Ou ce moka3 mMorao cMmectutu. OBoMm TBphemy, 3amuca-
HOM cpexuHoM X VII Beka, MHOTM BeJIMKN HAayYHUIM MOCBeNMBAIM Cy MHOTO BPEMEHA U
rpyaa. Hamopu cy manau MHOTO KOPUCHUX PE3yJaTaTa, MOCeOHO y Teopuju anrebapCcKrux
6pojesa. Cama Teopema JOKa3aHa je 3a MHOTe mocebHe BpeaHOCTH n3ao:xkuona n. Ilo-
ka3 3a cremujagad ciaydaj n = 4 (koju moruue ox camor Pepmaa) majeMo y 3amaTKy
6 HapemHOT OleJbKa. 3AHUMJBKUBO je N je IOKa3 3a CIy4aj 7 = 3 MHOTO TEKU U Hera
je m3seo Ojmep. aycos moka3 3a oBaj ciyuaj majemo y teopemu 10 cemme riase.

depMaoBa BeIMKA TEOPEMa je KOHAUHO MIak nokasama 1995. romuue. (Y crBapw,
pelleme je HajaB/hEHO IBe FOJMHE PAHU]E, AJI CAOIIITEHA TAKBE BPCTE YBEK CE IPUMAjy
ca pe3epBoM, jep je Omio MHOrO CIydajeBa ma Cy 00jaBbUBAHU ,,MOKA3W ' 3a KOje ce
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KACHUje MCIOCTABUIO A HUCY KODEKTHU.) 3aciyra 3a TO NPUIMCYje Ce HEKONMIUHI
MareMaTHJapa, Ipu YeMy je 3aBPIIHU ,yAapal‘ M3BeO eHIJIECKM MaTeMaTruuap Exnpy

Bajac (Andrew Wiles).

SannmipuBo je momenyTu na je Ojuaep, nokymasajyhu na noraxe $PepmaoBy Teo-
peMy, MOCTABUO XWUIOTE3y Ia HU jeIHAUMHA

I R

HeMa peliema y CKYIly NPUPOIHUX OpojeBa. 3a 0BO TBpheme ce Takohe myro Huje
3HAJ0 na g je tauno wiu He, nok muje Hoam Exakuc (Noam Elkies) 1988. romume
HAIIAO KOHTPANPUMED

2682440* + 15365 639* + 18 796 760* = 20615 673%.
Kacuuje je naheno u mame pememe

95800% + 217519% + 414 560* = 4224814.

Merona MUHMMAJIHOT peIleHha

OBa MeTOIa ce YeCTO KOPUCTY IPUIMKOM HAJIaKemha CBUX pelmema Herux Juodan-
TOBUX jeIHAYMHA, OJHOCHO MOKA3WBama Ia PEeIema He mocroje. IIpunnun je ciaenehn.
[TpermocraBuMo ma mata jemHAYMHA WMAa MEJIOOPOJHUX Pemema U Ja MOCTOJU AJrOpU-
TaM KOjUM Ce U3 jeqHOT IeJ00pOjHOT pememna jenHauvnte mobuja ApPyro meaobpojHo
pememe. Ako jemHaunHa MMa EJOOPOJHUX peliemha, OHIA IOCTOJU peIleHme Koje je
MUHUMAJHO y HEKOM CMUCIY (HOp. MuUHMMaJaH je 36up |z| + |y|). Pememe koje ce
mobuja m3 TOr pelmema HUje Mame, ma ce Tako mobujajy ompebene ocobume Tor Mu-
HUMAJIHOT Delleha -- OHEe Cy HOHEKaJ IOBOJbHE A 3aKDYJYMMO Na TAKBO pememne (u,
JaKie, HUjeJHO APYTO) HEe MOCTOjU.

Hpyra popmynanuja ose meroze je creneha. IIpernocraBumo na mocroju pememe
jellHAUMHEe y CKyIy IPUPOIHUX OpojeBa u Ja ce Moske Halhu agropuram KOjuM ce u3
jeIoHOT IPUPONHOT pemlema nobuja APYro IPUPONHO DeIeme, alu Koje je cmpozo
mame (y onpebenom cmumcay) on monasuor. To 3HauM ma mocToju GECKOHAYHO MHOTO
IpUPOIHUX OpOjeBa MamUX O JATOT MPUPOIHOT Opoja, ImTO je, HapaBHO, HEMOTryhe.
Haxne, nara jenHauymHa HeMa IPUPOAHUX peIema. Y OBOM ODJNKY OBa METOAA je
nosnara kao (PepmaoBa) MeTona GECKOHAUHOT CMABUBAbA.

Haseneny meronmy mayctposahiemo ua cieneha Tpu 3amaTka, a Ol TpuMepa ce
Mo:ke Hahi y 3amanuma oBe riaBe, kao u MeDy 3amanuma ca MehyHapomHUX oavMIA-
jaza (raasa 8).

3AIATAK 6. okasatu ma jemHaumna x* + y* = 22 Hema pemema y Cryn
J Y p y CRymy

npuponaux 6pojesa. Cremujanmo, jemnaunma xt +y* = 2* mema npupomEux pemema.

Pewemwe. Ilpernocrasumo na pemewme y N mocroju u ga je (x,y,2) Takso pe-
meme ca MEUHUMAMHUM 2. MokeMo mpernocraButu 1a ¢y (Z,y,Z) y3ajaMHO IPOCTH Y
naposuma. Jenaw ox 6pojeBa X,y je mapaH -- HeKa je 6e3 cMamema omnmTocTh 2 | y
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u 2 { z. Tlomto je (z%,y?, 2) mpumurusma [luTaropusa Tpojka, MOCTOje y3ajaMHO
IpPOCTH TPUPOIHU OPOjEeBU M, N TAKBU A je

2?2 =m? —n?, y? = 2mn, z=m?+n%

Tpojra (z,n,m) je rakobhe npumurusaa [luraropusa, ma mocroje y3ajaMHO IPOCTH
u,v € N Taksu na je

m = u® + v?, z=u?—v% n = 2uv.

Jemmaunna y? = 2mn ce com wa (y/2)? = uv(u® 4+ v?). Mebhytmu, 360r (u,v) =1
cy 6pojesu uwv u u? 4 v? y3ajaMHO DPOCTH, & HUXOB HPOU3BOJ je KBAAPAT, Ia 34TO0
nocroje ¢,d € N 3a koje je

(9) w=d* u u+v?=c
Hajsan, 360r (u,v) = 1 m uv = d? mocroje a,b € N Taksu na Bawm u = a’ u
v = b?, ma apyra jemmaumna y (9) mocraje
at + vt =2
Hakxne, (a,b,c) je pememe monasHe jeJHAUMHE U IPU TOM j€ OUMIIENHO ¢ < Z, MITO

je y roHTpaguknuju ca uzbopom pemema (x,y,z). A

3AnATAK 7. Hahu cse mapose mpupomawx 6pojesa a,b Takse ma a | b2 +1 u
bla?+1.

Pewewe. Jacuo je ma je (a,b) = 1, ma je ycioB 3amaTKa €KBUBAJEHTAH Ca
. a?+b%+1 o
ab | a? +b® + 1. dukcupajmo n = R — > 2 7 IOCMATPAajMO jeHAUNHY
a
(10) a® +b* + 1 = nab.

Hexka je (a,b) pememe y N jenmauumne (10) y kome je a > b u a najmame moryhe.
Axo (10) Hanumemo ka0 KBaAPATHY jeAHAUUHY L0 @,

fla)=a®> —nb-a+b*+1=0,

npumehyjemo ma axo je (a,b) meno pememe, onma je u (nb — a,b) pememe. 360r
HaunHa u3bopa pemema (a,b) u uumenune xa je nb—a > 0, Mmopa buru nb —a >
a > b. Ksanparsa dpyukuuja f je Herarussa Ha uaTepBaty (a,nb—a), a HeHeraTUBHA
m3Ban mera. Wsmeby ocramor, saskn f(b) > 0, 1j. —(n —2)b?> +1 > 0. Crem na je
n=3unua=b=1.

Csa mpyra pemewma (a,b) jemmaumue (10) ca a > b ce mocae koHausor Gpo-
ja tpancpopmaunuja (a,b) — (b,3b — a) come ma majMame pememe (1,1). Vayhu
»yHa3an", onasne jgako nobujamo mpa je pememe (a,b) obmuka (Fap—1, Font1),
n > 0, roe cy F), unamosu PuGomaumjesor mmsa’ (F.1 =1, Fb =0, Fpyq =
Fp 4+ Fi—1). A

4L. Pisano (Fibonacci), (oko 1170--moce 1240), ntanujanckn marematuuap. O ®uGonaunjesmm
OpojeBuma BugeTy HIp. y csecuu 8 oBux Marepujama [25].
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3ANATAK 8.  Ako ¢y m,n upupomuu OpOjeBM UCTE MAPHOCTUA TAKBU A& je
m>n um?—n?+1|m?, nokazatu na je m? — n? + 1 noTnyn KBagpar.

Pewemwe. C ob3upoMm Ha mcTy mapHOCT OpojeBa m U M, YBEAUMO CMEHY m =
a+b, n=a—>b. Ycuos 3anatka nocraje a’ +2ab+b? = k(4ab+1) 3a mexo k € N,
Tj.

f(a) = a* — (4k — 2)ab + b* — k = 0.

Hera je (ag,bp) pememe (a,b) oBe jemmaumune y N ca a > b u majmamum moryhum
a. Kaxo je ((4k—2)by—ag, by) Tarobhe pememe, Mopa Gurn (4k—2)by—ag > ag = by
umu (4k — 2)bg — ag < 0 < ag wmm (4k — 2)bg — ap = 0. Y upBoM cayuajy mobujamo
f(bp) = 0 mro muje moryhie. Y mpyrom cayuajy mobujamo f(—1) < 0, omakme je
1+ (4k — 2)by + b3 < k mTo je memoryhe. Ocraje Tpehn ciyuaj y xome je f(0) =0,
omakie je b3 = k. Ilonasna jemmaunna cana nocraje (a+b)% = bZ(4ab+1), ma cren
na je u 4ab + 1 mormys kBagpat. A



