
Opxte kvadratne Diofantove jednaqine

Opxta teorija Diofantovih jednaqina sadr¼i veliki broj otvorenih pi-
taǌa. Pitaǌe postojaǌa algoritma kojim se za svaku polinomsku Diofantovu
jednaqinu mo¼e odrediti da li ona ima ili nema celobrojnih ili racionalnih
rexeǌa je jedan od quvenih Hilbertovih1 problema, i odgovor na ǌega je na
¼alost negativan. S druge strane, teorija kvadratnih Diofantovih jednaqina
je gotovo u potpunosti ispitana. Navodimo slede²e tvr±eǌe qiji je dokaz izvan
okvira ove kǌige.

Teorema (Hase2-Minkovski3). Kvadratna Diofantova jednaqina ima
rexeǌa u skupu racionalnih brojeva ako i samo ima rexeǌa po svakom pro-
stom modulu i u skupu realnih brojeva.

Ovde ²emo pokazati jedan metod nala¼eǌa opxteg rexeǌa (x, y, z) jednaqine

(6) p(x, y, z) = Ax2 + By2 + Cz2 + Dyz + Ezx + Fxy = 0,

gde su A, B,C, D,E, F celi brojevi, ako nam je poznato jedno netrivijalno re-
xeǌe (x0, y0, z0) u kome je, recimo, z0 6= 0 .

Metod se zasniva na slede²em. Ako je (x, y, z) racionalno rexeǌe jednaqine
(6), onda je i (kx, ky, kz) rexeǌe za svako k ∈ Q . Ako je z 6= 0 , za pogodno k
je kz = 1 , pa mo¼emo bez smaǌeǌa opxtosti pretpostaviti da je z = 1 . Tada
jednaqina (6) postaje

(7) P (x, y) = p(x, y, 1) = Ax2 + By2 + Fxy + Ex + Dy + C = 0.

Skup svih rexeǌa jednaqine P (x, y) = 0 je neka kriva koja sadr¼i taqku sa
racionalnim koordinatama M(x1, y1) = (x0/z0, y0/z0, z0) -- zaista, P (x1, y1) =
p(x1, y1, 1) = p(x0, y0, z0)/z2

0 = 0 . Svaka prava l kroz taqku M , ako nije cela
sadr¼ana u krivoj, seqe krivu u jox jednoj taqki N (ako je l tangenta, smatramo
da je N = M ). Ako se prava l kre²e po skupu svih pravih koje prolaze kroz M
i imaju racionalan nagib, skup dobijenih preseqnih taqaka N ²e biti upravo
skup racionalnih rexeǌa jednaqine (7).

1D. Hilbert (1862–1943), nemaqki matematiqar
2H. Hasse (1898–1979), nemaqki matematiqar
3H. Minkowski (1864–1909), nemaqki matematiqar
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ZADATAK 3. Rexiti jednaqinu 2x2 +1 = y2 u skupu racionalnih brojeva.

Rexeǌe. Po±imo od rexeǌa date jednaqine (x1, y1) = (0, 1) . Sva druga
rexeǌa su data sa (x, y) = (pt, 1 + qt) , gde su p, q celi i t racionalan. Ako
fiksiramo p i q , jednaqina 2x2 +1 = y2 daje jednaqinu po t : 2p2t2 = 2qt+q2t2 ,

odakle je t = 0 ili t =
2q

2p2 − q2
. Sada dobijamo

x =
2pq

2p2 − q2
, y =

2p2 + q2

2p2 − q2
. 4

Primer 4. Jednaqina x2 + 4xy + 4y2 = 1 u skupu racionalnih brojeva se
ne mo¼e rexiti gorǌom metodom (proverite!). Razlog je rastavǉivost polinoma
P (x, y) = x2 +4xy +4y2− 1 : P (x, y) = (x+2y +1)(x+2y− 1) , xto ionako qini
zadatu jednaqinu gotovo trivijalnom. 4

Slede²i zadatak se ne bi mogao jednostavno rexiti na isti naqin kao Pi-
tagorina jednaqina.

ZADATAK 4. Rexiti jednaqinu 2a2 + 7b2 = c2 u skupu: (a) racionalnih;
(b) celih brojeva.

Rexeǌe. Primetimo da je jedno netrivijalno rexeǌe jednaqine (1, 1, 3) .

Ako je c = 0 , jedino rexeǌe je (0, 0, 0) . Nadaǉe smatramo da je c 6= 0 .
Ako stavimo x = a/c i y = b/c , svodimo jednaqinu na 2x2 + 7y2 = 1 u sku-
pu racionalnih brojeva, qija rexeǌa obrazuju neku krivu (elipsu). Trojka
(a, b, c) = (1, 1, 3) nam daje rexeǌe (x1, y1) = (1/3, 1/3) . Neka je (x, y) neko
rexeǌe jednaqine i neka su t ∈ Q i p, q ∈ Z ne oba jednaka nuli, takvi da
je x = 1/3 + pt , y = 1/3 + qt . Zamenom ovih vrednosti u polaznu jednaqinu
dobijamo 2(1/3 + pt)2 + 7(1/3 + qt)2 = 1 , xto se svodi na 4pt/3 + 14qt/3 +
(2p2 + 7q2)t2 = 0 . Skra²ivaǌem sa t dobijamo −2(2p + 7q) = 3(2p2 + 7q2)t ,

odakle je t = − 2(2p + 7q)
3(2p2 + 7q2)

,

(8) x =
1
3

+ pt =
−2p2 − 14pq + 7q2

3(2p2 + 7q2)
, y =

1
3

+ qt =
2p2 − 4pq − 7q2

3(2p2 + 7q2)
.

S druge strane, za svako racionalno rexeǌe, tj. taqku N sa racionalnim koor-
dinatama, prava l = MN ima racionalan nagib, xto znaqi da su sva racionalna
rexeǌa naxe jednaqine obuhva²ena formulom (8).

Xto se tiqe celobrojnih rexeǌa, s obzirom da je x = a/c i y = b/c , mo¼emo
uzeti a = k(−2p2 − 14pq + 7q2) , b = k(2p2 − 4pq − 7q2) , c = 3k(2p2 + 7q2) , pri
qemu su p i q celi, a k racionalan broj za koji su gorǌe vrednosti a, b, c cele.
Napomenimo da se ne mo¼emo ograniqiti samo na celobrojne vrednosti k , jer
onda npr. rexeǌe (a, b, c) = (3, 1, 5) ne bi moglo da bude dobijeno. Pa ipak,
mo¼e se pokazati da je u ovom sluqaju dovoǉno zahtevati da 42k bude ceo broj
(poka¼ite!). 4
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ZADATAK 5. Na²i sve trojke celih brojeva (a, b, c) za koje je

a2 + b2 + c2 = 3(a + 2b)c.

Rexeǌe. Lako pronalazimo netrivijalno rexeǌe (a0, b0, c0) = (4, 5, 1) .
Za c = 0 nema rexeǌa osim trivijalnog (0, 0, 0) . Neka je c 6= 0 i x = a/c ,

y = b/c . Jednaqina postaje x2 + y2 + 1 = 3x + 6y , sa jednim rexeǌem (x1, y1) =
(4, 5) . Stavimo x = 4 + pt , y = 5 + qt , gde su p, q ∈ Z i t ∈ Q . Dobijamo

5pt+4qt+p2t2+q2t2 = 0 , odakle je t =
−5p− 4q

p2 + q2
. Sada je x =

−p2 + 4q2 − 4pq

p2 + q2
i

y =
5p2 − 5pq + q2

p2 + q2
. Odavde lako dobijamo opxte rexeǌe a = k(−p2−4pq+4q2) ,

b = k(5p2 − 5pq + q2) , c = k(p2 + q2) , gde je k ∈ Q . 4

Velika Fermaova teorema

Poznati francuski matematiqar Pjer Ferma bio je jedan od osnivaqa sa-
vremene teorije brojeva. Postavio je niz problema qije je rexavaǌe dovelo do
znaqajnih dostignu²a. No, svakako je najvixe napora ulo¼eno i najvixe pokuxaja
uqiǌeno da se doka¼e (ili opovrgne) ǌegovo tvr±eǌe koje je nazvano ,,velikom“
(nekad i ,,posledǌom“) Fermaovom teoremom. Ferma ga je iskazao u kratkoj
noti na marginama jedne Diofantove kǌige i glasi:

Nemogu�e je da se kub napixe kao zbir dva kuba, niti da se qetvrti
stepen napixe kao zbir qetvrtih stepena i, uopxte, da se bilo koji broj
koji je stepen ve�i od drugog napixe kao zbir dva ista takva stepena.

U savremenim oznakama:

Ako je n ma koji prirodan broj ve�i od 2, onda ne postoje prirodni
brojevi x , y i z , takvi da je

xn + yn = zn.

Ferma je dopisao: ,,Naxao sam zaista izvanredan dokaz ovog tvr±eǌa, ali je
ova margina suvixe uska da bi se dokaz mogao smestiti.“ Ovom tvr±eǌu, zapisa-
nom sredinom XVII veka, mnogi veliki nauqnici posve²ivali su mnogo vremena i
truda. Napori su dali mnogo korisnih rezultata, posebno u teoriji algebarskih
brojeva. Sama teorema dokazana je za mnoge posebne vrednosti izlo¼ioca n . Do-
kaz za specijalan sluqaj n = 4 (koji potiqe od samog Fermaa) dajemo u zadatku
6 narednog odeǉka. Zanimǉivo je da je dokaz za sluqaj n = 3 mnogo te¼i i ǌega
je izveo Ojler. Gausov dokaz za ovaj sluqaj dajemo u teoremi 10 sedme glave.

Fermaova velika teorema je konaqno ipak dokazana 1995. godine. (U stvari,
rexeǌe je najavǉeno dve godine ranije, ali saopxteǌa takve vrste uvek se primaju
sa rezervom, jer je bilo mnogo sluqajeva da su objavǉivani ,,dokazi“ za koje se
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kasnije ispostavilo da nisu korektni.) Zasluga za to pripisuje se nekolicini
matematiqara, pri qemu je zavrxni ,,udarac“ izveo engleski matematiqar Endru
Vajls (Andrew Wiles).

Zanimǉivo je pomenuti da je Ojler, pokuxavaju²i da doka¼e Fermaovu teo-
remu, postavio hipotezu da ni jednaqina

x4 + y4 + z4 = u4

nema rexeǌa u skupu prirodnih brojeva. Za ovo tvr±eǌe se tako±e dugo nije
znalo da li je taqno ili ne, dok nije Noam Elkis (Noam Elkies) 1988. godine
naxao kontraprimer

2 682 4404 + 15 365 6394 + 18 796 7604 = 20 615 6734.

Kasnije je na±eno i maǌe rexeǌe

95 8004 + 217 5194 + 414 5604 = 4224814.

Metoda minimalnog rexeǌa

Ova metoda se qesto koristi prilikom nala¼eǌa svih rexeǌa nekih Diofan-
tovih jednaqina, odnosno dokazivaǌa da rexeǌa ne postoje. Princip je slede²i.
Pretpostavimo da data jednaqina ima celobrojnih rexeǌa i da postoji algori-
tam kojim se iz jednog celobrojnog rexeǌa jednaqine dobija drugo celobrojno
rexeǌe. Ako jednaqina ima celobrojnih rexeǌa, onda postoji rexeǌe koje je
minimalno u nekom smislu (npr. minimalan je zbir |x| + |y|). Rexeǌe koje se
dobija iz tog rexeǌa nije maǌe, pa se tako dobijaju odre±ene osobine tog mi-
nimalnog rexeǌa -- one su ponekad dovoǉne da zakǉuqimo da takvo rexeǌe (i,
dakle, nijedno drugo) ne postoji.

Druga formulacija ove metode je slede²a. Pretpostavimo da postoji rexeǌe
jednaqine u skupu prirodnih brojeva i da se mo¼e na²i algoritam kojim se iz
jednog prirodnog rexeǌa dobija drugo prirodno rexeǌe, ali koje je strogo
maǌe (u odre±enom smislu) od polaznog. To znaqi da postoji beskonaqno mnogo
prirodnih brojeva maǌih od datog prirodnog broja, xto je, naravno, nemogu²e.
Dakle, data jednaqina nema prirodnih rexeǌa. U ovom obliku ova metoda je
poznata kao (Fermaova) metoda beskonaqnog smaǌivaǌa.

Navedenu metodu ilustrova²emo na slede²a tri zadatka, a jox primera se
mo¼e na²i u zadacima ove glave, kao i me±u zadacima sa me±unarodnih olimpi-
jada (glava 8).

ZADATAK 6. Dokazati da jednaqina x4 + y4 = z2 nema rexeǌa u skupu
prirodnih brojeva. Specijalno, jednaqina x4 +y4 = z4 nema prirodnih rexeǌa.

Rexeǌe. Pretpostavimo da rexeǌe u N postoji i da je (x, y, z) takvo re-
xeǌe sa minimalnim z . Mo¼emo pretpostaviti da su (x, y, z) uzajamno prosti u
parovima. Jedan od brojeva x, y je paran -- neka je bez smaǌeǌa opxtosti 2 | y
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i 2 - x . Poxto je (x2, y2, z) primitivna Pitagorina trojka, postoje uzajamno
prosti prirodni brojevi m, n takvi da je

x2 = m2 − n2, y2 = 2mn, z = m2 + n2.

Trojka (x, n,m) je tako±e primitivna Pitagorina, pa postoje uzajamno prosti
u, v ∈ N takvi da je

m = u2 + v2, x = u2 − v2, n = 2uv.

Jednaqina y2 = 2mn se svodi na (y/2)2 = uv(u2 + v2) . Me±utim, zbog (u, v) = 1
su brojevi uv i u2 + v2 uzajamno prosti, a ǌihov proizvod je kvadrat, pa zato
postoje c, d ∈ N za koje je

(9) uv = d2 i u2 + v2 = c2.

Najzad, zbog (u, v) = 1 i uv = d2 postoje a, b ∈ N takvi da va¼i u = a2 i
v = b2 , pa druga jednaqina u (9) postaje

a4 + b4 = c2.

Dakle, (a, b, c) je rexeǌe polazne jednaqine i pri tom je oqigledno c < z , xto
je u kontradikciji sa izborom rexeǌa (x, y, z) . 4

ZADATAK 7. Na²i sve parove prirodnih brojeva a, b takve da a | b2 + 1 i
b | a2 + 1 .

Rexeǌe. Jasno je da je (a, b) = 1 , pa je uslov zadatka ekvivalentan sa

ab | a2 + b2 + 1 . Fiksirajmo n =
a2 + b2 + 1

ab
> 2 i posmatrajmo jednaqinu

(10) a2 + b2 + 1 = nab.

Neka je (a, b) rexeǌe u N jednaqine (10) u kome je a > b i a najmaǌe mogu²e.
Ako (10) napixemo kao kvadratnu jednaqinu po a ,

f(a) = a2 − nb · a + b2 + 1 = 0,

prime²ujemo da ako je (a, b) ǌeno rexeǌe, onda je i (nb − a, b) rexeǌe. Zbog
naqina izbora rexeǌa (a, b) i qiǌenice da je nb − a > 0 , mora biti nb − a >
a > b . Kvadratna funkcija f je negativna na intervalu (a, nb−a) , a nenegativna
izvan ǌega. Izme±u ostalog, va¼i f(b) > 0 , tj. −(n− 2)b2 + 1 > 0 . Sledi da je
n = 3 i a = b = 1 .

Sva druga rexeǌa (a, b) jednaqine (10) sa a > b se posle konaqnog bro-
ja transformacija (a, b) 7→ (b, 3b − a) svode na najmaǌe rexeǌe (1, 1) . Idu²i
,,unazad“, odavde lako dobijamo da je rexeǌe (a, b) oblika (F2n−1, F2n+1) ,
n > 0 , gde su Fk qlanovi Fibonaqijevog niza4 (F−1 = 1 , F0 = 0 , Fk+1 =
Fk + Fk−1 ). 4

4L. Pisano (Fibonacci), (oko 1170--posle 1240), italijanski matematiqar. O Fibonaqijevim
brojevima videti npr. u svesci 8 ovih Materijala [25].
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ZADATAK 8. Ako su m,n prirodni brojevi iste parnosti takvi da je
m > n i m2 − n2 + 1 | m2 , dokazati da je m2 − n2 + 1 potpun kvadrat.

Rexeǌe. S obzirom na istu parnost brojeva m i n , uvedimo smenu m =
a+ b , n = a− b . Uslov zadatka postaje a2 +2ab+ b2 = k(4ab+1) za neko k ∈ N ,
tj.

f(a) = a2 − (4k − 2)ab + b2 − k = 0.

Neka je (a0, b0) rexeǌe (a, b) ove jednaqine u N sa a > b i najmaǌim mogu²im
a . Kako je ((4k−2)b0−a0, b0) tako±e rexeǌe, mora biti (4k−2)b0−a0 > a0 > b0

ili (4k− 2)b0 − a0 < 0 6 a0 ili (4k− 2)b0 − a0 = 0 . U prvom sluqaju dobijamo
f(b0) > 0 xto nije mogu²e. U drugom sluqaju dobijamo f(−1) 6 0 , odakle je
1 + (4k− 2)b0 + b2

0 6 k xto je nemogu²e. Ostaje tre²i sluqaj u kome je f(0) = 0 ,
odakle je b2

0 = k . Polazna jednaqina sada postaje (a+b)2 = b2
0(4ab+1) , pa sledi

da je i 4ab + 1 potpun kvadrat. 4


