TI'nmaBa 5
KBAJTPATHE KOHI'PYEHIINJE

KBanpaTHe KOHTpy€eHIIHje IO IPOCTOM MO Iy JIy

JeevHUIINIA 1. Heka cy m, n u a uemn 6pojesu, m > 1, n > 1 u
(a,m) = 1. Kase ce ma je @ ocraTak Mm-TOr CTEMEHA 0 MOLYILY 11 aKO KOHIDY-
eamuja 2" = a (mod m) mMa nemoGpojHMX pemema. Y CYIPOTHOM @ jé HEOCTATAK
T -TOT CTEIIEHA.

Crenujanuo, 3a n = 2,3,4 ocramu ce HA3UBA]y PeIOM KBaOpaTHUM, KyOHUM,
oukBanparanM. OBy riaBy mocBeliyjemMo KBaJpaTHMM ocTalmMa.

Jacro je ma je mpmmkoMm pemasama jemaumse r2 = a (mod m) moBosmHO Hahn

mena pemema y ckymy {0,1,...,m — 1}, jep ako je x Ouio Koje pememe, Taga je u
cBaku OpOj M3 HETrOBe KJIaCe KOHIPYEHIHUje MO MOLYJIy M Takohe pememe jeaHadnHe.
3ato hemo ce y mamem yBek OrpaHMUABATH HA TAKBA PEIICHA.

TEOPEMA 1. 3a damu nenapan npocm 6poj p u yeo 6poj a, pta, jedHauuna
2?2 = a (mod p) uau mema pewena, usu uMa Mauno 08a pewena.

Jokas. TlpermocraBuMo Oa naTa KOHIDYEHIWja MMa DEmlelma W 13 je X1 jeIHO
on wux. Tanma je ounrmesso m xo = —xp pememe. J[pyrux pemema M0 MOAYLY P
HeMa, jep 22 = a = 22 (mod p) nosnaun z = +x; (mod p). Ipu Tom 61 71 = —x1
(mod p) mmano 3a nociaemuny 2x; = 0 (mod p), wro je memoryhe 36or (2,p) =
(r1,p)=1.m

W3 oBor jemnocrasuor TBphema ciemu

TEOPEMA 2. 3a ceaku wenapan npocm 6poj p mehy bpojesuma 1, 2, ...,

P — 1 uma mauno wea()pamnux ocmamaxa (U ucmo moauxo %ea@pamuuw

Heocmamara). m
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JIE®VMHNIINIA 2. 3a patu mpoct 6poj p u neo 6poj a, Jlesxamnpos! cum-

a
6o () ce meduHUIIE KAO
p

1, ako pfa u a je xkBanparHu ocrarak (mod p);
a
() =< -1, ako pta ua je xkBanparn meocrarak (mod p);
p
0, akop|a.

2
x
IIpvMEP 1. Jacuo je ma je () = 1 3a cBaku mpocT O6poj p u 1eo 6Poj T, 3a
koju pfx. A p

[TPuMEP 2. Iomro je 2 KBagpaTHU ocTaTak o Monyay 7 (3% =2), a 3 To uuje,

MaMO g =1m § =-1. A
7 7

Y nmajeeM, OCHM aKO Apyraurje HarjacuMmo, cmMarpahemo ma je p HemapaH IPOCT

6poj u a meo 6poj, u mucahemo p’ = }%

JacHo je ma je a KBaApATHU OCTATAK IO MOIYJIY P aKO U CAMO aKO je TO U @+ kp
3a HeKH 1e0 6poj k. 3arto Mokemo cmarpaTu ga je Jlexanapos cuMboin GyHKIUjA U3
CKyIa Kiaca oCTaraka mo Moxyny p y ckym {—1,0,1}.

Ha ocroBy ®epmaose Teopeme Bakn aP~ ' = 1 (mod p), oxakme ciemu u a? =
+1 (mod p). Hpenusnuje, saxu caenelie repheme.

TeoPEMA 3. (Ojiepos kpurepujym) a? = (a> (mod p).
p

Joxas. Tepheme je Tpusujamno 3a p | a. 3ato mpermocraBibaMo aa p i a.

Hexka je g mpumuruBHE KOpeH 1o Moxyiy p (OH IOCTOju Ha OCHOBY Teopeme 17
tpehe raase). Tana je cBakm ocrarak mo Momyny p 3azxar ca ¢g*, ¢ =0,1,...,p— 2

. . . ’ I
(mocaemuua 3 teopeme 11 y tpehoj raasu). Ilpumernmo ma je (¢°)? = g* =1 ako
u camo ako p — 1| ip’, 1j. ako u camo ako 2 | 3.

C npyre crpame, g' je KBaAPATHYM OCTATAK IO MOIYMIY P aKO M CAMO aKO MOCTOjU
j€{0,1,...,p—2} Taras na je (¢°)? = g* (mod p), mTo je exBUBaTEHTHO ca 2j = i
(mod p — 1). Hocremma KOHIpyeHIUMja MMa PEIIEEma aKO0 U CAMO aKo 2 | 4, Hakie

. S
yupaso ouza kana je (¢*)P =1 (mod p). m

Cueneha Baskra cBojcTBa JleskanapoBor cumbona ciene aupexrrHo n3 Ojmeposor

KpUTepujyMa.

TrOPEMA 4. Jlewcandpos cumbon je MyAmuniukamuean, mj. 3a cee yeae

bpojese a,b u npocm 6poj p > 2 eaxcu (ab) = (a) (b> . u
p p p

1A-M. Legendre (1752-1833) ¢dpanmyckn MaTeMaTHUAD
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3anaTak 1. Ilocroju mpuponan 6poj a < ,/p+1 Koju je KBaApaTHA HEOCTATAK
no Moxyny p. Iokazarn.

: . _[p
Pewewe. Heka je a majMamy KBapaTHU HEOCTATAK MO MOIyIy p u b= |=|+1.
a

Kaxko je 0 < ab—p < a, ab— p mopa Outu kBaapaTHu ocrarak. llakie,

(- 0)0--C)

IIpema Tome, b je rBampaTHM HeocTarak, ma je a¢ < b < p + 1 omakme ciemn
a

mBpheme. A

—1 p—1
TEOPEMA 5. 3a ceaxu npocm b6poj p > 2 eaxncu () =(-1) 2 .
p
Jpyzum pevuma, xonepyeryuja v° = —1 no npocmom mMooysy p uma pewena

axo u camo axo je p=2 uau p=1 (mod 4). m

Qi

3anmaTak 2. Axo je p mpoct 6poj obmuka 4k 4+ 1, noxasartu na je x = (p')!
jemo pememe xorrpyenmmje 22 + 1 =0 (mod p).

Pewemwe. Muoxkemem penammja i = —(p —4) (mod p) 3a i = 1,2,...,p/, mo-
Gujano (p/)! = (—=1)P (' +1)---(p — 2)(p — 1). Youmuo Taxobe na je 360r ycnosa
samatka p’ mapan 6poj. Cama mmamo

a2 = ()= (-1 (' +1)-(p—2)(p—1)
= (=" (p— 1= (-1)"*' = —1 (mod p)
Ha OCHOBY Bmicomose Teopeme. A

N3 mperxomuor 3amaTka ce Takohe MOke M3BECTH 3aKDyUYaK AA je CBAKM IPOCT
nemuman 6poja o2 +y? (mpu wemy cy x,y € N y3ajammo mpocTy 6pojesn) mim 06amEa
4k + 1, k € N, unu je jemnag 2. CiauuaH 3akbydvak ce MOXKE IPOIADUTH.

TEOPEMA 6. Hekxa cy ,y yszajamno npocmu yeau b6pojesu, u a,b,c npous-
sopHu yeau bpojesu. Axo je p wenapan npocm desunay bpoja ax® + bry + cy?
Koju ne deau nujedan 00 xkoeduyujenama a,b,c, mada je D = b*> —4ac xeadpammnu
ocmamax mo Mooyay p.

Cneuujanno, axo p | 2> — Dy? u (z,y) = 1, onda je D xeadpammu ocmamar
(mod p).

Jokaz. Osnaumvio N = ax? + bry + cy?. Kaxo je 4aN = (2ax + by)? — Dy?,

“MaMo Ja je
(2ax + by)* = Dy* (mod p).

Iame, y HUje memUBO ca p, jep O6u y cympoTHOM U 2ax + by, a caMuM TUM U &, OUIO
NIeJLUBO €a P, MTO NPOTUBPEYM TPETIOCTABIH.

HOCTOJI/I neo 6poj y; TakaB ma je yy; = 1 (mod p) MuoskemeM ropme jeaHa-
koctu ca y? nobujamo (2ary; + byy1)? = D(yy1)? = D (mod p), omakte ciemn
TBpheme. W
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3a neo 6poj a, pta u k=1,2,...,p' mocroju jeMHCTBEHO
rre{-p,...,—2,—-1,1,2,....p'}
3a koje je ka = rp (mod p). Ilrasume, Hukoja ABa OX Tk -0Ba HE MOTY OUTH jemHA-
KM 10 allCOTYTHO] BPENHOCTH, Ia je |ril,|ra|,...,|rp| 3ampaBo mepMmyTammja ckyma
. / a-2a-...-pa TPy .. Ty
1,2,...,p'}. Tana je a? = = P Axo cama mamemo
{12, p}. Tama | 1-2....p _1.2.....p A
ry = eklrg] 3a k= 1,...,p", upu yemy je £ = +1, uz Ojneposor kpurepujyma

mobujamMo Ia BayKu

a
TEOPEMA 7. Baoxcu <) =€1€g- &y . M
p

[Tpumerumo ma je 7, = —1 ako m caMo ako je ocrarak Opoja ka Tpu meibemy
;. . 2ka ka
ca p Behm om p’, Tj. ako u camo ako je |— | = 2 + 1. IIpema Towme,
T&”} p p
rp = (=1)L P 1. Cazma u3 Teopeme 7 mobujamo ciuenehe tepheme.
a P [2ka
TeoPEMA 8. ([aycosa nema) Baocu () = (1), 20eje S = Y [} ..
p k=1L P

laycoBa smema mam omoryhaBa ma 3a MaJO @ WIX MAJO P JAKO M3PAUYHAMO

a 2
BpemuocT Jlexanaposor cumboa () . Ha npumep, 3a a = 2 umamo () = (-1)7,
! p
T4k 1
rae je S = > {] Y 0BOj cy™Mu je TavHO §p’ cabupara jemnako 0, IOK je
k=1

1 . 1 +1 .
npeocraiux p’ — §p’ jemzaxo 1. IIpema Tome, S =p' — {2}9’} = [174] , MTO je

mapHO 3a p = +1, a Henmapuo 3a p = £3 (mod 8). Oako cMo xo6unM Ha BaKu

TEOPEMA 9. () = (-1) 4], Lpyeum pevuma, 2 je xeadpammu ocma-
p
max no npocmom modyay p > 2 axo u camo axo je p = +1 (mod 8).

Ha canuan maumn ce mory mokaszaru ciegeha tBphema.

TeoPEMA 10. 1° —2 je xeadpammuu ocmamax no mModysy p aKo U CaAMO aKO
jep=1 uau p=3 (mod 8);

2° =3 je xeadpamuu ocmamar no Mooysy p axo u camo axo je p = 1
(mod 6);

3° 3 je xeadpamnu ocmamar no mMolysy p aKo u camo ako je p = =+1
(mod 12);

4° 5 je weadpamwu ocmamax no mooyay p axo u camo axo je p = +1

(mod 10). m
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3anaTak 3. Iocroju GeckoHauHO MHOTO IPOCTUX GpojeBa obmmka: (a) 4k+1;
(6) 10k +9. Iokazaru.

Peweme. (a) IIpernocTaBnMo 1a OBAKBUX IMPOCTUX OPOjeBa MMa KOHAUHO MHOTO,

u 1a cy pi,p2,.-..,Pn CBU TakBu OpojeBu. Tama cy Ha OCHOBY TeOpeMe D CBU IPOCTU
nemony 6poja N = (2p1pa -+ pn)? + 1 obmura 4k + 1. Mebytum, N wuje nemus
HUjeTHUM OX P1,P2, - - -, Pn , TITO j€ KOHTPAIAUKIHA]A.

(6) Cmuuno merry mox (a), camo mTo ce mocmaTpa 6poj N = 5(2p1p2 -+ pn)? —
1. A

3anATAK 4. llokazatu ma je 3a n € N cBaku mpoct menwiarn p Opoja
n* —n? +1 obmaxa 12k + 1.

Pewemwe. Ipumerumo ma je
nt—n?Hl1=m*-1)%+n? u n*—n?+1=n*+1)>2-3n°%

Kopucrehu teopeme 5, 6 u 10, u3 npse jensakoctu mobujamo xa je p = 1 (mod 4),
a u3 apyre ma je p = +1 (mod 12). Ose gse penammje najy p =1 (mod 12). A

1 2 22 22001
3 5. 1 )
AIATAK 3padyHaTu {2003} + {2003] + [2003} + 4+ {2003}

Pewemwe. Ha ocmoBy OjmepoBor kpurepujyma u Teopeme 9 mmvamo 21001 =
2 . . )
(mm3)=-4mmd2mmy IIpema Tome, 2003 | 21(21001 4 1) = 21001+ 4 9¢ " 4

KaKO 21 u 21001+i

uucy nemuBu ca 2003, 3akmyuyjemMo na je

2i 21001+i 22 4 21001+i
)+ [ ) - e

2003 2003 2003

Cabupamem oBux jemmakoctu 3a ¢ = 0,1,...,1000 mobujamo ma je TpakeHa cyMma

1+2+22+._.+22001 22002_1
' 1001 = *———= —1001. A
Jenara 2003 2003

Io cana paspabena Teopuja HaM jOII yBEK HE OJIAKIIABa IMOCA0 akKo Tpeba ma
IpoBepuMO, Ha IpuMep, na au je 814 kBamparam ocrartak mo moxyny 2003. To
he yuunutu ciaegeha uyBena Tteopema, Koja omoryhasa OBakBy mMpoBEpYy IPUOIMKHO
op3unom EyknumoBor amropurMa.

TeoreEMA 11. (Taycos 3akoH permmmnponurera) Heka cy p 4 q pasauvu-
mu Henapru npocmu bpojesu. Tada eaxncu

(B))-cm

—1 , gqg—1
uqg =-——
g vl 2

npu wemy je p’ =

7 Tk
Joxas. Osmaunmo S(p,q) = Y, {p] . IIpBo hemo morazaru crenehe momohuo
tBpheme. k=119
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JIemA 1. S(p,q) + S(q,p) =p'q .

. |kp . .
Jloxas. Ilpumerunmo ma je |— | Opoj Tauaka y KOOPAWHATHO] PABHU €& KOODIU-
q

marama (k,l) raksum na je 0 < | < kp/q, Tj. Taksum ma je 0 < gl < kp. Onasne
3akpyuyjeMo na je cyma S(p,q) 6poj csux tauvaka (k,l) taksux ma je 0 < k <p' m
0 < gl < kp. Hpyrum peunma, S(p,q) je 6poj Tauaka ca koopauaarama y N yHyTap
npasoyraounka ABCD (ykmwyuyjyhu u rpamuny) roje ce Hasmaze ucnoo npase AFE,
rae je A(0,0), B(p',0), C(p',q'), D(0,q"), E(p,q).

Amanoruno mobujamo na je S(gq,p) Opoj Tauaka ca koopaumatama y N yHyTap
npaBoyraounka ABCD xoje ce namaze usnad mpase AFE. Kaxo je ykymam 6poj
Tadaka ca NeJoOPOJHUM KOOpAMHATAMA, YHYTap OBOT IIPABOYTAOHUKA jeIHak p'q’, a Ha
npasoj AE mema tarsux tavaka, caenu ma je S(p,q) + S(¢,p) =p'q’ . m

BpaTI/IMO Ce Cala Ha OOKa3 TeopeMe. Nmamo

2
—1
Stp+aq,q9)—Spq) =1+2+-+p =2 —

2 p’-1
a JIAKO ce IpoBepaBa na je <) = (—1) 8 . T'aycosa nema Ham gaje
p

B)0)-(2)- (5= () - (o

JaKie (p> = (=1)5®9  Anamorno je <q) = (=1)%@P) Muomemem ose ase
q p

jemHaKOCTM ¥ KopummhemeM jeme mo0rjaMo TpasKeHy jeIHAKOCT. M

Ypamumo cajna mpuMep HaBeIEH IPe TEOPEME.

814 2 11 37
ITPyMEP 3. — | = =
<2003> (2003) (2003) (2003) (2003) (2003)

1 . 11 2003 1
ajpe eMa 3aKO e omureTa je | —— | = = | =
Jbe, IPeMa 3aKOHY DENUIPONUATETA ] 2003 ETH 11

37 2003 ) 37 ) 814 . .
(2003) - ( 37 > (37> (5> = —1. HoGujamo (2()()3) =1, 1j. 814 je

KBaIpaTHU ocTraTak no moxyny 2003. A

=1mn

Jemny on moryhnx KopucHumx (opmyranyja 3akOHa PENUIPOLUTETA laje U Cie-
neha

IHMocaenunA 1. Heka cy p u q pasauvumu npocmu bpojesu. Axo cy p u q
oba obauxa 4k + 3, onda je jedna 00 jednavwuna

(1) 22 =p (mod gq), v =q (mod p)

pewwusa, a Opyza nuje. Axo p u q nucy oba obauxa 4k + 3, mada cy uau obe
jeonauune (1) pewuse uau Huje nujedna.
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IIPuUMEP 4. 1° p =5, ¢ = 11. O6e jemmauune 2> = 5 (mod 11), y? = 11

(mod 5) cy pemuse (amp. x =4, y =1).
2° p=17, q=11. Jemmaumna x> = 11 (mod 7) je pemmsa (mmp. = = 2), a
y? =7 (mod 11) muje. A

3anaTak 6. Ilorazaru ma je neo 6poj @ KBaOPATHM OCTATAK IO CBAKOM IPO-
CTOM MOJZYJIYy AKO W CAMO aKO je @& HOTIYH KBAJAPArT.

Pewemwe. TlpermocTaBuMo 1a @ HUje MOTOYH KBAmpaT. be3 cMamema OMIMTOCTH
(3amTO?) MOKEMO IPETHOCTABUTHU A G HUje NEJEUBO KBAIDATOM.

[Ipernocrasumo na je a > 0. Tana je a = pips---pr 3a Heke mpocTe OGpojeBe

P1,--.,Pk. 34 CBAaKU IPOCT OPOj P BakuU
k

a Di Di o [P
g G)-1E) = () ()

P E p p pi
Axo je a = 2, omabepumo p = 5. Y CympOTHOM, HOCTOjJU HENAPAH NPOCT EJUIAL
Bpoja a, pemumo pi. Omabepumo takas mpoct Gpoj p na Baxkum p = 1 (mod 8),
p=1 (mod p;) 3acako i =1,2,...,k—1 u p =a (mod pg), rue je a IPOU3BOLAH
KBAJPATHI HEOCTATAK 1O MOIyny pi. OBakas mpoct Gpoj p noctoju no Iupuxieosoj
TEopeMy O IPOCTUM OpPOjeBUMa Y apUTMETHUKUM nporpecujama (rnasa 2). Tazna cy Ha
ocHOBY (2) Gpojesu pi,...,Pk—1 KBAAPATHA OCTALM, AOK j€ Di KBAIDATHU HEOCTATAK
(mod p). Mpema ToMe, @ je KBAAPATHU HEOCTATAK MO MOLYILY P .

Cumuan moka3 ce MOxke CIpoBecTH y cayuajy ma je a < 0. OBaj cayuaj mpermy-
mTamMo yntaony. A

KBanparHe KOHrpyeHmuje mo CJIOKEHOM MOy Iy

Y MHOTHM Ciy4ajeBuMa je TMOTpeOHO MCIUTATH M4 JU je HEeKu OPOj KBaIpaTHU
OCTATAK MO CJIOKEHOM MOAYJNy. Y TOM HW/BY ce yBoau (YHKIMja KOja y M3BECHOM
cmucity yommTasa JlexanapoB cuMOOJI Ha CIIOKEHE MOLIYJIE.

JEerHUIIMIA 3. Hera cy matu neo 6poj a u memapad Gpoj b, u Heka je
a
b= pips? .- p@ wamoHcka (axTopusamuja 6poja b. Jaxobujes’ cumM6G0I (3)

6)-G) G -G

[Tpumvernmo na unmenuma na Jakobujes u Jlexxanapos cumbo UMajy UCTY O3HAKY
He NOBOIM IO KOH(Yy3Wje, jep Ce OUMIVIETHO YV CIyYajy na je b mpocT Opoj mperxomHa
JIe(uHANMja CBOIY HA Ne(GUHANU]Y 2.

ce OmeUHUMIE KA0

. a .
Jlako je Bumetu ma u3 (g> = —1 cremu ma je a KBAIPATHU HEOCTATAK IO MOIY-
. a . . a .
ay b. 3aumcra, ako je (Z) = —1, ogna je no JeduHUIMjN () = —1 3a bap jemHo
3

p; | b, ma a HUje KBaZpATHM OCTATAK MO MOIYILY P; .

2K. G. J. Jacobi (1804-1851), Hemauru MareMaTHdap
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MebyTtum, o6pat suwe He 8ancu, Kao MITO ce BUIM Ha caegeheM mpumepy.

2 2 2
ITpPuMEP 5. Mana je <15> = <3> (5> =(—1)-(—1) =1, 2 uuje kBagpaTHN

OCTATaK II0 MOIYNY 15, jep TO HUje HU IO H-eFOBUM IIPOCTUM UMHUONUMA 3 U 5.

3ampaBo, Baxku ciaenehu cras.

TeorPEMA 12. Hexa je a yeo u b= p'p5? - - p¥r (kanoncka daxmopuszayu-
ja) npupodan 6poj. Tada je a xeadpamnu ocmamak no mModyay b axo u camo axo
je a xeadpammu ocmamar no modysy p;t sa cearxo it =1,2,...,r.

Joxas. Ako je a KBagpaTHNU OCTATAK MO MOMIYJY b, OUMIJIEIHO TO MOpa OUTU U
0 MOZYJy CBakor py', i=1,2,...,7.

IIpernocraBuMo 1a je @ KBAIPATHU OCTATAK IO MOAYILY CBAKOL p;', U Ia je x;
neo 6poj Takas ma je 7 = a (mod p$?). Ilo kuHeckoj Teopemu 0 ocTanuMa (Teopema
3 rumase 4) nocroju 6poj « Takas ma je x = x; (mod py?) 3a i =1,2,...,r. Tana

pakn 22 = 27 = a (mod p§*) 3a cBako i, na je 3aTo u x° = a (mod b). m

TeoPEMA 13. Keadpamuux ocmamaka no mooysy p™* (n > 0) uma mauno

2n—1 -1 I 5 3 pn-‘rl -1
e e— 3a = 4, OOHOCHO | —F/———
3 P 2(p+ 1)

Joxas. Osmaunmo ca k, Opoj KBaIpaTHUX OCTATaKa IO MOLYILYy p™.

]+1 3a p>2.

Hexka je p memapuo m n > 2. Bpoj a je KBagpaTHM OCTATAK MO MOILYJNy p" ako

7 caMo ako p f @ W a je KBaIpaTHW OCTaTak 1o MOmyTy p, wm p? | a u a/p? je

KBAJPATHY OCTATAK 10 Moxyay p" 2. IoGujamo jemmaxoct k, = ky_o +p'p" L.

Herka je p =2 u n > 3. Bpoj a je xBamparHu ocrartak mo MOgyiay 2" ako u
camo ako a = 1 (mod 8) wm 4 | @ u a/4 je KBagpaTHM OcTaTak MO MOmyIy 2" 2.
Ilo6ujano jemuaroct ky = ky_o + 2773,

Cana ce TBpheme norasyje QUPEKTHO MHAYKIKAjOM IO 71. M

Msuora mpaBuia kKoja Baske 3a JleskanapoBe cumboiie mperoce ce u Ha Jakobujese
cumbone. Tako Baxke cieneha tBphema, Koja ce HOKa3yjy KOpumINemeM ne(UHUIL]je
JaroOujesor cumboina u anasoreux tBphema 3a Jlexangpose cumboe, ma uX AajeMo
6e3 moxasa.

TrorPEMA 14. 3a cee ueae bpojese a,b u nenapre ¢, d saxnce jeonarxocmu

(-0 ()-00) @-06

TeEOPEMA 15. 3a ceaxu nenapan yeo 6poj a eaxncu

(j) _ (-, (i) —pli] a

TEOPEMA 16. (3akon penunpomurera) 3a ceaka 08a Y3ajamHo npocma He-

napra 6poja a,b eaxcu
a b a—1 b—1
(5) <a>—(‘1> P
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3AOATAK 7. Ilokasatu ma jemmaumma z2 = y> — 5 mema pemema (z,y) y
CKymy mesaux Opojesa.

Peweme. Axo je y mapuo, Taga je r2 =y> —5 =3 (mod 8), mro je memoryhe.

Hexa je cama y memapro. Ako je y =3 (mod 4), tagaje 22 = y3—-5=3> - 5=
2 (mod 4), oner rourpamukmumja. IIpema Tome, y mMopa Guru obauka 4z + 1, z € Z.
Tana 3amata jeqHAUNHA TOCTAje

22+ 4 =642 + 482 + 122 = 42(162% 4 122 + 3).
Crem na je 22 =4 (mod 1622 + 12z + 3).

Mebyrum, Bpensoct JakobujeBor cumbona

—4 -1
(16z2 + 122+3) B (1622 + 122 +3)

je jemnarka —1 jep je 1622 + 122+ 3 =3 (mod 4). Konrpamkmja. A

3anAaTAk 8. Ioxazaru na 4kzy — 1 Huje menmiuan Opoja x™ + y™ Hu 3a Koje
npuponre 6pojese x,y, k, m,n.

Pewemwe. Hpnmernmo ma je (2™, y",dkzy — 1) = 1. Oszmaumvo m’' = [m/2] n
n' = [n/2]. MorpeGro je uctmraru cremehe moryhuocrn.

1° m=2m' un=2n". Tana 4kzy—1| (™ )2+ (y™)? no reopemu 6 moBnaun

-1 1 ' h
o E— = 0O ]€ HEMO e.
Thay — 1 , IITO jJe HEeMOTy

2° m=2m' un=2n"+1 (cayuaj m =2m'+1, n = 2n’ je ananoran). Tana
-y

dkxy — 1

[TpermocraBumo na je y Hemapuo. Ilo 3axomy perumponurera je

(41<;x_yy—1> - (4ij_yl— 1> <4ka— 1) =(-1)- (71)% (_yl> =—1.

Ipermocrapumo na je y = 2%y, npm wemy je t > 1 meo 6poj u 3y, € N. Ilo
p

dkxy — 1| (zzcm/)2 + y(y"/)2, ma je = 1. Tepaumo na je To Hemoryhe.

2 . . !
Bje | ————]=1 emapuor ¥y, | ——— | =
reopemu 15 je Thry — 1 , IOK je, Ka0 y CIy4ajy HeIapHOT Y Thry — 1)
Y
(42%%_1> =-—1. Hpel\Ia, TOME,

v N2 N N
dkxy — 1 dkxy — 1 dkxy — 1 ’

3° Hexa m =2m/+1 u n =2n'+1. Taga 4kzy—1 | 2(2™ )2 +y(y™)?, ma je

Y =1.C e cTpame —2Y = —day = -1 =
dkry—1) APYEE CTDAHE, dkry—1) \dkzy—1) \dkzy—1)

—1, KOHTpAaIUKIH]A.

OsBuMm cy ucnuranu cBu caydajeBu. A
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Hexe cyme JlesxkannpoBux cuMm0boJia

[oneran je norpebuo onpemutu Gpoj spemnoctu = € {0,1,...,p — 1} 3a koje je
f(x) rBamgpaTHM OCTaTak MO MOAYILY P, TIE je p Hemapad OpocT Opoj u f MOMUHOM
ca nenobpojaum roepurmjertuma. OAroBOp HA OBO MUTAHE je MUPEKTHO MOBE3AH Ca

BpenHomhy cyme
-1
pz: (f(@)
p

=0
3aTo ce y OBOM OJeJbKY MHTEDPECYjeMO IPBEHCTBEHO 33 CyMe OBOT' THIIA.

Axo je f numeapan MOJIMHOM, HABEIEHA CyMa C€ JIAKO U3DAUYHABA.

TEOPEMA 17. 3a npouseonne yeae bpojese a,b u npocm 6poj pta eaxncu
-1

()

=0

Jokas. 36or ycaosa pta Gpojesu ax +b 3a  =0,1,...,p — 1 uuHe moTHyH
-1
CHCTEM OCTATAKa Mo MOAYIY p. Kako je meby muma Tauno

KBaJgpaTHUX OCTa-

Taka KOjU HUCY NEJUBU C& P, TAUHO
IeJbUB ca P, CIean

p—1
1 1
Z(am+b)=p2 +(-)E=+0=0.m

z=0 p

KBAIPATHAX HEOCTATaKa U TAUHO jeNaH

Ha 6ucmo m3pauyHAJU TpaskeHy CyMy 3a KBaaparHe mosuHoMe f, Tpebahe mam
caenehe tBpheme.

TeOPEMA 18. Hexa je f(x)P = ag + a1z + - + agp ™ |, 20e je k cmenen
noauroma f. Tada eancu

«(f@ )
Z (p) = —(ap71 + a2(p—1) 4t ak/(p—l)) (mod p), 20e je k= |:2] .

x=0

p—1
JNokas. Osmaumvo S, = Y. 2™ (n € N)u Sy =p. Kao mro je Beli nokazano y
=0

OJIebKY O IPUMUTHUBHUM Koperuma, S, = —1 (mod p) 3an>0,p—1|n,u S, =0
(mod p) y cBum ocrammm cayuajesuma. Cana je ma ocuoBy Ojieposor kpurepujyma

z=0
= —(ap—1 +agp_1) +--+app_1) (mod p). m

TeEOPEMA 19. 3a yeae 6pojese a,b,c u npocm 6poj pta, cyma

pil (am2 + bx + c)
=0 p

je jeonaxa — (CL) axo ptb* —4dac, u (p—1) (a) axo p | b*> — dac.
p p
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da’\ 2=l (az? +b =l [ (2az +b)2 — D
Jlowas. Unanio za je (a> 5 <w+x+c> _5 ((aﬂfﬂ)vme
p =0 p =0 p
je D = b? — 4ac. Kako 6pojesu ax +b 3a  =0,1,...,p — 1 uuse moTmyH cucreM

oCTaTaka Mo MOAYIY p, mobujamo

(ZYZI (ax2 +pbx+c> :”i (mQ—D> g

=0 =0 p

Mo reopemu 18 je S = —1 (mod p), ma rako je |S| < p, caiequ S = —1 wim
S=p-—1.
[Ipernocrasumo S = p—1. Tamacy p—1 (“FTTD) -0Ba jemHaku 1, IOK je TAYHO

jemam, pemmMo 3a T = zq, jemmax 0, Tj. p | 22 — D. Karo tarobe p | (—z0)? — D =
23 — p, Mopa 6utu xo = 0 onarne p | D. O6parro, ako p | D, pawu S = p— 1, ok
je y cymporaom S = —1, ma tBphewe caequ. m

3ANATAK 9. DBpoj pemema (z,y) xomrpyesmje 22 —y?> = D (mod p), 3a
p1 D, jemnak je p — 1. Ilokasaru.

Pewewe. Cnenu u3 ynmeHnne na je 3a GUKCHO y OPOj pemema & KOHIDYEHIW]je
24+ D
D)1

y?+ D = 2?2 (mod p) jemmax (y

Ounpebusame cyma Jlesxxkannposux cumbona 3a monunome f(x) cremena selier ox
2 je 3HATHO CJOkeHUje. Y HACTABKY NeMO MCOUTATH CiIydaj moiuHOoMa f cremeHa 3
oxpebenor turma.

=0 p
[pernocrasumo na p 1 a. Jlako mobujamo ma je 3a cpako t € Z, K(at?) =

(t) ) (W) - (;) K(a). Tipema tove, |K(a)| sasmcu cavo ox tora

p—1 2
3a neo 6poj a me¢uunmmmo K(a) = > (M> .

P/ z=0 p
Jla JIX je @ KBaAPATHU OCTATAK II0 MOLYJIY p WIU HUje.

Cama najemo HOBU noka3 TBpDema ma je cBaku npoct 6poj p =1 (mod 4) 36up
IBa KBaJIpaTa.

TeOPEMA 20. Heka cy a u b pedom Keadpamuu ocmamar t HeOCMAMar
no modyay npocmoe b6poja p obauxa 4k + 1. Tada cy |K(a)| u |K(b)| napru
npupoory bpojesu xoju 3a0080.6a8aJY

1 S| 2
—|K —|K =p.
(si@1) + (5ix01) =
Jlokaz.  Ha ocmoBy mperxommor pasmarpama je p'(K(a)? + K(b)?) =
p—1 p—1 p—1
> K(n)? = 3 K(n)?, jep je K(0) = 0. Habumo > K(n)?. 3a csako n je
n=1 n=0 n=0
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zy(z® + n)(y* +n)

wor =22 (

) , OJIaKJIe JO0MjaMo

p
; 72;(@)%((%&?%&))

p—l n_’_‘rQ n+ 2

[puvernmo na je mo Teopemm 19, <( Jn+y7)
n=0 p

+y, u —1 y ocranuM ciaydajeBuMa. ¥ OaluBameM OBUX BPEIHOCTU TOPHA jeIHAKOCT

mocraje

) jemHako p — 1 ako = =

p—1 p—1p—1 Ty

> K =pp-2- Y5 () =

n=0 =0 y=0
Bakmyuyjemo aa je K(a)?+K (b)? = 4p. Ulrasume, nomro je K(a)?+ K (b)? nemuso
ca 4, oba K(a) u K(b) mopajy Gutu napuu, mro nokasyje tpheme. m

Jlarpas:xoBa TeopeMa

Y 3a1aTKy 2 U HAIIOMEHU TTOCJIe TOT 3a,JaTKA BUIEIU CMO J1a je HEeONXOIaH YCIOB 1a
6u mpupoman 6poj N Morao aa ce mpeacTasu kKao 36up x2+y2, rme je (z,y) = 1, 1aj
Ia Cy My CBM HemapHu mpoctu gejnuonu obauka 4k + 1. Hpyrum peumma, 6pojesn N
Koju mMajy Oap jemas mpoct menmiar obsuka 4k + 3 He MOry ce IpuKa3aTd y 0OIUKY
30upa aBa KBaapaTa y3ajaMHO mpoctux OpojeBa. Ciuuno, mMa OpUpPOIHUEK OpojeBa
(rakaB je, Ha mpuMep, Gpoj 7) Koju ce He MOTY HANMCATA HU Kao 30Up KBagpara TpU
nera 6poja. MebhyTun, 3a 36up on uetwpu KBagpara Baxu ciegeha Jlarpamsxosa®
TeopeMa.

TroPEMA 21. Ceaxu npupodarn 6poj ce moxce npedcmasumu Kao 30up we-
mupu Keadpama ueauxr bpojeaa.

Loxas. Tephewe ciemu koMOuHANIMjOM HapenHux Jema 2 u 4.
JIEMA 2. 3a peaane bpojese a;, b; (i =1,2,3,4) saxncu
(a + a3 + a3 +a3)(b] + b3 + b3 +b3) = ¢} +c5+c3 +c]

3a ¢1 = aiby + agbs + azbs + asby, ca = arby — azby + azbs — asbs, c3 = a1bz —
aszbi + asbs — asby, ¢4 = a1by — asby + asbs — azby. M

JIEMA 3. 3a ceaxu nenapan npocm 6poj p nocmoje yeau 6pojesu m, Ty u
Yo maxsu da je

1<m<% u zf+yl+1=pm

[NV

3J. L. Lagrange (1736-1813), ¢dpanmyckn MaTeMaTAYAD
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Jokas. Jlako ce mposepasa (kao y Teopemama 1 u 2) na meby 6pojeBnma

12
(3) 02, 12, 22, ..., (pT)
He MOCTOje MBA KOja Cy KOHI'PYEHTHA MO MOAyay p. VcTo omma Ba:km 3a Opojese
12
(4) 1, —1-12, f1f22,...,f1f(pT).

Mebyrum, Gpojesa (3) u (4) nma yrynuo p + 1, Te mocroje nsa (jemam u3 jenHor a
IPYTY U3 OPYTOT CKyIa) KOjU Cy KOHIPYEHTHW IO MOXYJY P, Tj. IOCTOje Zg,Yo € Z,

0 < z,y0 < %7 tarsu na je 3 = —1 —y2 (mod p), Tj. 22 + v +1 =pm, npu
ueMy je
L oo o Lip—1y p’—2p+3 _p
_ 2 1<7(7>.2 1| =222 2
JIEMA 4. Ceaxu npocm 6poj ce mouce npedcmasumu Kao 30up wemupy Kea-
dpama yeaux bpojesa.

Joxas. 3a p = 2 tBpheme ounmrienno Baxku. Heka je mame p Hemapan mpocCT
6poj. Ha ocuoBy seme 3 mocroju m € Z, 1 < m < 27 Tako ma je mp = x3 + y3 +

12 4+ 02, Tj. 6poj Mmp ce MOxe IPUKA3ATH Kao 30up yeTupu kBagpara. Heka je mg
Hajmany OPOj 3a KOju MOCTOjU IPEACTABIbAmE O0JIUKA
p
(5) mop = a3 + a3 + a3 + a3, 1§m0<§.
Ioraskmmo ma je mg = 1, Tj. Aa ce p MOKe MPEACTABUTU HA 3aXTEBAHU HAUWH.
Hajupe mokamumo ma je mg Hemapan. Kama 6u om 6mo mapan, mg = 2m/’,
raga 6u Meby Gpojesmma a1, as, as, a4 Mopano ma Oyzme mapam 6poj (0, 2 wm 4)
HETMapHUX, Ta OU Ce OHM MOTJIM HYMEPHUCATH TAKO Oa 2 \ a1 as u 2 | ag + ay. Ho,
OHJA je
1 a1 + as\2 ai — as \2 as + aq \2 a3 — a4 \2
mlp:§(a%+a%+“§+ai):( 2 )+( 2 >+< 2 )+( 2 )

ma 6poj m’ 3aI0BOBABA MCTE YCIOBE KAO Mg, & MAmU je OJ HeTa.

Heka cy cama r; ocrtanu mpu Iemewmy a; Ca Mg, U TO HAJMABU IO MOLYILY, Tj.
Iri| < % (mg je memapan!). Tama je rf +r3+ri+713 =al+a3+a3+a2 =0
(mod my), Tj.
(6) ri 75+ g+ =mot,
mo

2
> ) = mg. MHOXKemeM pesanuja

1 1
reje 0<t=—(r2+r2+r2+472 <—-4(
Ae ] X mo( 1 2 3 1) mo
(5) u (6) u xopucrehu nemy 2 nobujamo
mgpt = (af + a3 + a3 +ai)(r} + 13 + 75 +15) = ¢t + 5+ 5+,
r7ie je, Ha IpUMeEp, ¢1 = a171 + agry +asrs +asry = a3 +a3+a3+a3 =0 (mod my)
U CIWYHO 34 Cy, C3 U C4. llpu TOM je

c1 V2 co V2 c3 V2 c4 V2
ne (ST (2 (2 (2,
mo mo mo mo
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rae ¢y ¢;/mo uemn 6pojesu. Ha ocuoBy maumua msbopa Gpoja mg caemu t = 0, na
u r; =0, omocro a; = 0 (mod mg). Ho, omna je mZ | a3 + a3 + a3 + a3 = mop,
ma mo | p. 36or 1 < mpy < ]37 To je moryhe jenmuo 3a mg = 1, mTo je Tpebaio
JOKA3aTy. W 2

SAIDAIDN

10. (P95.2.2) Hexka je p mpocr 6poj. Ilokasatu na mocroju x € Z takBo xa
p|2? —x+ 3 axo u camo aro moctoju y € Z Tarso na p | y? —y + 25.

11. Hera je p = 4k — 1 mpoct 6poj, kK € N. Axo je a meo 6poj takas na
KoErpyerrmuja 2 = a (mod p) WMa permmema, JOKa3aTH Aa Cy Ta pellema IaTa ca
xr = +a®.

12. JlokasaTu ma cBM HemapHu mesiwomu 6poja H5x? + 1 mMajy mapmy madpy
JECETUIA.

13. IoxazaTu ma 3a cBaku IpPOCT OpOj p mocToje menu OpojeBu a,b 3a koje je
a® + b2 + 1 nemuso ca p.

2
14. JlokazaTtu na 275 HUje meo Opoj HU 3a Koje mpupomHe OpojeBe X,y > 2.
Y2 —
1 1
15. Hexka je p > 3 npoct 6poj u a,b € N rtaksu na je 1+§+~~-+7:%.
p—

IlokazaTu ma Taga p? | a.

16. Hera je P(x) = 23 + 1422 — 22 + 1. loka3aTu ga TOCTOju TIPUPOAAH GpOj
N TakaB 1a 3a CBako T € Z,
101 | P(P(...P(x)...)) — x.
————

n

17. (C97.3--4.1) Hahu cse n € N rarse za ce ckyn A = {n,n+1,...,n+1997}
MOYKE PA3JIORATU Ha HEKOJMKO TMOJCKYIOBA Ca jeIHAKAM MPOU3BOIMMA EJIEMEHATA.
18. (a) Hokasatu nma um 3a kxoje x,y € N 06poj 4oy — & — y Huje NOTIYH
KBaAPAT;
(6) Hokazatu ma Hu 3a koje x,y,z € N 6poj 4daxyz —  — y HUje TOTHYH
KBaIpaT.

19. Ilokaszartu ma cy 3a n € N cBu mpoctu gemuomu 6poja n® — n* 4+ 1 obmmxra
24k +1, ke N.
20. Ako cy m,n rtarksu npupomuu Gpojesu na je (5™ — 1) = 5™ — 1, morasaru
na je (m,n) > 1.
a? +b% +c?

21. Jlora3aTu ma He TOCTOje MIPUPOIHU OPOjeBu a, b, ¢ 3a kKoje je m

11eo 0poj.
22. Jlokazatu na je 3a cBako a € Z 06poj pemema (x,y,Zz) KOHIDyeHUU]je
22 4% + 22 = 2azyz (mod p) jemmax (p+ (—1)7")2.



