
Glava 5
KVADRATNE KONGRUENCIJE

Kvadratne kongruencije po prostom modulu

DEFINICIJA 1. Neka su m , n i a celi brojevi, m > 1 , n > 1 i
(a,m) = 1 . Ka¼e se da je a ostatak n-tog stepena po modulu m ako kongru-
encija xn ≡ a (mod m) ima celobrojnih rexeǌa. U suprotnom a je neostatak
n-tog stepena.

Specijalno, za n = 2, 3, 4 ostaci se nazivaju redom kvadratnim, kubnim,
bikvadratnim. Ovu glavu posve²ujemo kvadratnim ostacima.

Jasno je da je prilikom rexavaǌa jednaqine x2 ≡ a (mod m) dovoǉno na²i
ǌena rexeǌa u skupu {0, 1, . . . ,m− 1} , jer ako je x bilo koje rexeǌe, tada je i
svaki broj iz ǌegove klase kongruencije po modulu m tako±e rexeǌe jednaqine.
Zato ²emo se u daǉem uvek ograniqavati na takva rexeǌa.

TEOREMA 1. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a , p - a , jednaqina
x2 ≡ a (mod p) ili nema rexeǌa, ili ima taqno dva rexeǌa.

Dokaz. Pretpostavimo da data kongruencija ima rexeǌa i da je x1 jedno
od ǌih. Tada je oqigledno i x2 = −x1 rexeǌe. Drugih rexeǌa po modulu p
nema, jer x2 ≡ a ≡ x2

1 (mod p) povlaqi x ≡ ±x1 (mod p) . Pri tom bi x1 ≡ −x1

(mod p) imalo za posledicu 2x1 ≡ 0 (mod p) , xto je nemogu²e zbog (2, p) =
(x1, p) = 1 .

Iz ovog jednostavnog tvr±eǌa sledi

TEOREMA 2. Za svaki neparan prost broj p me�u brojevima 1 , 2 , . . . ,

p − 1 ima taqno
p− 1

2
kvadratnih ostataka (i isto toliko kvadratnih

neostataka).
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DEFINICIJA 2. Za dati prost broj p i ceo broj a , Le�androv1 sim-

bol
(

a

p

)
se definixe kao

(
a

p

)
=





1, ako p - a i a je kvadratni ostatak (mod p);
−1, ako p - a i a je kvadratni neostatak (mod p);
0, ako p | a.

Primer 1. Jasno je da je
(

x2

p

)
= 1 za svaki prost broj p i ceo broj x , za

koji p - x . 4
Primer 2. Poxto je 2 kvadratni ostatak po modulu 7 (32 ≡ 2), a 3 to nije,

imamo
(

2
7

)
= 1 i

(
3
7

)
= −1 . 4

U daǉem, osim ako drugaqije naglasimo, smatra²emo da je p neparan prost

broj i a ceo broj, i pisa²emo p′ =
p− 1

2
.

Jasno je da je a kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je to i a+kp
za neki ceo broj k . Zato mo¼emo smatrati da je Le¼androv simbol funkcija iz
skupa klasa ostataka po modulu p u skup {−1, 0, 1} .

Na osnovu Fermaove teoreme va¼i ap−1 ≡ 1 (mod p) , odakle sledi i ap′ ≡
±1 (mod p) . Preciznije, va¼i slede²e tvr±eǌe.

TEOREMA 3. (Ojlerov kriterijum) ap′ ≡
(

a

p

)
(mod p) .

Dokaz. Tvr±eǌe je trivijalno za p | a . Zato pretpostavǉamo da p - a .

Neka je g primitivni koren po modulu p (on postoji na osnovu teoreme 17
tre²e glave). Tada je svaki ostatak po modulu p zadat sa gi , i = 0, 1, . . . , p − 2
(posledica 3 teoreme 11 u tre²oj glavi). Primetimo da je (gi)p′ = gip′ ≡ 1 ako
i samo ako p− 1 | ip′ , tj. ako i samo ako 2 | i .

S druge strane, gi je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako postoji
j ∈ {0, 1, . . . , p−2} takav da je (gj)2 ≡ gi (mod p) , xto je ekvivalentno sa 2j ≡ i
(mod p − 1) . Posledǌa kongruencija ima rexeǌa ako i samo ako 2 | i , dakle
upravo onda kada je (gi)p′ ≡ 1 (mod p) .

Slede²a va¼na svojstva Le¼androvog simbola slede direktno iz Ojlerovog
kriterijuma.

TEOREMA 4. Le�androv simbol je multiplikativan, tj. za sve cele

brojeve a, b i prost broj p > 2 va�i
(

ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
.

1A-M. Legendre (1752–1833) francuski matematiqar
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ZADATAK 1. Postoji prirodan broj a <
√

p+1 koji je kvadratni neostatak
po modulu p . Dokazati.

Rexeǌe. Neka je a najmaǌi kvadratni neostatak po modulu p i b =
[p

a

]
+1 .

Kako je 0 < ab− p < a , ab− p mora biti kvadratni ostatak. Dakle,

1 =
(

ab− p

p

)
=

(
a

p

) (
b

p

)
= −

(
b

p

)
.

Prema tome, b je kvadratni neostatak, pa je a 6 b <
p

a
+ 1 odakle sledi

tvr±eǌe. 4

TEOREMA 5. Za svaki prost broj p > 2 va�i
(−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .

Drugim reqima, kongruencija x2 ≡ −1 po prostom modulu p ima rexeǌa
ako i samo ako je p = 2 ili p ≡ 1 (mod 4) .

ZADATAK 2. Ako je p prost broj oblika 4k + 1 , dokazati da je x = (p′)!
jedno rexeǌe kongruencije x2 + 1 ≡ 0 (mod p) .

Rexeǌe. Mno¼eǌem relacija i ≡ −(p− i) (mod p) za i = 1, 2, . . . , p′ , do-
bijamo (p′)! ≡ (−1)p′(p′ + 1) · · · (p − 2)(p − 1) . Uoqimo tako±e da je zbog uslova
zadatka p′ paran broj. Sada imamo

x2 = (p′)!2 ≡ (−1)p′p′ · (p′ + 1) · · · (p− 2)(p− 1)

= (−1)p′(p− 1)! ≡ (−1)p′+1 = −1 (mod p)

na osnovu Vilsonove teoreme. 4
Iz prethodnog zadatka se tako±e mo¼e izvesti zakǉuqak da je svaki prost

delilac broja x2+y2 (pri qemu su x, y ∈ N uzajamno prosti brojevi) ili oblika
4k + 1 , k ∈ N , ili je jednak 2. Sliqan zakǉuqak se mo¼e proxiriti.

TEOREMA 6. Neka su x, y uzajamno prosti celi brojevi, i a, b, c proiz-
voǉni celi brojevi. Ako je p neparan prost delilac broja ax2 + bxy + cy2

koji ne deli nijedan od koeficijenata a, b, c , tada je D = b2−4ac kvadratni
ostatak po modulu p .

Specijalno, ako p | x2−Dy2 i (x, y) = 1 , onda je D kvadratni ostatak
(mod p).

Dokaz. Oznaqimo N = ax2 + bxy + cy2 . Kako je 4aN = (2ax + by)2 −Dy2 ,
imamo da je

(2ax + by)2 ≡ Dy2 (mod p).

Daǉe, y nije deǉivo sa p , jer bi u suprotnom i 2ax+ by , a samim tim i x , bilo
deǉivo sa p , xto protivreqi pretpostavci.

Postoji ceo broj y1 takav da je yy1 ≡ 1 (mod p) . Mno¼eǌem gorǌe jedna-
kosti sa y2

1 dobijamo (2axy1 + byy1)2 ≡ D(yy1)2 ≡ D (mod p) , odakle sledi
tvr±eǌe.
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Za ceo broj a , p - a i k = 1, 2, . . . , p′ postoji jedinstveno

rk ∈ {−p′, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . , p′}

za koje je ka ≡ rk (mod p) . Xtavixe, nikoja dva od rk -ova ne mogu biti jedna-
ki po apsolutnoj vrednosti, pa je |r1|, |r2|, . . . , |rp′ | zapravo permutacija skupa

{1, 2, . . . , p′} . Tada je ap′ =
a · 2a · . . . · p′a
1 · 2 · . . . · p′ ≡ r1r2 . . . rp′

1 · 2 · . . . · p′ . Ako sada pixemo

rk = εk|rk| za k = 1, . . . , p′ , pri qemu je εk = ±1 , iz Ojlerovog kriterijuma
dobijamo da va¼i

TEOREMA 7. Va�i
(

a

p

)
= ε1ε2 · · · εp′ .

Primetimo da je rk = −1 ako i samo ako je ostatak broja ka pri deǉeǌu

sa p ve²i od p′ , tj. ako i samo ako je
[
2ka

p

]
= 2

[
ka

p

]
+ 1 . Prema tome,

rk = (−1)

[
2ka
p

]

. Sada iz teoreme 7 dobijamo slede²e tvr±eǌe.

TEOREMA 8. (Gausova lema) Va�i
(

a

p

)
= (−1)S , gde je S =

p′∑
k=1

[
2ka

p

]
.

Gausova lema nam omogu²ava da za malo a ili malo p lako izraqunamo

vrednost Le¼androvog simbola
(

a

p

)
. Na primer, za a = 2 imamo

(
2
p

)
= (−1)S ,

gde je S =
p′∑

k=1

[
4k

p

]
. U ovoj sumi je taqno

[
1
2
p′

]
sabiraka jednako 0, dok je

preostalih p′ −
[
1
2
p′

]
jednako 1. Prema tome, S = p′ −

[
1
2
p′

]
=

[
p + 1

4

]
, xto je

parno za p ≡ ±1 , a neparno za p ≡ ±3 (mod 8) . Ovako smo dobili da va¼i

TEOREMA 9.
(

2
p

)
= (−1)

[
p+1
4

]

. Drugim reqima, 2 je kvadratni osta-

tak po prostom modulu p > 2 ako i samo ako je p ≡ ±1 (mod 8) .

Na sliqan naqin se mogu pokazati slede²a tvr±eǌa.

TEOREMA 10. 1◦ −2 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako
je p ≡ 1 ili p ≡ 3 (mod 8) ;

2◦ −3 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ 1
(mod 6) ;

3◦ 3 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ ±1
(mod 12) ;

4◦ 5 je kvadratni ostatak po modulu p ako i samo ako je p ≡ ±1
(mod 10) .
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ZADATAK 3. Postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva oblika: (a) 4k+1 ;
(b) 10k + 9 . Dokazati.

Rexeǌe. (a) Pretpostavimo da ovakvih prostih brojeva ima konaqno mnogo,
i da su p1, p2, . . . , pn svi takvi brojevi. Tada su na osnovu teoreme 5 svi prosti
delioci broja N = (2p1p2 · · · pn)2 + 1 oblika 4k + 1 . Me±utim, N nije deǉiv
nijednim od p1, p2, . . . , pn , xto je kontradikcija.

(b) Sliqno delu pod (a), samo xto se posmatra broj N = 5(2p1p2 · · · pn)2 −
1 . 4

ZADATAK 4. Dokazati da je za n ∈ N svaki prost delilac p broja
n4 − n2 + 1 oblika 12k + 1 .

Rexeǌe. Primetimo da je

n4 − n2 + 1 = (n2 − 1)2 + n2 i n4 − n2 + 1 = (n2 + 1)2 − 3n2.

Koriste²i teoreme 5, 6 i 10, iz prve jednakosti dobijamo da je p ≡ 1 (mod 4) ,
a iz druge da je p ≡ ±1 (mod 12) . Ove dve relacije daju p ≡ 1 (mod 12) . 4

ZADATAK 5. Izraqunati
[

1
2003

]
+

[
2

2003

]
+

[
22

2003

]
+ · · ·+

[
22001

2003

]
.

Rexeǌe. Na osnovu Ojlerovog kriterijuma i teoreme 9 imamo 21001 ≡(
2

2003

)
= −1 (mod 2003) . Prema tome, 2003 | 2i(21001 + 1) = 21001+i + 2i , a

kako 2i i 21001+i nisu deǉivi sa 2003 , zakǉuqujemo da je
[

2i

2003

]
+

[
21001+i

2003

]
=

2i + 21001+i

2003
− 1.

Sabiraǌem ovih jednakosti za i = 0, 1, . . . , 1000 dobijamo da je tra¼ena suma

jednaka
1 + 2 + 22 + · · ·+ 22001

2003
− 1001 =

22002 − 1
2003

− 1001 . 4
Do sada razra±ena teorija nam jox uvek ne olakxava posao ako treba da

proverimo, na primer, da li je 814 kvadratni ostatak po modulu 2003 . To
²e uqiniti slede²a quvena teorema, koja omogu²ava ovakvu proveru pribli¼no
brzinom Euklidovog algoritma.

TEOREMA 11. (Gausov zakon reciprociteta) Neka su p i q razliqi-
ti neparni prosti brojevi. Tada va�i

(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)p′q′ ,

pri qemu je p′ =
p− 1

2
i q′ =

q − 1
2

.

Dokaz. Oznaqimo S(p, q) =
q′∑

k=1

[
kp

q

]
. Prvo ²emo dokazati slede²e pomo²no

tvr±eǌe.
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LEMA 1. S(p, q) + S(q, p) = p′q′ .

Dokaz. Primetimo da je
[
kp

q

]
broj taqaka u koordinatnoj ravni sa koordi-

natama (k, l) takvim da je 0 < l < kp/q , tj. takvim da je 0 < ql < kp . Odavde
zakǉuqujemo da je suma S(p, q) broj svih taqaka (k, l) takvih da je 0 < k < p′ i
0 < ql < kp . Drugim reqima, S(p, q) je broj taqaka sa koordinatama u N unutar
pravougaonika ABCD (ukǉuquju²i i granicu) koje se nalaze ispod prave AE ,
gde je A(0, 0) , B(p′, 0) , C(p′, q′) , D(0, q′) , E(p, q) .

Analogno dobijamo da je S(q, p) broj taqaka sa koordinatama u N unutar
pravougaonika ABCD koje se nalaze iznad prave AE . Kako je ukupan broj
taqaka sa celobrojnim koordinatama unutar ovog pravougaonika jednak p′q′ , a na
pravoj AE nema takvih taqaka, sledi da je S(p, q) + S(q, p) = p′q′ .

Vratimo se sada na dokaz teoreme. Imamo

S(p + q, q)− S(p, q) = 1 + 2 + · · ·+ p′ =
p2 − 1

8
,

a lako se proverava da je
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Gausova lema nam daje

(
2
q

) (
p

q

)
=

(
2p

q

)
=

(
2(p + q)

q

)
=

(
p+q
2

q

)
= (−1)S(p+q,q) =

(
2
q

)
(−1)S(p,q),

dakle
(

p

q

)
= (−1)S(p,q) . Analogno je

(
q

p

)
= (−1)S(q,p) . Mno¼eǌem ove dve

jednakosti i korix²eǌem leme dobijamo tra¼enu jednakost.

Uradimo sada primer naveden pre teoreme.

Primer 3.
(

814
2003

)
=

(
2

2003

)(
11

2003

)(
37

2003

)
= −

(
11

2003

)(
37

2003

)
.

Daǉe, prema zakonu reciprociteta je
(

11
2003

)
= −

(
2003
11

)
=

(
1
11

)
= 1 i

(
37

2003

)
=

(
2003
37

)
=

(
5
37

)
=

(
37
5

)
= −1 . Dobijamo

(
814
2003

)
= 1 , tj. 814 je

kvadratni ostatak po modulu 2003 . 4
Jednu od mogu²ih korisnih formulacija zakona reciprociteta daje i sle-

de²a

POSLEDICA 1. Neka su p i q razliqiti prosti brojevi. Ako su p i q
oba oblika 4k + 3 , onda je jedna od jednaqina

(1) x2 ≡ p (mod q), y2 ≡ q (mod p)

rexiva, a druga nije. Ako p i q nisu oba oblika 4k + 3 , tada su ili obe
jednaqine (1) rexive ili nije nijedna.
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Primer 4. 1◦ p = 5 , q = 11 . Obe jednaqine x2 ≡ 5 (mod 11) , y2 ≡ 11
(mod 5) su rexive (npr. x = 4 , y = 1).

2◦ p = 7 , q = 11 . Jednaqina x2 ≡ 11 (mod 7) je rexiva (npr. x = 2), a
y2 ≡ 7 (mod 11) nije. 4

ZADATAK 6. Dokazati da je ceo broj a kvadratni ostatak po svakom pro-
stom modulu ako i samo ako je a potpun kvadrat.

Rexeǌe. Pretpostavimo da a nije potpun kvadrat. Bez smaǌeǌa opxtosti
(zaxto?) mo¼emo pretpostaviti da a nije deǉivo kvadratom.

Pretpostavimo da je a > 0 . Tada je a = p1p2 · · · pk za neke proste brojeve
p1, . . . , pk . Za svaki prost broj p va¼i

(2)
(

a

p

)
=

k∏

i=1

(
pi

p

)
i

(
pi

p

)
= (−1)p′ip

′
(

p

pi

)
.

Ako je a = 2 , odaberimo p = 5 . U suprotnom, postoji neparan prost delilac
broja a , recimo pk . Odaberimo takav prost broj p da va¼i p ≡ 1 (mod 8) ,
p ≡ 1 (mod pi) za svako i = 1, 2, . . . , k−1 i p ≡ a (mod pk) , gde je a proizvoǉan
kvadratni neostatak po modulu pk . Ovakav prost broj p postoji po Dirihleovoj
teoremi o prostim brojevima u aritmetiqkim progresijama (glava 2). Tada su na
osnovu (2) brojevi p1, . . . , pk−1 kvadratni ostaci, dok je pk kvadratni neostatak
(mod p). Prema tome, a je kvadratni neostatak po modulu p .

Sliqan dokaz se mo¼e sprovesti u sluqaju da je a < 0 . Ovaj sluqaj prepu-
xtamo qitaocu. 4

Kvadratne kongruencije po slo�enom modulu

U mnogim sluqajevima je potrebno ispitati da li je neki broj kvadratni
ostatak po slo¼enom modulu. U tom ciǉu se uvodi funkcija koja u izvesnom
smislu uopxtava Le¼androv simbol na slo¼ene module.

DEFINICIJA 3. Neka su dati ceo broj a i neparan broj b , i neka je
b = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r kanonska faktorizacija broja b . Jakobijev2 simbol
(a

b

)

se definixe kao (a

b

)
=

(
a

p1

)α1
(

a

p2

)α2

· · ·
(

a

pr

)αr

.

Primetimo da qiǌenica da Jakobijev i Le¼androv simbol imaju istu oznaku
ne dovodi do konfuzije, jer se oqigledno u sluqaju da je b prost broj prethodna
definicija svodi na definiciju 2.

Lako je videti da iz
(a

b

)
= −1 sledi da je a kvadratni neostatak po modu-

lu b . Zaista, ako je
(a

b

)
= −1 , onda je po definiciji

(
a

pi

)
= −1 za bar jedno

pi | b , pa a nije kvadratni ostatak po modulu pi .

2K. G. J. Jacobi (1804–1851), nemaqki matematiqar
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Me±utim, obrat vixe ne va�i, kao xto se vidi na slede²em primeru.

Primer 5. Mada je
(

2
15

)
=

(
2
3

)(
2
5

)
= (−1) · (−1) = 1 , 2 nije kvadratni

ostatak po modulu 15, jer to nije ni po ǌegovim prostim qiniocima 3 i 5. 4
Zapravo, va¼i slede²i stav.

TEOREMA 12. Neka je a ceo i b = pα1
1 pα2

2 · · · pαr
r (kanonska faktorizaci-

ja) prirodan broj. Tada je a kvadratni ostatak po modulu b ako i samo ako
je a kvadratni ostatak po modulu pαi

i za svako i = 1, 2, . . . , r .

Dokaz. Ako je a kvadratni ostatak po modulu b , oqigledno to mora biti i
po modulu svakog pαi

i , i = 1, 2, . . . , r .
Pretpostavimo da je a kvadratni ostatak po modulu svakog pαi

i , i da je xi

ceo broj takav da je x2
i ≡ a (mod pαi

i ) . Po kineskoj teoremi o ostacima (teorema
3 glave 4) postoji broj x takav da je x ≡ xi (mod pαi

i ) za i = 1, 2, . . . , r . Tada
va¼i x2 ≡ x2

i ≡ a (mod pαi
i ) za svako i , pa je zato i x2 ≡ a (mod b) .

TEOREMA 13. Kvadratnih ostataka po modulu pn (n > 0) ima taqno[
2n−1 − 1

3

]
+ 2 za p = 2 , odnosno

[
pn+1 − 1
2(p + 1)

]
+ 1 za p > 2 .

Dokaz. Oznaqimo sa kn broj kvadratnih ostataka po modulu pn .
Neka je p neparno i n > 2 . Broj a je kvadratni ostatak po modulu pn ako

i samo ako p - a i a je kvadratni ostatak po modulu p , ili p2 | a i a/p2 je
kvadratni ostatak po modulu pn−2 . Dobijamo jednakost kn = kn−2 + p′pn−1 .

Neka je p = 2 i n > 3 . Broj a je kvadratni ostatak po modulu 2n ako i
samo ako a ≡ 1 (mod 8) ili 4 | a i a/4 je kvadratni ostatak po modulu 2n−2 .
Dobijamo jednakost kn = kn−2 + 2n−3 .

Sada se tvr±eǌe pokazuje direktno indukcijom po n .
Mnoga pravila koja va¼e za Le¼androve simbole prenose se i na Jakobijeve

simbole. Tako va¼e slede²a tvr±eǌa, koja se dokazuju korix²eǌem definicije
Jakobijevog simbola i analognih tvr±eǌa za Le¼androve simbole, pa ih dajemo
bez dokaza.

TEOREMA 14. Za sve cele brojeve a, b i neparne c, d va�e jednakosti(
a + bc

c

)
=

(a

c

)
,

(
ab

c

)
=

(a

c

) (
b

c

)
,

( a

cd

)
=

(a

c

)(a

d

)
.

TEOREMA 15. Za svaki neparan ceo broj a va�i(−1
a

)
= (−1)

a−1
2 ,

(
2
a

)
= (−1)

[
a+1
4

]
.

TEOREMA 16. (Zakon reciprociteta) Za svaka dva uzajamno prosta ne-
parna broja a, b va�i

(a

b

) (
b

a

)
= (−1)

a−1
2 · b−1

2 .
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ZADATAK 7. Dokazati da jednaqina x2 = y3 − 5 nema rexeǌa (x, y) u
skupu celih brojeva.

Rexeǌe. Ako je y parno, tada je x2 = y3 − 5 ≡ 3 (mod 8) , xto je nemogu²e.
Neka je sada y neparno. Ako je y ≡ 3 (mod 4) , tada je x2 = y3−5 ≡ 33 − 5 ≡

2 (mod 4) , opet kontradikcija. Prema tome, y mora biti oblika 4z + 1 , z ∈ Z .
Tada zadata jednaqina postaje

x2 + 4 = 64z3 + 48z2 + 12z = 4z(16z2 + 12z + 3).

Sledi da je x2 ≡ 4 (mod 16z2 + 12z + 3) .
Me±utim, vrednost Jakobijevog simbola

( −4
16z2 + 12z + 3

)
=

( −1
16z2 + 12z + 3

)

je jednaka −1 jer je 16z2 + 12z + 3 ≡ 3 (mod 4) . Kontradikcija. 4
ZADATAK 8. Dokazati da 4kxy− 1 nije delilac broja xm + yn ni za koje

prirodne brojeve x, y, k,m, n .

Rexeǌe. Primetimo da je (xm, yn, 4kxy − 1) = 1 . Oznaqimo m′ = [m/2] i
n′ = [n/2] . Potrebno je ispitati slede²e mogu²nosti.

1◦ m = 2m′ i n = 2n′ . Tada 4kxy−1 | (xm′
)2+(yn′)2 po teoremi 6 povlaqi( −1

4kxy − 1

)
= 1 , xto je nemogu²e.

2◦ m = 2m′ i n = 2n′+1 (sluqaj m = 2m′+1 , n = 2n′ je analogan). Tada

4kxy − 1 | (xm′
)2 + y(yn′)2 , pa je

( −y

4kxy − 1

)
= 1 . Tvrdimo da je to nemogu²e.

Pretpostavimo da je y neparno. Po zakonu reciprociteta je
( −y

4kxy − 1

)
=

( −1
4kxy − 1

)(
y

4kxy − 1

)
= (−1) · (−1)

y−1
2

(−1
y

)
= −1.

Pretpostavimo da je y = 2ty1 , pri qemu je t > 1 ceo broj i y1 ∈ N . Po

teoremi 15 je
(

2
4kxy − 1

)
= 1 , dok je, kao u sluqaju neparnog y ,

( −y1

4kxy − 1

)
=

( −y1

4 · 2tkxy1 − 1

)
= −1 . Prema tome,

( −y

4kxy − 1

)
=

(
2

4kxy − 1

)t ( −y1

4kxy − 1

)
= −1.

3◦ Neka m = 2m′+1 i n = 2n′+1 . Tada 4kxy− 1 | x(xm′
)2 + y(yn′)2 , pa je( −xy

4kxy − 1

)
= 1 . S druge strane,

( −xy

4kxy − 1

)
=

( −4xy

4kxy − 1

)
=

( −1
4kxy − 1

)
=

−1 , kontradikcija.
Ovim su ispitani svi sluqajevi. 4
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Neke sume Le�androvih simbola

Ponekad je potrebno odrediti broj vrednosti x ∈ {0, 1, . . . , p− 1} za koje je
f(x) kvadratni ostatak po modulu p , gde je p neparan prost broj i f polinom
sa celobrojnim koeficijentima. Odgovor na ovo pitaǌe je direktno povezan sa
vrednox²u sume

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
.

Zato se u ovom odeǉku interesujemo prvenstveno za sume ovog tipa.
Ako je f linearan polinom, navedena suma se lako izraqunava.

TEOREMA 17. Za proizvoǉne cele brojeve a, b i prost broj p - a va�i
p−1∑
x=0

(
ax + b

p

)
= 0.

Dokaz. Zbog uslova p - a brojevi ax + b za x = 0, 1, . . . , p − 1 qine potpun

sistem ostataka po modulu p . Kako je me±u ǌima taqno
p− 1

2
kvadratnih osta-

taka koji nisu deǉivi sa p , taqno
p− 1

2
kvadratnih neostataka i taqno jedan

deǉiv sa p , sledi
p−1∑
x=0

(
ax + b

p

)
=

p− 1
2

+ (−1)
p− 1

2
+ 0 = 0.

Da bismo izraqunali tra¼enu sumu za kvadratne polinome f , treba²e nam
slede²e tvr±eǌe.

TEOREMA 18. Neka je f(x)p′ = a0 + a1x + · · ·+ akp′x
kp′ , gde je k stepen

polinoma f . Tada va�i
p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
≡ −(ap−1 + a2(p−1) + · · ·+ ak′(p−1)) (mod p), gde je k′ =

[
k

2

]
.

Dokaz. Oznaqimo Sn =
p−1∑
x=0

xn (n ∈ N) i S0 = p . Kao xto je ve² dokazano u

odeǉku o primitivnim korenima, Sn ≡ −1 (mod p) za n > 0 , p− 1 | n , i Sn ≡ 0
(mod p) u svim ostalim sluqajevima. Sada je na osnovu Ojlerovog kriterijuma

p−1∑
x=0

(
f(x)

p

)
≡

p−1∑
x=0

f(x)p′ =
kp′∑

i=0

aiSi

≡ −(ap−1 + a2(p−1) + · · ·+ ak′p−1) (mod p).

TEOREMA 19. Za cele brojeve a, b, c i prost broj p - a , suma
p−1∑
x=0

(
ax2 + bx + c

p

)

je jednaka −
(

a

p

)
ako p - b2 − 4ac , i (p− 1)

(
a

p

)
ako p | b2 − 4ac .
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Dokaz. Imamo da je
(

4a

p

)
p−1∑
x=0

(
ax2 + bx + c

p

)
=

p−1∑
x=0

(
(2ax + b)2 −D

p

)
, gde

je D = b2 − 4ac . Kako brojevi ax + b za x = 0, 1, . . . , p − 1 qine potpun sistem
ostataka po modulu p , dobijamo

(
a

p

) p−1∑
x=0

(
ax2 + bx + c

p

)
=

p−1∑
x=0

(
x2 −D

p

)
= S.

Po teoremi 18 je S ≡ −1 (mod p) , pa kako je |S| 6 p , sledi S = −1 ili
S = p− 1 .

Pretpostavimo S = p−1 . Tada su p−1
(

x2−D
p

)
-ova jednaki 1 , dok je taqno

jedan, recimo za x = x0 , jednak 0, tj. p | x2
0 −D . Kako tako±e p | (−x0)2 −D =

x2
0− p , mora biti x0 = 0 odakle p | D . Obratno, ako p | D , va¼i S = p− 1 , dok

je u suprotnom S = −1 , pa tvr±eǌe sledi.

ZADATAK 9. Broj rexeǌa (x, y) kongruencije x2 − y2 ≡ D (mod p) , za
p - D , jednak je p− 1 . Dokazati.

Rexeǌe. Sledi iz qiǌenice da je za fiksno y broj rexeǌa x kongruencije

y2 + D ≡ x2 (mod p) jednak
(

y2 + D

p

)
+ 1 . 4

Odre±ivaǌe suma Le¼androvih simbola za polinome f(x) stepena ve²eg od
2 je znatno slo¼enije. U nastavku ²emo ispitati sluqaj polinoma f stepena 3
odre±enog tipa.

Za ceo broj a definiximo K(a) =
p−1∑
x=0

(
x(x2 + a)

p

)
.

Pretpostavimo da p - a . Lako dobijamo da je za svako t ∈ Z , K(at2) =(
t

p

)
p−1∑
x=0

( x
t ((x

t )2 + a)
p

)
=

(
t

p

)
K(a) . Prema tome, |K(a)| zavisi samo od toga

da li je a kvadratni ostatak po modulu p ili nije.

Sada dajemo novi dokaz tvr±eǌa da je svaki prost broj p ≡ 1 (mod 4) zbir
dva kvadrata.

TEOREMA 20. Neka su a i b redom kvadratni ostatak i neostatak
po modulu prostog broja p oblika 4k + 1 . Tada su |K(a)| i |K(b)| parni
prirodni brojevi koji zadovoǉavaju

(
1
2
|K(a)|

)2

+
(

1
2
|K(b)|

)2

= p.

Dokaz. Na osnovu prethodnog razmatraǌa je p′(K(a)2 + K(b)2) =
p−1∑
n=1

K(n)2 =
p−1∑
n=0

K(n)2 , jer je K(0) = 0 . Na±imo
p−1∑
n=0

K(n)2 . Za svako n je
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K(n)2 =
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy(x2 + n)(y2 + n)

p

)
, odakle dobijamo

p−1∑
n=0

K(n)2 =
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

) p−1∑
n=0

(
(n + x2)(n + y2)

p

)
.

Primetimo da je po teoremi 19,
p−1∑
n=0

(
(n + x2)(n + y2)

p

)
jednako p − 1 ako x =

±y , i −1 u ostalim sluqajevima. Ubacivaǌem ovih vrednosti gorǌa jednakost
postaje

p−1∑
n=0

K(n)2 = p(2p− 2)−
p−1∑
x=0

p−1∑
y=0

(
xy

p

)
= 4pp′.

Zakǉuqujemo da je K(a)2+K(b)2 = 4p. Xtavixe, poxto je K(a)2+K(b)2 deǉivo
sa 4, oba K(a) i K(b) moraju biti parni, xto dokazuje tvr±eǌe.

Lagran�ova teorema

U zadatku 2 i napomeni posle tog zadatka videli smo da je neophodan uslov da
bi prirodan broj N mogao da se predstavi kao zbir x2 +y2 , gde je (x, y) = 1 , taj
da su mu svi neparni prosti delioci oblika 4k + 1 . Drugim reqima, brojevi N
koji imaju bar jedan prost delilac oblika 4k + 3 ne mogu se prikazati u obliku
zbira dva kvadrata uzajamno prostih brojeva. Sliqno, ima prirodnik brojeva
(takav je, na primer, broj 7) koji se ne mogu napisati ni kao zbir kvadrata tri
cela broja. Me±utim, za zbir od qetiri kvadrata va¼i slede²a Lagran�ova3

teorema.

TEOREMA 21. Svaki prirodan broj se mo�e predstaviti kao zbir qe-
tiri kvadrata celih brojeva.

Dokaz. Tvr±eǌe sledi kombinacijom narednih lema 2 i 4.

LEMA 2. Za realne brojeve ai , bi (i = 1, 2, 3, 4) va�i

(a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4)(b
2
1 + b2

2 + b2
3 + b2

4) = c2
1 + c2

2 + c2
3 + c2

4

za c1 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 , c2 = a1b2 − a2b1 + a3b4 − a4b3 , c3 = a1b3 −
a3b1 + a4b2 − a2b4 , c4 = a1b4 − a4b1 + a2b3 − a3b2 .

LEMA 3. Za svaki neparan prost broj p postoje celi brojevi m , x0 i
y0 takvi da je

1 6 m <
p

2
i x2

0 + y2
0 + 1 = pm.

3J. L. Lagrange (1736–1813), francuski matematiqar
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Dokaz. Lako se proverava (kao u teoremama 1 i 2) da me±u brojevima

(3) 02, 12, 22, . . . ,
(p− 1

2

)2

ne postoje dva koja su kongruentna po modulu p . Isto onda va¼i za brojeve

(4) −1, −1− 12, −1− 22, . . . , −1−
(p− 1

2

)2
.

Me±utim, brojeva (3) i (4) ima ukupno p + 1 , te postoje dva (jedan iz jednog a
drugi iz drugog skupa) koji su kongruentni po modulu p , tj. postoje x0, y0 ∈ Z ,

0 6 x0, y0 6 p− 1
2

, takvi da je x2
0 ≡ −1− y2

0 (mod p) , tj. x2
0 + y2

0 + 1 = pm , pri
qemu je

m =
1
p
(x2

0 + y2
0 + 1) 6 1

p

[(p− 1
2

)2
· 2 + 1

]
=

p2 − 2p + 3
2p

<
p

2
.

LEMA 4. Svaki prost broj se mo�e predstaviti kao zbir qetiri kva-
drata celih brojeva.

Dokaz. Za p = 2 tvr±eǌe oqigledno va¼i. Neka je daǉe p neparan prost
broj. Na osnovu leme 3 postoji m ∈ Z , 1 6 m <

p

2
, tako da je mp = x2

0 + y2
0 +

12 + 02 , tj. broj mp se mo¼e prikazati kao zbir qetiri kvadrata. Neka je m0

najmaǌi broj za koji postoji predstavǉaǌe oblika

(5) m0p = a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4, 1 6 m0 <
p

2
.

Doka¼imo da je m0 = 1 , tj. da se p mo¼e predstaviti na zahtevani naqin.
Najpre doka¼imo da je m0 neparan. Kada bi on bio paran, m0 = 2m′ ,

tada bi me±u brojevima a1 , a2 , a3 , a4 moralo da bude paran broj (0, 2 ili 4)
neparnih, pa bi se oni mogli numerisati tako da 2 | a1 ± a2 i 2 | a3 ± a4 . No,
onda je

m′p =
1
2
(a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4) =

(a1 + a2

2

)2
+

(a1 − a2

2

)2
+

(a3 + a4

2

)2
+

(a3 − a4

2

)2
,

pa broj m′ zadovoǉava iste uslove kao m0 , a maǌi je od ǌega.
Neka su sada ri ostaci pri deǉeǌu ai sa m0 , i to najmaǌi po modulu, tj.

|ri| <
m0

2
(m0 je neparan!). Tada je r2

1 + r2
2 + r2

3 + r2
4 ≡ a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4 ≡ 0

(mod m0) , tj.

(6) r2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4 = m0t,

gde je 0 6 t =
1

m0
(r2

1 + r2
2 + r2

3 + r2
4) <

1
m0

· 4
(m0

2

)2
= m0 . Mno¼eǌem relacija

(5) i (6) i koriste²i lemu 2 dobijamo

m2
0pt = (a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4)(r

2
1 + r2

2 + r2
3 + r2

4) = c2
1 + c2

2 + c2
3 + c2

4,

gde je, na primer, c1 = a1r1 +a2r2 +a3r3 +a4r4 ≡ a2
1 +a2

2 +a2
3 +a2

4 ≡ 0 (mod m0)
i sliqno za c2 , c3 i c4 . Pri tom je

pt =
( c1

m0

)2
+

( c2

m0

)2
+

( c3

m0

)2
+

( c4

m0

)2
,
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gde su ci/m0 celi brojevi. Na osnovu naqina izbora broja m0 sledi t = 0 , pa
i ri = 0 , odnosno ai ≡ 0 (mod m0) . No, onda je m2

0 | a2
1 + a2

2 + a2
3 + a2

4 = m0p ,
pa m0 | p . Zbog 1 6 m0 <

p

2
, to je mogu²e jedino za m0 = 1 , xto je trebalo

dokazati.

Z A D A C I

10. (R95.2.2) Neka je p prost broj. Dokazati da postoji x ∈ Z takvo da
p | x2 − x + 3 ako i samo ako postoji y ∈ Z takvo da p | y2 − y + 25 .

11. Neka je p = 4k − 1 prost broj, k ∈ N . Ako je a ceo broj takav da
kongruencija x2 ≡ a (mod p) ima rexeǌa, dokazati da su ta rexeǌa data sa
x = ±ak .

12. Dokazati da svi neparni delioci broja 5x2 + 1 imaju parnu cifru
desetica.

13. Dokazati da za svaki prost broj p postoje celi brojevi a, b za koje je
a2 + b2 + 1 deǉivo sa p .

14. Dokazati da
x2 + 1
y2 − 5

nije ceo broj ni za koje prirodne brojeve x, y > 2 .

15. Neka je p > 3 prost broj i a, b ∈ N takvi da je 1 +
1
2

+ · · ·+ 1
p− 1

=
a

b
.

Dokazati da tada p2 | a .

16. Neka je P (x) = x3 + 14x2 − 2x + 1 . Dokazati da postoji prirodan broj
n takav da za svako x ∈ Z ,

101 | P (P (. . . P︸ ︷︷ ︸
n

(x) . . . ))− x.

17. (S97.3--4.1) Na²i sve n ∈ N takve da se skup A = {n, n+1, . . . , n+1997}
mo¼e razlo¼iti na nekoliko podskupova sa jednakim proizvodima elemenata.

18. (a) Dokazati da ni za koje x, y ∈ N broj 4xy − x − y nije potpun
kvadrat;

(b) Dokazati da ni za koje x, y, z ∈ N broj 4xyz − x − y nije potpun
kvadrat.

19. Dokazati da su za n ∈ N svi prosti delioci broja n8 − n4 + 1 oblika
24k + 1 , k ∈ N .

20. Ako su m,n takvi prirodni brojevi da je ϕ(5m − 1) = 5n− 1 , dokazati
da je (m,n) > 1 .

21. Dokazati da ne postoje prirodni brojevi a, b, c za koje je
a2 + b2 + c2

3(ab + bc + ca)ceo broj.

22. Dokazati da je za svako a ∈ Z broj rexeǌa (x, y, z) kongruencije
x2 + y2 + z2 ≡ 2axyz (mod p) jednak (p + (−1)p′)2 .


