T'maBa 7
PAITIINMPEIHA TIIPCTEHA INEJINX BPOJEBA

Omno mTo pan ca neauM OpOjeBUMa YMHU MOTOHUM CY €CEHIM]aJHa CBOjCTBA KOja
OHU UMajy — IIpe CBETa, CBOJCTBO jeMMHCTBEHOT PA3Jarama Ha MPOCTE UMHKONE (OCHOB-
Ha TeopeMa apurMeruke). MeDyrum, moh apurmeTuke nenux Gpojesa je orpaHMUeHA.
Tako ce HEKM MOJMHOMY, MaJa WMAjy HyJe, HE MOTY DA3JIOKUTHU HA MOJMHOME Ca Ie-
100pojHNM KoedurmjerTuMa. 1la umak, OHM ce yBEK MOI'Y Pa3jOKWUTHA Y HEKOM IIKDPEM
nosmwy. Ha mpumep, momrom 2 + 1 je HepacTaBbuB HaI CKyIOM meux Gpojesa Z,
anu ce Han ckynoM 13B. laycoeur yeaur Z[i] = {a+bi | a,b € Z} pasnaxe rao
(z +i)(x — i). Wcnocrasuhe ce ma ce 'aycosu meau moHamajy rOTOBO Ka0 OOMYHU
nenu O6pojeBu, makie maMeDy OCTAJIOr OCHOBHA TEOPEMa apUTMETHUKE BAKU U 34 HUX.
ITpe mero mro mohemo mo Tora, mo3abaBuhemMo ce HEKMM OCHOBHMM II0jMOBUMA, BUIIE
asredpe. Cuenelie je mpermsupame nepuannuja 5 u 6 riaase 6.

JEevHUIINIA 1. Raxkemo ma je 6poj a € C anredbapcku ako mocroju mo-
maroM P(Z) = ap@™ + ap_ 12" "1 + -+ + ap ca neTOBPOJHUM KOSUI]eHTIMA TAKaB
na je p(a) =0. Aro je a, = 1, raskemo na je o anrebapcku meo 6poj.

Tarobe, p(z) je MUHMMATHU MOJMUHOM OpOja (v AKO je HEPACTABLUB HAL Z
(Tj. HE MOM¥e OUTH HamUCaH y OOJMKY MPOU3BOAA HEKOHCTAHTHUX HOJMHOMA Ca LeJ0-
OpOjHUM KOe(QULMjeHTIMA).

IIPuMEP 1. Bpoj i je anreGapcku 1meo, jep je Koper momuaoMa 2 + 1, a meros
vusmMaEn modmEoM je a2 4 1. Takobe, /2 + /3 je amrebapcku meo, a Heros
MuEIMATEN TosmHOM je 2t — 1022 4+ 1 (mposepute!). A

ITPUMEP 2. Munumasnnu nosmusoM panuosansor 6poja ¢ = a/b (a € Z, b € N)
je bx —a. Ilo nedununuju, g je anrebapcku meo axko u caMo ako je b =1, 1j. ako u
caMo ako je g meo. A

NeevHNIIMIA 2.  Hera je o anrebapcrn neo 6poj u p(z) = 2" +a, 12" 1+
-+ ap (a; € Z) meros MUHUMAJHY HONUHOM. Pamupeme npcreHa Z esieMeH-
TOM « je ckyn Z[a] cBuX KOMIIEKCHUX GpojeBa 0Bauka

(1) Co+010é+"'+0n71an_1 (Ci S Z)7
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ca cuM omepamujama Haciehenum u3 ckyma C. CremeH pamupema je cTemeH n
nosmaoMa ().

Tema oBe riaBe Cy pamupema IpcTeHa Z CTeleHa 2, T3B. KBAAPATHA Pallu-
pema. Tako mnp. mommmomuma x2 + 1 u 22 + o + 1 oarosapajy pammpema Z[i] u
—1+iV3

2

CBu eneMeHTH KBAIPATHOI PAMIMPERHA Cy aJrebapcku neiu OpojeBu ca MUHAMAJI-
HIM IIOJMHOMOM APYTOT CTENEHA. 3a ABA €JIEMEHTa KOjU UMa]y 3ajeIHNYKI MUHAMAJHI
HOJNMHOM KaKeMO [a Cy KOHjyrOBaHM. 3a CBAKWU €IEMEHT Z KBAAPATHOI DAIINDEHA
KOjU HIj€ €0 MOCTOjU jOII TAYHO jelaH €JIeMEHT KOju My je kKoHjyroBad. OBaj eseMeHT

Z|w], roe je w = (oBa osmaka hie u yOynyhe Gutu kopumhena).

30BEMO KOHjyTaTOM €JIeMEHTa Z U O3HA4aBaMO Z. 3a 1eo Opoj z De(QUHUImEMO Z = Z.

JEeHUIINIA 3. Hopma enementa z %kBagpaTHOr pamumpema Z  je
N(z) = 2Z.

Hopwma enemeHnTa KBAIpATHOT palInpemna je yBek meo 6poj. I'pybo peueno, mena
YJIOTa CIIMYHA j€ YJI03M AICOJNyTHE BPEAHOCTH y CKYIy meamx Gpojesa.

IPUMEP 3. Ako je 2z € Z[Vd], z=a+bVd (a,b € Z), ouna je Z=a — bVd
u N(z) = a®> — db*>. Cremmjamno, y Z[i] mopma enementa a + bi (a,b € N) je
N(a+ bi) = a® + b2.

Axo je z = atbw € Z[w] (a,b € Z), onnaje z = a—b—bw u N(z) = a*>—ab+b?.

Y CBaKOM KOMIUIEKCHOM KBaIPATHOM DAIIMPEhY KOHjyTOBAKE OArOBAPA KOMILIEK-

CHOM KOHjyropamy. /A

Caueneha msa tBphema ce m0Ka3yjy AMPEKTHO MO He(OUHWI]U.

TEOPEMA 1. Kowjyzoeame je MYyAmMunsukamueHo, mj. 3a NPous3sonsHe ele-
MeNme 21,22 KEGOPAMKOoz pauupena ckyna Z saxncu Z123 = Z122 . B

TEOPEMA 2. Hopma je MYAmuniukamuena, mj. 36 npoussonsHe eAeMENe
21,22 Keadpamwoez pawupena ckyna Z eancu N(z122) = N(z1)N(22). m

Enemenr e € Z[a] 30Bemo jemuuwmunmMm aro nocroju & € Zla] takso ma je
gg/ = 1. Y roum cayuajy je N(e)N(¢') = N(1) =1, na je N(¢) = £1. ¥ crBapu,
EIEMEHT € je je[VHUYAH aKo M CaMoO ako uMa HopMmy =+1: zaucta, ako je N(g) = %1
OHJa je IO DedpmHUNUjU €€ = £1.

ITPuMEP 4. Jenuuu jemuauunu exementu y Z cy =+1.

Habumo cse jenummune enemente y Z[i]. Aro je a + bi (a,b € Z) jenuanuan,
ouna je N(a+ bi) = a?+b* = +1, onarzne je a+ bi € {&1,+i}.

Csu jemuuuunu enement y Zw] cy 1, fw, (1 + w). 3aucra, ako je a + bw
jemmmmaan onga je a? —ab +b? = 1, 1j. (2a — b)? + 3b*> = 4 omakme maKo ciaem;
pesynTar. Hamomemmvio ga je w? ympaso jemmako —(1 +w). A
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p—1
3AnATAK 1. Heka je p mpocr 6poj u N = [] (k% +1). Ompemutu ocratax
6poja N mpu mememy ca p. k=1

Pewemwe. Oznaunmo P(x) = (14x)(2+z) - - - (p—1+4=x). Hoznaro HaM je na Baku
P(x) = 277! — 1+ pQ(r) 3a mexu mommmom Q(z) ca mesoGpojEMM KoeumjenTuMa.
C npyre crpane, kako je k% + 1= (k+1i)(k — i) 3a cako k, omMax BEAMMO 1a
je
N =P@i)P(=i) = (#~" = 1+ pQ(0)) ()P~ — 1 + pQ(~1))
{ 4, ako p=3 (mod 4),

0, wunHaUe.

A

Jle/sBOCT 1 KOHIPYEHTHOCT ce U y pammperny K npcrera Z neduHWUITY Ha yo-
Guuajenn Hauns: ¢ € K je nemuso ca y € K (y o3Hamu y | ) aKo HOCTOjU €JIEMEHT
z € K TakaB na je x =yz, u t =y (mod z) arko z |z —y.

300r unmeHMNE Oa je CBaKM He-HyJa elIeMEHT KBaJPATHOI PAlIMpEHna NebUB Ma
KOJUM jeIUHUYHAM €JeMEHTOM, Ne(UHUIN]y HOjMa IPOCTOr eJIeMEHTa MOPaMo Aa IpHU-
JIAr0IVMO HOBOM OKDPYkewmy. Tako neduHumemo

JEeHUIINIA 4. Enement y kBamparHor pamupema K je eKBUBaJIEHTaH
eneMeHTy 2 (OUIIEMO Y ~ &) AKO NOCTOjU jeIUHUYHU EJIEMEHT £ TaKaB A je Y = .

JeEevHUIINIA 5. Enement x € K, koju muje 0 u Huje jemuewnuaHn, jecre
IIPOCT aKO HEMa OPYTUX OeJduaalla OCUM je,Z[I/IHI/ILIHI/IX n C66I/I CKBUBaAJICHTHUX €JIeMe-
HATA.

Cuenehe ouekumBano tBpheme ce jemnocraBHo nokasyje. MebyTum, oGparuo
tBpbeme He Bakn, jep je mup. 3 mpoct exnement y Z[i] (nmposepute!), amu N(3) =9
HUje IPOCT.

TeoPEMA 3. Hexa je © € K. Axo je N(x) npocm uyeo 6poj, onda je x
npocm.

Joxas. Tpernocrasumo na je x = yz, y,z € K. Tana je N(x) = N(y)N(z),
na je 0ap jeman on N(y), N(z) jemmax +1, Tj. wiau y unu z je jeIMHUYHU €JEMEHT,
IOK je Apyru on Bux (0 Ne(UHUNN]Y) eKBUBAJIEHTAH CJIEMEHTY . B

HapaBHo, eqeMeHT eKBUBAJIEHTAH IPOCTOM ejeMeHTy je Takohe mpoct. Takobe,
eJIEMEHT KOHjyrOBaH IPOCTOM €JIEMEHTY j€ IPOCT, T1a JIAKO 3aKJbyUyjeMO Ja je HajMambn
npupoJaH 6poj NebuB IPOCTUM z jenHak zZ = N(z).

[Tocmarpajmo caga 6uno koju edement r € K KOju HUje jeAVHUYHU HATU HYJA.
Axo z Huje mpoct, OHZAa TOCTOje eJeMeHTH Y,z € K koju Takohe HUCY jeIUHUUHM
TakBu 12 je yz = x. Ilpum toM je N(y)N(z) = N(x) u N(y),N(z) > 1. Iakne,
N(y), N(z) < N(x). Hacrasmajyhu osaj nocrynak cse 1ok je To moryhe nmohu hemo
[0 TPEJCTABbAmA & = T1Xg -+ L Y KOME Cy CBU €JIEMEHTU X1,T2,...,Lk TPOCTH.
OBako cMo mobunu na Basku
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TeEOPEMA 4. Ceaxo x € K Kxoje Huje HYaa Humy JeOuRUuYHY eAeMENRTT MO HCE
ce npedcmasumu Y 06AUKY NPousso0a NpocmuL enemerama. m

3A0ATAK 2. [lar je enement z € K koju Huje HyJa HATH jequHndHE. KOIUKO
nMa kjaca exkBuBaseHiuje y K mo momgyiy z7

Peweme. Hera je K = Z[a], mpu wemy je o® = pa +q, p,q € Z. Hera je
z=a+ba (a,b€Z). Aro je b =0 neo 6poj, ouna je a; + by = as + b (mod 2)
AKO M CaMO aKO a1 = ag u by = by (mod z). Cnemu na je 6poj KIaca eKBUBAJCHIH)E
jemnax N(z) = 22.

[Ipernocrasumo xa je b # 0 u ma je (a,b) = d. Tazna je az = (a + pb)a + gb.
Karo je (a + pb,b) = d, xoepummjent y3 o y zz (x € K ) Moke GuTu Ipou3BobLaH
neo 6poj memus ca d u HUjemaH apyru. Takobe, HajmMamu mpupogan Gpoj HebUB ca
z je |(a + ba)(a+ba)|/d = |N(z)|/d. 3armyuyjemo ma 3a cBako x € K mocroju
jemmuctBeno X = A+ Ba€ K ca A, Be€Z, 0< A<|N(z)|/d, 0 < B <d raras
na je x = X (mod z). Omame nobujamo Ia je TpaskeHu OPOj KiIaca eKBUBAJIECHI]E
jemmak [N (2)]. A

[TpupomHo ce mocTaB/ba MUTAKE KA je PACTABILAKE HA IIPOCTE €JIEMEHTE j€IH-
CTBEHO, Tj. Kaa BA}KM OCHOBHA TeopeMa apurMeTure. [lo ropmo] nepuuuimju, npocTu
exemertn y Z cy £2,+3,+5, ura. MeDyrtum, pasnarame Ha IpOCTe YMHUOILE BHUIIE
HUje jemmHCTBEHO, jep Basky HIp. 2-3 = (—2)(—3). Y oBOM ciyuajy OCHOBHA Teopema
aputMeTuke y Z Baxku y ciaeneheMm o0nuky.

OTA (Ocuosua Teopema Apurmerure). Ceaxu eaemenm Z, 00nocHO Kea-
opammnoz pawupena K, Koju Huje HYsa HUMU jeOUHUYAR, MONCE CE HANUCAMY Y
obaury npouszsoda npocmur esemenama. 080 pasaazame je jeduncmeeno 00 Ha
pedocaed “URUAAYA U eKBUBasenmHOcm usmehy odzosapajyhur wurusaya.

Hememe ca ocTaTKOM y KBaApaTHOM pammpeny K ce Moke (popMynucaTé Ha
cnenehn HaumH:

JICO. 3a ceaxo a,b € K, b# 0 nocmoje p,q € K makxeu da je a = pb+ q
u N(q) < N(b).

OBakBo mememe He MOpa OMTH jeIMHCTBeHO; Morylie ra je CmpoBecTH y HEKUM
(amu He cBuM!) KBagpATHUM pamMpemuMa, KA0 WTO [1eMO KACHUje BUAETU. 3HAYA]
Iebemha ca OCTATKOM, OHIA Kajaa je oHo moryhe, ormena ce y ciaenehoj reopemu.

TrOPEMA 5. Axo je y xeadpamnom pawupeny K demwewe ca ocmamrom
mozyhe, onda y K samcu OTA.

Loxas. Axo je nememe ca ocratkom y K moryhe, onga ce Eykaumos anaropuram
3aBpIIaBa y KOHAUHOM ODPOjy KOpaka. JexHocraBHa mociennna EykmunoBor aaropurma
je ma aro je p mpocr, a,b € Z u p | ab, onma p | a wm p | b. Onasme nako cienu
jeIMHCTBEHOCT pacTaBibamba Ha npocre ynHuone (Bumetu noka3 OTA y npsoj rnasu). m

[TocToje mpuMmepu KBaIpaTHUX palldpema y KOjUMa MehEeHme Ca OCTATKOM HUje
moryhe, amu OTA wnak Baxku. Wnax, OTA Huje Tausa y CBUM KBaIpATHAM DAIIU-
pemuMa.
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ITPuMEP 5. OTA me Bawu y Z[v/—5], jep ce 9 Moke PA3NOKUTH HA TPOCTE
gpaUONe Ha mBa Haumma: 9 = 3 -3 = (2 ++/=5)(2 — /=5), amu onu ce me cMaTpajy
uctuM jep 24++/-543. A

ITPUMEP 6. Pasnarama emementa 4 — w y Zw] rao (1 — w)(3 + w) =
(=2 —3w)(1+2w) cmarpamo uctuM, jep je 1+2w =w(l—w) ~1—wu —2—3w =
—(14w)(3+w) ~ 3+ w. Kacunje hemo norazaru na OTA Baxu y Z[w]. A

Apurmerura y crynmy IaycoBux memux Z[i]

Kao mro cmo Beh romcrarosamu, mopma enementa a + bi € Z[i] (a,b € Z) je
N(a+bi) = a® + b*. Jemumauumn enementu cy +1 u 4i. [Ipema ToMe, cBU Aemmony
npocror enementa T € Z[i| cy +1,+i, £, +iw.

TEOPEMA 6. VY cxyny Iaycosuz yeaux Z[i]| saxcu ocroena meopema apu-
mmemure (OTA).

Joxas. Ha ocHOBY TeopeMe 5, HOBOLHO je TOKa3aTu na 3a cBe a,b € Z[i], b# 0
nocroju p € Z[i] rakso ma je N(a — pb) < N(b).

Heka cy o,7 € R Taksu na je a/b = o + 7i, u Hera ¢y s,t € Z Taksu na je
lo—s| <1/2 u |7—t] < 1/2. CraBumo p = s+ti. Tana je a—pb = (o +7i)b—pb =
[(0 —s)+ (7 — t)i]b, omarue nobujamo

N(a —pb) = N[(o — s) + (T — t)i] N (b)
=[(o0 —8)?+ (1 —t)?)IN(b) < N(b)/2 < N(b).

OsuMm je TBpheme mokazano. m

Cuenehe tBpheme omucyje cBe mpocre eqemente y ckymy ['aycoBux mesux.

TEOPEMA 7. Eaemenm x € Z[i] je npocm axo u camo axo je N(x) npocm
bpoj uau je |x| npocm yeo 6poj obauxa 4k +3, k € Z.

Joxas. TlocMaTpajMo IpOM3BOBAH MPOCT eleMeHT & = a + bi € Z[i] (a,b € Z).
Enemenr T je takobe mpocr (ako T = yz, onga x = §Z), tako ma je N(x) = zT
jemuo (ma ocaoBy OTA, yjenso u jemuno) pacraBmame 6poja N (z) Ha IpocTe YMHUOLE
y ckyny ['aycoBux mnenmx.

[Ipernocrasumo za je N(x) cnoxen 6poj u N(x) = mn 3a Heka ABa OPUPOIHA
opoja m,n. W3 xT = mn cremm ma je r ~ m Wia * ~ N, Ta T Mopa OuTH
neo mpoct 6poj. Ako je & = 2 wm & = 1 (mod 4), omma mocroje meau Gpojesu
a,b € Z raxsu ma je N(a+bi) = (a+ bi)(a —bi) = a®> +b* = z, na je x cnowmen
y Z[i]. C npyre ctpane, ako je x mpocrt 6poj u x = 3 (mod 4), onza je = mpocT
uy Z[i]. 3aucra, ako je T = uv 3a HeKe He-jequHWYHe esaeMmente Z[i], oHma u3
2?2 = N(z) = N(u)N(v) cremn N(u) = N(v) = z, mro muje moryhe (3amro?).
OBuM je nOKa3 Teopeme 3aBpiieH. W
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3AIATAK 3. Pemmuru jemnaumny x® — 1 = y? y ckynmy nemux Gpojesa.

Pewemwe. Ilata jemmaumna ce Mowe Hamucatn y obmmky x° = (y +1i)(y — i).
[TpumeTmvo fa @ HEje mapas 6poj, jep 6ucmo y cymporroM mvamu y? = —1 (mod 4).
Taxrxobe cnenu ga je y mapHo, omakjae obUjaMo [a Cy €IeMEeHTH Y +1i U Y —% y3ajaMHO
npoct y Z[i]. Kako je (y +i)(y — i) meru cremneH, crema ma ¢y ¥y + ¢ u y — i oba
netu crenenu (3amro?). Heka cy a,b € Z taxsu na je

y+i=(a+0bi)® = a(a* — 10a%* 4 5b%) + b(5a* — 10a%b* 4 b*)i.

Bazu b(5a* — 10a2b? + b*) = 1, ma je b = £1. Jlako ce mposepaBa ga J0Ma3d y
063up jemuo b=1u a =0, a cauum tum u y = 0, ma je (1,0) jemuno pememe. A

Apurmerura y cryny Z[w]

Hopma enementa a + bw € Zw| (a,b € Z) je N(a + bw) = a® — ab + b?.
Jemuamunn eneventu cy +1, +w u £(1 + w) = Fw?.

TeoPEMA 8. YV ckyny Z|w] eaxcu ochosna meopema apummemure (OTA).

Jokas. Tlo Teopemm 5, MOBOMHO je mokaszatu Aa 3a cse a,b € Zw], b # 0
nocroju p € Zw] rakso ma je N(a — pb) < N(b).

Cnnuno kao y ckymy l'aycoBux meaux Opojesa, Heka cy o,7 € R rmaksu ma je
a/b=oc+7i, nHera cy s,t € Z rakeu ga je |0 —s| < 1/2 u |t —t| < 1/2. Crasumo
p = s+ti. Cana nobujamo N(a—pb) < 3N(b)/4 < N(b), mro nokasyje tBpheme. m

3AamATAk 4. Heka je gar npocr 6poj p = 1 (mod 6). Hokasatu na moctoje
a,b € Z taksu na je p = a® — ab+ b>.

Pewemwe. IloBomHO je TMOKa3aTu Oa je p cioxeH 0poj y Z[w]. 3aucra, ako
[OCTOju TPOCT eneMenT z = a + bw € Zw]| (a,b € Z) rtakas na z | p, raga u
Z | p =p. Hpumernmo ma je (z,Z) = 1: y cynporsom z | Z, ma 61 MOPao Aa HOCTOju
jeIMHUYHY €JIEMEHT € TakaB Ja je Z = €2, ofakie Ou ce nako nobumino z ~ (1 —w) | 3,
mTO y oBOM ciyuajy mmje Taumo. Caemn a® — ab + b®> = 2Z | p, a cammM THM U
a®> —ab+b> =p.

[Mokaxumo, makne, na je p caoxken y Z[w]. V3 yciosa 3amaTka 3akpbydyjeMo 1a
je —3 KBaApaTHU OCTATAK IO MOAYJIY P, Ia 3aTO IOCTOje M, N € Z KOju HUCY IeJbUBU
ca p taksu 1a p | (2m —n)? 4+ 3n? = 4(m? — mn +n?), 1j. p| (M — nw)m — nw.
Mebyrum p muje meamnan mujensor ox Gpojesa (m — nw),m — nw, Ta 3aTO MOpPa
Outu caoxken. A

TEOPEMA 9. Eaemenm x € Zw] je npocm axo u camo axo je N(x) npocm
6poj uau je |x| npocm yeo 6poj obauka 3k +2, k € Z.

Jokas. Bpoj = 3 je cuoxen, jep je N(1 —w) = (1 —w)(2+w) = 3. Takobe,
no 3azaTky 4, cBaku neo mpoct 6poj p =1 (mod 6) je caoxer y Zlw].

Ocramu neraiyu NOKa3a Cy aHAJOTHM HOKA3y TeopeMme 7, Ia WX IPEmyIITaMO Y-
Taony 3a BexOy. m
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Mo na Hajmo3HaTHja TeopeMa Koja ce NOoKa3yje xopumhemeM eleMeHTapHe apu-
T™eruke ckyna Zlw] je cmyuaj seaure Pepmaose Teopeme 3a ekcronent n = 3. OBo
HUje HEOUEKMBAHO, C 063MPOM HA UMECHWUIY 1a ce r° + y3 pacrasma y Z[w] ma mu-
HeapHe YMHUOLE KA

2) 2+’ = (@ +y)(@+wy)(z+wy) = (@ +y)(wr +wy)(Ws +wy).
Ioxka3s xoju majemo je memo [ayca.
TroPEMA 10. Jednauwuna
(3) 2?4yt =20
Hema Hempusujaanus pewena y Llw|, a camum mum wu y Z.

Jokas. TIpeTnocTaBuMo 1a 3a TPU eNeMenTa &, y, z u3 Z[w], pasamaura on HyIe,
Bakn (3). JacHO je ma MOEKEMO na TPETIOCTABUMO 1a Cy X,Y,Z Y3ajaMHO IPOCTHU y
MapOBUMA.

[ocmarpajmo 6poj p = 1 —w. Hjerosa mopma je jemmara (1 —w)(1 —w?) =3,
na je om mpoct. Ilpmvehyjemo ma je p = 1 — w? = (1 — w)(1 +w) ~ p, omaxmne
caemu 1a je o € Zjw] memuso ca p ako u camo ako je to u &. Caru enement Z[w)
je romrpyentan ca —1, 0 wm 1 (mod p): 3aucta, a +bw =a+b=3¢+r =r
(mod p) 3a mexo ¢ € Z u r € {—1,0,1}.

[Tocebuo je butHa creneha ocobuma Gpoja p:

(4) a==+1 (modp) (o€ Zw]) mosraun «o® =41 (mod p*).
Sawucra, ako je a = +1 4 Bp, umamo

@ Fl=(aF1)(aFw)(aFw®)=p’BB+1)(B+(1+w)),

npu yemy enementu b, b+ 1, b+ (1 +w) majy Tpu pasiauuura OCTATKA MO MOIYILY
p, a je jemad on mUX Takohe mesuB ca p mro NOTBphHyje 0By ocobuHy.

Meby Gpojesuma x,y, z, (Tauno) jeman Mopa OUTU NEBUB Ca p: y CYIPOTHOM
ou 360r (4) 23,y3, 2% Gum komrpyenTHm ca +1 (mod p?), ma 6u cremmna jemma
on Heraunux koHrpyemmmja 0 = +£1, +1 = 42 (mod ,04). DBes cmamema ommTocTu
npernoctaBmamo na p | z. Hlrapume, u3 (4) takobe saxmydyjemo ma p? | z.

Hexra je k > 2 majmamuy npupogan 6poj 3a KOju MOCTOjU pememne jeanaunne (3)
y kome je (w,y,2) =1 u p¥ | z, pP*1 2. Hocmarpajmo oBo pememe (z,, 2).

Yo © + vy, wr + w?y, w?r + wy u3 (2) cy KOHIPYEHTHN MO MOAYTY p 1
nmajy cymy jemmaxy 0. V3 p | z cmemm ma cy CBU OHM HELWBM Ca p W 1a UM je p
HajBehm 3ajennuuru menunan. Heka je

r+y=Ap, wr+wly=DBp, wz+wy=Cp,

rae ¢y A, B,C € Z[w] y3ajamuo npoctn no naposuMa u A + B + C = 0. IIpousson
ABC je mornyn ky6 (jemmax (z/p)?), omakne us OTA ciemn na je csaku ox A, B, C
eKBUBAJICHTAH HEKOM KyOy:

A=a(® B=pn, C=~&
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3a meke (,1,§ € Zw] y3ajaMHO TPOCTe MO MAPOBUMA ¥ jeMHUYHE eleMeHTe o, (3,7 .
[Tpema Tome,

(5) a¢® + pn’ +€ = 0.
Kako je afy jemuruunm emeMeHT u HOTOYH Ky0, mmamo afy = +1. Hame, ABC =
(2/p)? je memuso ca p (jep p? | z), ma je (taumo) jemam ox Gpojesa (,7),& memus
ca p: pemmmo ma je To &. Wcrospemeno &2 memn ABC mro je memuso ca p*F =3 u
Huje memuBo ca p>F =2 ma je p*~! majsehwm cremen p koju menu . Bpojesu ( u 1
HUCY Ne/bUBU ca p, ma cy 3aTo (3 um 1° komrpyentEm +£1 mo momymy p*. Taxo u3
jemzakoctu A + B+ C' = 0 nobujamo o + 38 =0 (mod p?), smaun § = +«, na u3
afy==1 ciemm u v = +a.

Crpahusamem « y jemmaummn (5) nobujamo 2 £ 73 £ €3 = 0, mro maje jom
jemso HerTpuBMjaNHO pememe jemmaumie (3) ca (¢,n,&) = 1. MebyruM, y oBom
pememy p*1 | & u p* 1€, mro je y konTpamurmmin ca m3bopom Gpoja k. m

ApI/ITMeTI/II{a Y APpYTM KBAaJAPpAaTHVM PpamIvIpEILIMa

Csa KBaJIpaTHA pANIMpERmA Ce MOT'Y Pa3BPCTATH Y IBE KIIAce:

1° Pamupema obmuka K = Z[v/d], rae je d # 1 neo 6poj koju Huje IesbuB KBagpa-
toMm BehuM on 1. Konjyrorame u HOpMa cy matu Gpopmyriama & + yVd = z—yVd
u N(z+yVd) =2> —dy?, rne cy z,y € Z.

—14+vd .

2° Pamwupema obmura K = Z[a] 3a a = T\[, rae je d=4k+1 (k € Z) ueo
6poj koju uuje memwus kBaaparoM Beliuv ox 1 u d # 1 (Taga je o anrebapcku neo:
a?+a—k =0). Konjyropame u HopMa cy gatu GopMyiaMa T + ya = T —y — Yo
1 N(z+ya) =2 — a2y — ky?, rae cy x,y € Z.

Heka ox oBux pammpema mocenyjy Aebeme ca ocTaTkoM, u y muMa Baxku OTA.

~1+d

TakBa cy mnp. pammpema Z[Vd] 3a d = —2,-1,2,3,6,7 u Z 5

3a. d=—7,-3,5.

[Murame HAnaKema CBUX KBAAPATHUX pamupema y kojuma Baxku OTA (maxie,
yribyuyjyhu u oHa y kKojuMa anropuram Iebema ca OCTATKOM He IOCTOjU) je BeoMa
036umuo. Mebhy pamupewuma tuna 1° m 2° ca d < 0, OTA Basku y jom camo mer
nopeJ HaBeJeHuX: TO Cy pamupema Tuna 2° 3a d = —11,—19, —43, —67, —163. Jom
je Tayc mpernocrasuo ma OTA Basku y 6eCKOHAUHO MHOTO KBaAPATHUX PAIIMPEHA Ca
nosutuBHuM d. OBaj mpoGiem je 0 JaHAC OCTAO0 HEPEIIEH.

SAO0ALODN

5. IlpermocraBuMo fa Cy &,%y,7 IPUPOTHU ODPOjeBM TAKBU na je xy = 22 + 1.
Iloxazatu 1a IOCTOje memu 6pojesu a,b,c,d TakBu Ja je x =a’ + 0%, y=c?>+d* u
z=ac+ bd.

6. IlocmaTpajmo HU3 ag,G1,0Q2,... JAT €A Gy = 2 U Qk+] = Qa% —13a k=>0.
IlokazaTu fa ako Hemapad MpoOCT OPOj p nedu a,, onga je p = +1 (mod 2"F2).

7. Hahu cBa neno6pojua pemema jemmaunue x2 + 2 = 3.



