
Glava 7
RAXIREǋA PRSTENA CELIH BROJEVA

Ono xto rad sa celim brojevima qini pogodnim su esencijalna svojstva koja
oni imaju – pre svega, svojstvo jedinstvenog razlagaǌa na proste qinioce (osnov-
na teorema aritmetike). Me±utim, mo² aritmetike celih brojeva je ograniqena.
Tako se neki polinomi, mada imaju nule, ne mogu razlo¼iti na polinome sa ce-
lobrojnim koeficijentima. Pa ipak, oni se uvek mogu razlo¼iti u nekom xirem
poǉu. Na primer, polinom x2 + 1 je nerastavǉiv nad skupom celih brojeva Z ,
ali se nad skupom tzv. Gausovih celih Z[i] = { a + bi | a, b ∈ Z } razla¼e kao
(x + i)(x − i) . Ispostavi²e se da se Gausovi celi ponaxaju gotovo kao obiqni
celi brojevi, dakle izme±u ostalog osnovna teorema aritmetike va¼i i za ǌih.
Pre nego xto do±emo do toga, pozabavi²emo se nekim osnovnim pojmovima vixe
algebre. Slede²e je preciziraǌe definicija 5 i 6 glave 6.

DEFINICIJA 1. Ka¼emo da je broj α ∈ C algebarski ako postoji po-
linom p(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a0 sa celobrojnim koeficijentima takav
da je p(α) = 0 . Ako je an = 1 , ka¼emo da je α algebarski ceo broj.

Tako±e, p(x) je minimalni polinom broja α ako je nerastavǉiv nad Z
(tj. ne mo¼e biti napisan u obliku proizvoda nekonstantnih polinoma sa celo-
brojnim koeficijentima).

Primer 1. Broj i je algebarski ceo, jer je koren polinoma x2 + 1 , a ǌegov
minimalni polinom je x2 + 1 . Tako±e,

√
2 +

√
3 je algebarski ceo, a ǌegov

minimalni polinom je x4 − 10x2 + 1 (proverite!). 4
Primer 2. Minimalni polinom racionalnog broja q = a/b (a ∈ Z , b ∈ N)

je bx− a . Po definiciji, q je algebarski ceo ako i samo ako je b = 1 , tj. ako i
samo ako je q ceo. 4

DEFINICIJA 2. Neka je α algebarski ceo broj i p(x) = xn+an−1x
n−1+

· · ·+ a0 (ai ∈ Z) ǌegov minimalni polinom. Raxireǌe prstena Z elemen-
tom α je skup Z[α] svih kompleksnih brojeva oblika

(1) c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1 (ci ∈ Z),
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sa svim operacijama nasle±enim iz skupa C . Stepen raxireǌa je stepen n
polinoma p(x) .

Tema ove glave su raxireǌa prstena Z stepena 2, tzv. kvadratna raxi-
reǌa. Tako npr. polinomima x2 + 1 i x2 + x + 1 odgovaraju raxireǌa Z[i] i

Z[ω] , gde je ω =
−1 + i

√
3

2
(ova oznaka ²e i ubudu²e biti korix²ena).

Svi elementi kvadratnog raxireǌa su algebarski celi brojevi sa minimal-
nim polinomom drugog stepena. Za dva elementa koji imaju zajedniqki minimalni
polinom ka¼emo da su konjugovani. Za svaki element z kvadratnog raxireǌa
koji nije ceo postoji jox taqno jedan element koji mu je konjugovan. Ovaj element
zovemo konjugatom elementa z i oznaqavamo z . Za ceo broj z definixemo z = z .

DEFINICIJA 3. Norma elementa z kvadratnog raxireǌa Z je
N(z) = zz .

Norma elementa kvadratnog raxireǌa je uvek ceo broj. Grubo reqeno, ǌena
uloga sliqna je ulozi apsolutne vrednosti u skupu celih brojeva.

Primer 3. Ako je z ∈ Z[
√

d] , z = a + b
√

d (a, b ∈ Z), onda je z = a− b
√

d
i N(z) = a2 − db2 . Specijalno, u Z[i] norma elementa a + bi (a, b ∈ N) je
N(a + bi) = a2 + b2 .

Ako je z = a+bω ∈ Z[ω] (a, b ∈ Z), onda je z = a−b−bω i N(z) = a2−ab+b2 .

U svakom kompleksnom kvadratnom raxireǌu konjugovaǌe odgovara komplek-
snom konjugovaǌu. 4

Slede²a dva tvr±eǌa se dokazuju direktno po definiciji.

TEOREMA 1. Konjugovaǌe je multiplikativno, tj. za proizvoǉne ele-
mente z1, z2 kvadratnog raxireǌa skupa Z va�i z1z2 = z̄1z̄2 .

TEOREMA 2. Norma je multiplikativna, tj. za proizvoǉne elemente
z1, z2 kvadratnog raxireǌa skupa Z va�i N(z1z2) = N(z1)N(z2) .

Element ε ∈ Z[α] zovemo jediniqnim ako postoji ε′ ∈ Z[α] takvo da je
εε′ = 1 . U tom sluqaju je N(ε)N(ε′) = N(1) = 1 , pa je N(ε) = ±1 . U stvari,
element ε je jediniqan ako i samo ako ima normu ±1 : zaista, ako je N(ε) = ±1
onda je po definiciji εε = ±1 .

Primer 4. Jedini jediniqni elementi u Z su ±1 .

Na±imo sve jediniqne elemente u Z[i] . Ako je a + bi (a, b ∈ Z) jediniqan,
onda je N(a + bi) = a2 + b2 = ±1 , odakle je a + bi ∈ {±1,±i} .

Svi jediniqni elementi u Z[ω] su ±1,±ω,±(1 + ω) . Zaista, ako je a + bω
jediniqan onda je a2 − ab + b2 = 1 , tj. (2a − b)2 + 3b2 = 4 odakle lako sledi
rezultat. Napomenimo da je ω2 upravo jednako −(1 + ω) . 4
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ZADATAK 1. Neka je p prost broj i N =
p−1∏
k=1

(k2 + 1) . Odrediti ostatak
broja N pri deǉeǌu sa p .

Rexeǌe. Oznaqimo P (x) = (1+x)(2+x) · · · (p−1+x) . Poznato nam je da va¼i
P (x) = xp−1 − 1 + pQ(x) za neki polinom Q(x) sa celobrojnim koeficijentima.

S druge strane, kako je k2 + 1 = (k + i)(k − i) za svako k , odmah vidimo da
je

N = P (i)P (−i) =
(
ip−1 − 1 + pQ(i)

) (
(−i)p−1 − 1 + pQ(−i)

)

≡
{

4, ako p ≡ 3 (mod 4),
0, inaqe.

4

Deǉivost i kongruentnost se i u raxireǌu K prstena Z definixu na uo-
biqajeni naqin: x ∈ K je deǉivo sa y ∈ K (u oznaci y | x) ako postoji element
z ∈ K takav da je x = yz , i x ≡ y (mod z) ako z | x− y .

Zbog qiǌenice da je svaki ne-nula element kvadratnog raxireǌa deǉiv ma
kojim jediniqnim elementom, definiciju pojma prostog elementa moramo da pri-
lagodimo novom okru¼eǌu. Tako definixemo

DEFINICIJA 4. Element y kvadratnog raxireǌa K je ekvivalentan
elementu x (pixemo y ∼ x) ako postoji jediniqni element ε takav da je y = εx .

DEFINICIJA 5. Element x ∈ K , koji nije 0 i nije jediniqan, jeste
prost ako nema drugih delilaca osim jediniqnih i sebi ekvivalentnih eleme-
nata.

Slede²e oqekivano tvr±eǌe se jednostavno dokazuje. Me±utim, obratno
tvr±eǌe ne va¼i, jer je npr. 3 prost element u Z[i] (proverite!), ali N(3) = 9
nije prost.

TEOREMA 3. Neka je x ∈ K . Ako je N(x) prost ceo broj, onda je x
prost.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = yz , y, z ∈ K . Tada je N(x) = N(y)N(z) ,
pa je bar jedan od N(y), N(z) jednak ±1 , tj. ili y ili z je jediniqni element,
dok je drugi od ǌih (po definiciji) ekvivalentan elementu x .

Naravno, element ekvivalentan prostom elementu je tako±e prost. Tako±e,
element konjugovan prostom elementu je prost, pa lako zakǉuqujemo da je najmaǌi
prirodan broj deǉiv prostim z jednak zz = N(z) .

Posmatrajmo sada bilo koji element x ∈ K koji nije jediniqni niti nula.
Ako x nije prost, onda postoje elementi y, z ∈ K koji tako±e nisu jediniqni
takvi da je yz = x . Pri tom je N(y)N(z) = N(x) i N(y), N(z) > 1 . Dakle,
N(y), N(z) < N(x) . Nastavǉaju²i ovaj postupak sve dok je to mogu²e do²i ²emo
do predstavǉaǌa x = x1x2 · · ·xk u kome su svi elementi x1, x2, . . . , xk prosti.
Ovako smo dobili da va¼i
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TEOREMA 4. Svako x ∈ K koje nije nula niti jediniqni element mo�e
se predstaviti u obliku proizvoda prostih elemenata.

ZADATAK 2. Dat je element z ∈ K koji nije nula niti jediniqni. Koliko
ima klasa ekvivalencije u K po modulu z ?

Rexeǌe. Neka je K = Z[α] , pri qemu je α2 = pα + q , p, q ∈ Z . Neka je
z = a+ bα (a, b ∈ Z). Ako je b = 0 ceo broj, onda je a1 + b1α ≡ a2 + b2α (mod z)
ako i samo ako a1 ≡ a2 i b1 ≡ b2 (mod z) . Sledi da je broj klasa ekvivalencije
jednak N(z) = z2 .

Pretpostavimo da je b 6= 0 i da je (a, b) = d . Tada je αz = (a + pb)α + qb .
Kako je (a + pb, b) = d , koeficijent uz α u xz (x ∈ K ) mo¼e biti proizvoǉan
ceo broj deǉiv sa d i nijedan drugi. Tako±e, najmaǌi prirodan broj deǉiv sa
z je |(a + bα)(a + bα)|/d = |N(z)|/d . Zakǉuqujemo da za svako x ∈ K postoji
jedinstveno X = A + Bα ∈ K sa A,B ∈ Z , 0 6 A < |N(z)|/d , 0 6 B < d takav
da je x ≡ X (mod z) . Odavde dobijamo da je tra¼eni broj klasa ekvivalencije
jednak |N(z)| . 4

Prirodno se postavǉa pitaǌe kada je rastavǉaǌe na proste elemente jedin-
stveno, tj. kada va¼i osnovna teorema aritmetike. Po gorǌoj definiciji, prosti
elementi u Z su ±2,±3,±5 , itd. Me±utim, razlagaǌe na proste qinioce vixe
nije jedinstveno, jer va¼i npr. 2 ·3 = (−2)(−3) . U ovom sluqaju osnovna teorema
aritmetike u Z va¼i u slede²em obliku.

OTA (Osnovna Teorema Aritmetike). Svaki element Z , odnosno kva-
dratnog raxireǌa K , koji nije nula niti jediniqan, mo�e se napisati u
obliku proizvoda prostih elemenata. Ovo razlagaǌe je jedinstveno do na
redosled qinilaca i ekvivalentnost izme�u odgovaraju�ih qinilaca.

Deǉeǌe sa ostatkom u kvadratnom raxireǌu K se mo¼e formulisati na
slede²i naqin:

DSO. Za svako a, b ∈ K , b 6= 0 postoje p, q ∈ K takvi da je a = pb + q
i N(q) < N(b) .

Ovakvo deǉeǌe ne mora biti jedinstveno; mogu²e ga je sprovesti u nekim
(ali ne svim!) kvadratnim raxireǌima, kao xto ²emo kasnije videti. Znaqaj
deǉeǌa sa ostatkom, onda kada je ono mogu²e, ogleda se u slede²oj teoremi.

TEOREMA 5. Ako je u kvadratnom raxireǌu K deǉeǌe sa ostatkom
mogu�e, onda u K va�i OTA.

Dokaz. Ako je deǉeǌe sa ostatkom u K mogu²e, onda se Euklidov algoritam
zavrxava u konaqnom broju koraka. Jednostavna posledica Euklidovog algoritma
je da ako je p prost, a, b ∈ Z i p | ab , onda p | a ili p | b . Odavde lako sledi
jedinstvenost rastavǉaǌa na proste qinioce (videti dokaz OTA u prvoj glavi).

Postoje primeri kvadratnih raxireǌa u kojima deǉeǌe sa ostatkom nije
mogu²e, ali OTA ipak va¼i. Ipak, OTA nije taqna u svim kvadratnim raxi-
reǌima.
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Primer 5. OTA ne va¼i u Z[
√−5] , jer se 9 mo¼e razlo¼iti na proste

qinioce na dva naqina: 9 = 3 · 3 = (2 +
√−5)(2−√−5) , ali oni se ne smatraju

istim jer 2±√−5 6∼ 3 . 4
Primer 6. Razlagaǌa elementa 4 − ω u Z[ω] kao (1 − ω)(3 + ω) =

(−2− 3ω)(1+2ω) smatramo istim, jer je 1+2ω = ω(1−ω) ∼ 1−ω i −2− 3ω =
−(1 + ω)(3 + ω) ∼ 3 + ω . Kasnije ²emo pokazati da OTA va¼i u Z[ω] . 4

Aritmetika u skupu Gausovih celih Z[i]

Kao xto smo ve² konstatovali, norma elementa a + bi ∈ Z[i] (a, b ∈ Z) je
N(a + bi) = a2 + b2 . Jediniqni elementi su ±1 i ±i . Prema tome, svi delioci
prostog elementa π ∈ Z[i] su ±1,±i,±π,±iπ .

TEOREMA 6. U skupu Gausovih celih Z[i] va�i osnovna teorema ari-
tmetike (OTA).

Dokaz. Na osnovu teoreme 5, dovoǉno je pokazati da za sve a, b ∈ Z[i] , b 6= 0
postoji p ∈ Z[i] takvo da je N(a− pb) < N(b) .

Neka su σ, τ ∈ R takvi da je a/b = σ + τi , i neka su s, t ∈ Z takvi da je
|σ−s| 6 1/2 i |τ− t| 6 1/2 . Stavimo p = s+ ti . Tada je a−pb = (σ+τi)b−pb =
[(σ − s) + (τ − t)i]b , odakle dobijamo

N(a− pb) = N [(σ − s) + (τ − t)i]N(b)

= [(σ − s)2 + (τ − t)2]N(b) 6 N(b)/2 < N(b).

Ovim je tvr±eǌe dokazano.

Slede²e tvr±eǌe opisuje sve proste elemente u skupu Gausovih celih.

TEOREMA 7. Element x ∈ Z[i] je prost ako i samo ako je N(x) prost
broj ili je |x| prost ceo broj oblika 4k + 3 , k ∈ Z .

Dokaz. Posmatrajmo proizvoǉan prost element x = a + bi ∈ Z[i] (a, b ∈ Z).
Element x je tako±e prost (ako x = yz , onda x = y z ), tako da je N(x) = xx
jedno (na osnovu OTA, ujedno i jedino) rastavǉaǌe broja N(x) na proste qinioce
u skupu Gausovih celih.

Pretpostavimo da je N(x) slo¼en broj i N(x) = mn za neka dva prirodna
broja m,n . Iz xx = mn sledi da je x ∼ m ili x ∼ n , pa x mora biti
ceo prost broj. Ako je x = 2 ili x ≡ 1 (mod 4) , onda postoje celi brojevi
a, b ∈ Z takvi da je N(a + bi) = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2 = x , pa je x slo¼en
u Z[i] . S druge strane, ako je x prost broj i x ≡ 3 (mod 4) , onda je x prost
i u Z[i] . Zaista, ako je x = uv za neke ne-jediniqne elemente Z[i] , onda iz
x2 = N(x) = N(u)N(v) sledi N(u) = N(v) = x , xto nije mogu²e (zaxto?).
Ovim je dokaz teoreme zavrxen.
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ZADATAK 3. Rexiti jednaqinu x5 − 1 = y2 u skupu celih brojeva.

Rexeǌe. Data jednaqina se mo¼e napisati u obliku x5 = (y + i)(y − i) .
Primetimo da x nije paran broj, jer bismo u suprotnom imali y2 ≡ −1 (mod 4) .
Tako±e sledi da je y parno, odakle dobijamo da su elementi y+i i y−i uzajamno
prosti u Z[i] . Kako je (y + i)(y − i) peti stepen, sledi da su y + i i y − i oba
peti stepeni (zaxto?). Neka su a, b ∈ Z takvi da je

y + i = (a + bi)5 = a(a4 − 10a2b2 + 5b4) + b(5a4 − 10a2b2 + b4)i.

Va¼i b(5a4 − 10a2b2 + b4) = 1 , pa je b = ±1 . Lako se proverava da dolazi u
obzir jedino b = 1 i a = 0 , a samim tim i y = 0 , pa je (1, 0) jedino rexeǌe. 4

Aritmetika u skupu Z[ω]

Norma elementa a + bω ∈ Z[ω] (a, b ∈ Z) je N(a + bω) = a2 − ab + b2 .
Jediniqni elementi su ±1 , ±ω i ±(1 + ω) = ∓ω2 .

TEOREMA 8. U skupu Z[ω] va�i osnovna teorema aritmetike (OTA).

Dokaz. Po teoremi 5, dovoǉno je pokazati da za sve a, b ∈ Z[ω] , b 6= 0
postoji p ∈ Z[ω] takvo da je N(a− pb) < N(b) .

Sliqno kao u skupu Gausovih celih brojeva, neka su σ, τ ∈ R takvi da je
a/b = σ + τi , i neka su s, t ∈ Z takvi da je |σ−s| 6 1/2 i |τ − t| 6 1/2 . Stavimo
p = s + ti . Sada dobijamo N(a− pb) 6 3N(b)/4 < N(b) , xto dokazuje tvr±eǌe.

ZADATAK 4. Neka je dat prost broj p ≡ 1 (mod 6) . Dokazati da postoje
a, b ∈ Z takvi da je p = a2 − ab + b2 .

Rexeǌe. Dovoǉno je pokazati da je p slo¼en broj u Z[ω] . Zaista, ako
postoji prost element z = a + bω ∈ Z[ω] (a, b ∈ Z) takav da z | p , tada i
z | p = p . Primetimo da je (z, z) = 1 : u suprotnom z | z , pa bi morao da postoji
jediniqni element ε takav da je z = εz , odakle bi se lako dobilo z ∼ (1−ω) | 3 ,
xto u ovom sluqaju nije taqno. Sledi a2 − ab + b2 = zz | p , a samim tim i
a2 − ab + b2 = p .

Poka¼imo, dakle, da je p slo¼en u Z[ω] . Iz uslova zadatka zakǉuqujemo da
je −3 kvadratni ostatak po modulu p , pa zato postoje m,n ∈ Z koji nisu deǉivi
sa p takvi da p | (2m − n)2 + 3n2 = 4(m2 −mn + n2) , tj. p | (m − nω)m− nω .
Me±utim p nije delilac nijednog od brojeva (m − nω),m− nω , pa zato mora
biti slo¼en. 4

TEOREMA 9. Element x ∈ Z[ω] je prost ako i samo ako je N(x) prost
broj ili je |x| prost ceo broj oblika 3k + 2 , k ∈ Z .

Dokaz. Broj x = 3 je slo¼en, jer je N(1− ω) = (1− ω)(2 + ω) = 3 . Tako±e,
po zadatku 4, svaki ceo prost broj p ≡ 1 (mod 6) je slo¼en u Z[ω] .

Ostali detaǉi dokaza su analogni dokazu teoreme 7, pa ih prepuxtamo qi-
taocu za ve¼bu.
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Mo¼da najpoznatija teorema koja se dokazuje korix²eǌem elementarne ari-
tmetike skupa Z[ω] je sluqaj velike Fermaove teoreme za eksponent n = 3 . Ovo
nije neoqekivano, s obzirom na qiǌenicu da se x3 + y3 rastavǉa u Z[ω] na li-
nearne qinioce kao

(2) x3 + y3 = (x + y)(x + ωy)(x + ω2y) = (x + y)(ωx + ω2y)(ω2x + ωy).

Dokaz koji dajemo je delo Gausa.

TEOREMA 10. Jednaqina

(3) x3 + y3 = z3

nema netrivijalnih rexeǌa u Z[ω] , a samim tim ni u Z .

Dokaz. Pretpostavimo da za tri elementa x, y, z iz Z[ω] , razliqita od nule,
va¼i (3) . Jasno je da mo¼emo da pretpostavimo da su x, y, z uzajamno prosti u
parovima.

Posmatrajmo broj ρ = 1− ω . Njegova norma je jednaka (1− ω)(1− ω2) = 3 ,
pa je on prost. Prime²ujemo da je ρ = 1 − ω2 = (1 − ω)(1 + ω) ∼ ρ , odakle
sledi da je α ∈ Z[ω] deǉivo sa ρ ako i samo ako je to i α . Svaki element Z[ω]
je kongruentan sa −1 , 0 ili 1 (mod ρ) : zaista, a + bω ≡ a + b = 3q + r ≡ r
(mod ρ) za neko q ∈ Z i r ∈ {−1, 0, 1} .

Posebno je bitna slede²a osobina broja ρ :

(4) α ≡ ±1 (mod ρ) (α ∈ Z[ω]) povlaqi α3 ≡ ±1 (mod ρ4).

Zaista, ako je α = ±1 + βρ , imamo

a3 ∓ 1 = (a∓ 1)(a∓ ω)(a∓ ω2) = ρ3β(β ± 1)(β ± (1 + ω)),

pri qemu elementi b , b ± 1 , b ± (1 + ω) daju tri razliqita ostatka po modulu
ρ , pa je jedan od ǌih tako±e deǉiv sa ρ xto potvr±uje ovu osobinu.

Me±u brojevima x, y, z , (taqno) jedan mora biti deǉiv sa ρ : u suprotnom
bi zbog (4) x3, y3, z3 bili kongruentni sa ±1 (mod ρ4) , pa bi sledila jedna
od netaqnih kongruencija 0 ≡ ±1 , ±1 ≡ ±2 (mod ρ4) . Bez smaǌeǌa opxtosti
pretpostavǉamo da ρ | z . Xtavixe, iz (4) tako±e zakǉuqujemo da ρ2 | z .

Neka je k > 2 najmaǌi prirodan broj za koji postoji rexeǌe jednaqine (3)
u kome je (x, y, z) = 1 i ρk | z , ρk+1 - z . Posmatrajmo ovo rexeǌe (x, y, z) .

Qinioci x + y , ωx + ω2y , ω2x + ωy iz (2) su kongruentni po modulu ρ i
imaju sumu jednaku 0. Iz ρ | z sledi da su svi oni deǉivi sa ρ i da im je ρ
najve²i zajedniqki delilac. Neka je

x + y = Aρ, ωx + ω2y = Bρ, ω2x + ωy = Cρ,

gde su A,B, C ∈ Z[ω] uzajamno prosti po parovima i A + B + C = 0 . Proizvod
ABC je potpun kub (jednak (z/ρ)3 ), odakle iz OTA sledi da je svaki od A,B,C
ekvivalentan nekom kubu:

A = αζ3, B = βη3, C = γξ3
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za neke ζ, η, ξ ∈ Z[ω] uzajamno proste po parovima i jediniqne elemente α, β, γ .
Prema tome,
(5) αζ3 + βη3 + γξ3 = 0.

Kako je αβγ jediniqni element i potpun kub, imamo αβγ = ±1 . Daǉe, ABC =
(z/ρ)3 je deǉivo sa ρ (jer ρ2 | z ), pa je (taqno) jedan od brojeva ζ, η, ξ deǉiv
sa ρ : recimo da je to ξ . Istovremeno ξ3 deli ABC xto je deǉivo sa ρ3k−3 i
nije deǉivo sa ρ3k−2 , pa je ρk−1 najve²i stepen ρ koji deli ξ . Brojevi ζ i η
nisu deǉivi sa ρ , pa su zato ζ3 i η3 kongruentni ±1 po modulu ρ4 . Tako iz
jednakosti A + B + C = 0 dobijamo α ± β ≡ 0 (mod ρ4) , znaqi β = ±α , pa iz
αβγ = ±1 sledi i γ = ±α .

Skra²ivaǌem α u jednaqini (5) dobijamo ζ3 ± η3 ± ξ3 = 0 , xto daje jox
jedno netrivijalno rexeǌe jednaqine (3) sa (ζ, η, ξ) = 1 . Me±utim, u ovom
rexeǌu ρk−1 | ξ i ρk - ξ , xto je u kontradikciji sa izborom broja k .

Aritmetika u drugim kvadratnim raxireǌima

Sva kvadratna raxireǌa se mogu razvrstati u dve klase:
1◦ Raxireǌa oblika K = Z[

√
d] , gde je d 6= 1 ceo broj koji nije deǉiv kvadra-

tom ve²im od 1. Konjugovaǌe i norma su dati formulama x + y
√

d = x−y
√

d

i N(x + y
√

d) = x2 − dy2 , gde su x, y ∈ Z .

2◦ Raxireǌa oblika K = Z[α] za α =
−1 +

√
d

2
, gde je d = 4k +1 (k ∈ Z) ceo

broj koji nije deǉiv kvadratom ve²im od 1 i d 6= 1 (tada je α algebarski ceo:
α2+α−k = 0). Konjugovaǌe i norma su dati formulama x + yα = x−y−yα
i N(x + yα) = x2 − xy − ky2 , gde su x, y ∈ Z .
Neka od ovih raxireǌa poseduju deǉeǌe sa ostatkom, i u ǌima va¼i OTA.

Takva su npr. raxireǌa Z[
√

d] za d = −2,−1, 2, 3, 6, 7 i Z

[
−1 +

√
d

2

]

za d = −7,−3, 5 .
Pitaǌe nala¼eǌa svih kvadratnih raxireǌa u kojima va¼i OTA (dakle,

ukǉuquju²i i ona u kojima algoritam deǉeǌa sa ostatkom ne postoji) je veoma
ozbiǉno. Me±u raxireǌima tipa 1◦ i 2◦ sa d < 0 , OTA va¼i u jox samo pet
pored navedenih: to su raxireǌa tipa 2◦ za d = −11,−19,−43,−67,−163 . Jox
je Gaus pretpostavio da OTA va¼i u beskonaqno mnogo kvadratnih raxireǌa sa
pozitivnim d . Ovaj problem je do danas ostao nerexen.

Z A D A C I

5. Pretpostavimo da su x, y, z prirodni brojevi takvi da je xy = z2 + 1 .
Dokazati da postoje celi brojevi a, b, c, d takvi da je x = a2 + b2 , y = c2 + d2 i
z = ac + bd .

6. Posmatrajmo niz a0, a1, a2, . . . dat sa a0 = 2 i ak+1 = 2a2
k − 1 za k > 0 .

Dokazati da ako neparan prost broj p deli an , onda je p ≡ ±1 (mod 2n+2) .
7. Na²i sva celobrojna rexeǌa jednaqine x2 + 2 = y3 .


