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Bexropu
Munusojge Jlyxuh

1. JluHeapue KoMOUHaIje BEKTOPA

Bekrop ¥ je nuHeapHa KOMOMHAIMja BeKTOpA U1, Ua,...,Un AKO HOCTOje cKajapu (OTH. pe-
anHu OpojeBu) A1, Ag,...,\, TAKBU 1A je
U= AU + XU + -+ + A\pUp. (1)
Bexkropu vy, ¥s,...,U, Cy JUHEAPHO HE3ABUCHU AKO j€ jeTHAKOCT
MTL+ Xty + 4+ AU = 0 (2)
UCIYIEHA CAMO 3a A\ = Ag = --- =\, = 0. Y CympoTHOM, OHU Cy JMHEAPHO 3aBUCHU.

CBaku BEKTOD y PaBHU Ce MOKE€ IPEIACTABUTH Kao JUHeapHAa KOMOWHAIMja IPOM3BOJLHA
IBa JIMHEAPHO HE3aBUCHA BEKTOPA, & CBAKU BEKTOD Y MPOCTOPY KAO JIMHeapHa KOMOUHAIW]a
MPOU3BOJLHA TPU JIMHEAPHO HE3aBUCHA BEKTODA.

Axo cy @ u b # 0 KonmHEapHU BEKTOPU, OHIA ca d/b o3HAUaBAMO peasaH Opoj A\, Takap ma
je d = \b.

Heka cy A u B pasnmuuute Tauke, u M u O npousBosmHe Tauke. Tama M mpumanga npasoj

B — — . P
AB aro u camo ako je OM = aOA + (1 — a)OB, 3a ueko a € R. Ilpu tome je « = BM/BA.
Heka cy A, B u C meronuneapue tauke, u M u O mpousBomHe Taure. Tama M npumana
. — — —
pasuu ABC axo u camo aro je OM = aOA + OB + (1 — a — 8)OC, 3a ueke a, 8 € R.

UEBMHA U MEHEJIAJEBA TEOPEMA: Heka je ABC Tpoyrao u meka cy A;, By u C; Tauke
ua npasama BC, AC u AB, pecnekruBuo. Heka cy tauke A;, By, C1 pa3ziuuure oI TEeMeHA
Tpoyraa. I[locmarpajmo oxHOC

B e T

AC; BA; CB;
= e ="

C1B AC B A
IIpase AA,, BBy u CCy npunazajy jeqHoM npaMeHy ako u camo ako je R = 1 (UeBuna teopema),
a tauke A;, By u C] cy KoquHeapHe ako u camo ako je R = —1 (Menenajesa Teopema).

R (3)

BAH OBEJIOBA U GPOKAPOBA PEJIAIIMJA: Heka je ABC tpoyrao, P tauka y paBHM TOT
tpoyrua, u A;, By, C; npecemu npasux BC u AP, AC u BP, AB u CP, penom. Hexka je
— P i —

BA,/AC =z/y, CBy/BiA=x/z, AC1/C1B =y/x. Tana je

AP y+

z
£ _YTE (4)
PA, @

Heka je mame Ttaura () npecek npasux B1C7 u AP. Tana je

p AQ _ AP (5)
QA, PA,



2. CkajslapHU IPOU3BO

CkasapHu IpoOU3BOJ je olepalyja Koja CBAKOM Iapy BEKTOpPa d, b Ipuapy:Kyje ckaaap

-,

= [a] - 5] - cos £(a@.b). (6)

L
S

Wcrakaumo caeneha cBojcTBa CKaIapHOr TPOU3BOIA:

(1) 3a cBaku Bekrop a@ Bawku |d@|*> = a - @,

(2) Bexrropu @, b #£ () cy HOpMAJIHU aKO U CAMO KO je a-b=0
(3) @a-b=b-a

(4) @-(b+ *):6-5+&‘-6,

(5) (Aa)-b =A@ b).

HaBenmmo cana HEKOMMKO BaKHUX TE€OMETPUjCKUX TeOoPeMa KOje ce je THOCTABHO MOKA3Yyjy V3
oMol ckaJlapHOT IPOM3BOJA.
CTJYAPTOBA TEOPEMA: Herka je D tauka ma crpanunu BC tpoyria ABC. Tana je
CD

AD? = B—CACQ BCA32 —~ BD-CD. (7)

Jloxaz: Moskemo 3ammcaTu AD = aAB +(1- a)A—C>’. IIpm Tome, Kako je Tauka D Ha cTpaHunu
BC, a me camo mHa mpasoj BC, nmamo momatan ycaos 0 < o < 1. Tarobe, o = CD/BC. 3aro
je

AD*=AD -AD = (aﬁ—l—(l—a)A—C)’)~(aA—B>+( )A_C))
—_— —

= a?AB* + (1 - a)?AC? 4 2a(1 — a)AB - AC
= a?AB*+ (1 -0a)?AC? +a(l —a)(AB* + A
= aAB*+ (1 —a)AC? — a(l — a)BC?,

mTo je exkpuBasieHTHO CtrjyapToBoj Teopemu. [

XAMUJITOHOBA TEOPEMA: Herka je O menrap omnucanor kpyra, a H opromenrap tpoyraa ABC.
Tana je

— — — —

OH =0A+ 0B+ 0OC. (8)

. . . - e - =4
Joxasz: TlocToju jenuuactBena tauka H' 3a kojy Basku OH' = OA+OB+0C. YKOIUKO MOKAKEMO
na 3a oBy Tauky Baxku AH' 1 BC u BH' 1| AC, cnenuhe ma je H' = H, uume he Tteopema Gutn
nokazana. okasxumo na je AH' 1L BC:

—; — . —; —_— — —
AH'-BC = (OH'—0A)-(0C - OB)

Amnajgiorno ce norasyje u BH' L AC. O

OJJIEPOBA TIPABA: Y mupowusBosmHOM Tpoyriay ABC oprouentap H, teswumre M u menTap
onucanor kpyra O cy xkoamueapuu, u tauka M memm nyxx HO y ommocy 2 : 1.

" LS — —
Jloxaz: OsmHaumMo ca A; cpe;mmTe CTpaHMue BC. Tanma je OA; = 5(0B5 +0C) u OM =
%0_1)4 + %OAl, na je OM = (OA + OB + OC) IHopebemem ca XaMUITOHOBOM TEOPEMOM

HEMOCPEIHO 3aKBbydyjeMo na je OM 1OH onmakie ciemu TBpheme Teopeme. [



JIAJBHUIIOBA TEOPEMA: Hexka je M tesumre tpoyrna ABC. Tana 3a cBaky tauxky Py paBHU
tpoyraa ABC Baxku

PA? + PB? + PC? = MA? + MB? + MC? 4+ 3PM?>. (9)
Lloxasz: TlpumeTrumo mpBO ma je
9 —_— — —_— s — 9 9 —_— —
PA*=(MA—-MP) - (MA— MP)=MA*+ PM*—-2MA-MP. (10)
3ato je

PA? 4+ PB? 4+ PC? = MA?+ MB?+ MC?+3PM?—2(MA + MB + MC) - MP
MA? + MB? + MC? + 3PM?,

—_— —  — N
jep je MA4+ MB+ MC =0. O
3. BeKTOpCKM M MEemIOBUTHU IIPOU3BOI

Berropcku nmpoussox je omepamuja KOja CBAKOM Hapy BEKTODa a, beR3 OIPUIPYKYj€ BEK-
Top @ X b u3 R? umju je unrensurer |dl|b| sin Z(d@,b), npaBan je HopMasam Ha paBan oxpebery
BEKTOpUMA @ U 5, a cMep je TakaB Oa je Tpojka (d, 5,5[ X g) MO3UTUBHO OPUjEHTUCAHA.

VHTEeH3UTET BEKTOPCKOT IPOM3BOAA BEKTOPA @ U b jemHak je HOBPIIMHM IAPAJIEIOrpaMa
ompebenor BekTopuMa d u b.

Bexkropcku npousBon uma ciaemeha cBojcTsa:

(1) @xb=—bxa,

—

(2) (\@) x b= \(

B
X
N

)

-,

(3) (@G+b)xC=axc+bxé

Henyna Bexropu d u b cy koauHeapHu (IapajielHM) ako M CAMO aKo je @ X b = 0. Ipyrum
peurMa, BarKu
. . . . . - - =
TEOPEMA: Tauke A, B, C mpunanajy jenHoj mpaBoj ako u camo ako je AB x AC =0. O
H>yTHOBA TEOPEMA: Hexka je S menrtap ynucamor Kpyra TaHreHTHOT yerBopoyriaa ABCD u M
u N cpeaumra ®merosux aujaronasia. lTauke M, N, S cy rosuHeapse.

Joxas: Tlpumernmo na 3a tauky M koja je cpemumre nujaronane AC saxu S(ABM) = S(BCM)
u S(CDM) = S(DAM), te je S(ABM)+S(CDM) = S(BCM)+S(DAM). Anasorso ce nokasyje
na Baxku S(ABN) 4+ S(CDN) = S(BCN) + S(DAN). Ilpumerunmo takobe ma 3a umentap S
ymucasor kpyra yersopoyria ABCD Baxku (ca r je 03HAUEH NOJIYNPEUYHUK YIUCAHOD KPyra)

1 1
S(ABS) +S(CDS) = rAB+ 3rCD

1

1
= 57“(30 + DA) (jep je uerBopoyrao ABCD TaHreHTHM)
= S(BCS)+ S(DAS).

3a rtaury X KOja ce HAJA3U y YHYTPANIKHOCTU KOHBEKCHOT deTBopoyria ABC D, BeKTOpCKU
—_ s Y —— =S = = — .
npousBomu AB x AX, BC x BX, CD x CX, DA x DX cy cBu OPUjEHTUCAHU y UCTOM CMEpPY,
ma u3

S(ABX)+ S(CDX) = S(BCX) + S(DAX)

cjaenu

— —_— — — — — — —
ABx AX+CDxCX =BC xBX+DAxDX. (11)

Kako ce Taurke M, N, S cBe Hasa3e y yHyTpammocTu yerBopoyria ABCD, 3akmyuyjeMo na
3a X =M, N, S Baxku jemumauuna (11).



Cpebusamewm jennauune (11) mobujamo

AB x AX + CD x CX — BC x BX — DA x DX = 0, (12)
— — — — — — — — — — — -
ABx AX+CD x (CA+ AX)—BC x (BA+ AX)—DAx (DA+ AX) = 0, (13)
_ — = — —_— == = = = = — N
(AB+CD—-BC —-DA)x AX+CDxCA—-—BCxBA—-—DAxDA = 0. (14)
Cremmjanno, 3a X = S jemnauunna (14) mocraje
(A—B)+C—D)—B—C)’—E4)><A—L)9+C—D)><C—I>4—B—C>'><B—1)4—E4><D—/1:6. (15)
Opnysnmamem (15) oxn (14), mobujamo
(AB +CD — BC — DA) x SX = 0. (16)

_— — = — - vy 4
Oznauynmo 0 = AB+CD — BC — DA. Axo je U # 0, jennaunna (16) je ekBuBasentHa ca ¥ || SX.
Cnermmjaano, 3a X = M u X = N nobujamo SM 17 STV, onakie ciaenu ma cy tanke S, M, N
rosuHeapue. [IpumeTrMo ma cMO 3ampaBO HOKa3aiau Oa je 3a U 7 0 jemnaumna (11) jemmaumna
npase. Ocraje jom na pasmorpumo caydaj ¥ = 0: Kako je ¥ = 2(A_B) + C’_D)) (3amro?), uz ¥ =0
ciaenu na je /Té = 58’, onmHOCHO ma je uerBopoyrao ABCD mapasnenorpam. Asnu tama ce Taudke
M u N nmoksnanajy, na je rBpbeme TpuBujanno ucoymeno. OBuUM je noka3 TeopeMe OKOHUYAH. [
Ipumedba: Tlpumerumo na je moka3 Teopeme Omio MOryhe 3ammMcaTé U CayKeTuje: jeIHAUNHY
(16) mpenummo, y3 3ameny X = M, y oGuauky

s — o
MN x MS =0,
OJaKJIe HEIIOCPEIHO ciaenu TBpbheme Teopeme.

MEIIIOBUTU NPOU3BOJ je omepanuja KOja CBAKO] TPOjIU BEKTOpa d, 5, ¢ y mpocropy R3
OPUAPY:KYyje Cramap [d, 5,6] = (@ x l_;) - & MemoBuTu mpOM3BOL BeKTOpa @, b u € je 3ampen-
UHa TapaJesenuiena duje cy upuue oapebene Bexropuma @, b u ¢ MeIOBUTH IPOU3BOL UMa
cneneha cBojcTBa:

(1) [5:, 576—] = _[Ea 67517

(2) (@b, = [b,¢ d = [¢,d,],
(3) [Ad,b,d = Ald,b,d,

(4) [@+b,éd = [d@éd] + [b,¢d]
4. 3amanm

1. ﬂOHa3aTI/I Oa Ce OO TCHNITHUX AYEKU TPOYILJa MOMKE CaCTaBUTU TPOYTao.

2. Har je Tpoyrao ABC. Heka cy mauke A; u B; cpemumra nysxku BC u AC. Herka je
T =AA; N BB;. Hokazaru na tauka 1 memu mysx AA; y ommocy 2 : 1.

3. Hart je Tpoyrao ABC. Hera je tauka A; cpemumre ny:xu BC. Hera je X Tauka mHa my:ku
AC nY = AA; N BX. Hoxrazaru na je AY/Y A} =2AX/XC.

4. Hat je mapasenorpam ABCD. Hera je X Tauka Ha crpannmu AD taksa na AX/XD = 1/n.
Hera je Y = AC N BX. Hokazatu na je AY/YC =1/(n+1).

5. Ilar je mapasenorpam ABCD y xkome cy Ap, By, C1, D1 penom cpenumra crpanuna BC,
CD, DA, AB. Heka npase DD, u BB, ceky npaBy AA; y taukama M u N. Ilokasatu
na je MN = 2AA;.

6. Hera je ABCDEF rouBekcan mectoyrao kon kora je AB || DE. Heka cy M, P, N u Q
penom cpemumra crpanuna BC, CD, EF u FA, a K u L penom cpenumra ny:xku MN u
PQ. Iokasaru na ce tauke K m L moksamajy ako u camo ako je AB = DE.
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. Herka cy M u N cpemumra crpanuna BC u CD napanenorpama ABCD. Ilpase AM u

AN ceky mujaronany BD y taukama K u L. Ilokazatu na je DL = LK = KB.

. Y xomBekcHoMm uerBopoyriy ABCD, M u N cy cpemumra crpanuna AD u BC, a FE je

cpemnumre nysku M N. Ilokazatu na tauka F u cpemumra qujaronana AC u BD npunanajy
jemHoj mpasoj.

. Hera cy Ay, By u (7 tauke Ha crpamunama BC, AC u AB tpoyraa ABC. Ilokasatu

——
na ce texumTa Tpoyraosa ABC u A;B;C; noknamajy ako u camo ako je AC1/C1B =
BA,/AC =CB, /B A.

Hera je ABCD mnapanenorpam, u S Tauka y HeroBoj yHyrpammoctu. Heka F € AB u
F € AD rarxo ma je AESF napasesnorpam. Hera je M mpecek DE u BF. Ilokazatu na
cy C, S u M rosuneapse.

Heka je ABCD tpanes kon xora je AB || CD u P tauka ma nponysxkerky aujaronasae AC
tako na je C mameby A u P. Axo cy X u Y cpenumra ocuosuna AB u CD, a M u N
npeceune tauke npasux PX u PY ca ny:xkuma BC u DA, pemoMm, HOkKasaTu Oa je mpasa
M N mapaJjesHa OCHOBUIIAMA TpPale3a.

[IpaBa mesu Tpoyrao Ha mBa mesna uctux obmma m moBpmmHa. JlokaszaTtu ma meHTAp yII-
MCAHOT Kpyra TOI TPOYIJIA JIEKU Ha TOj IPaBoj.

Hexra je ABCD terusnu uetBopoyrao, u H,, Hy, H., H; oproueatpu Tpoyraosa BCD,
ACD, ABD, ABC, pemom. Ilokazatu na ce my:xxu AH,, BHy,, CH., DHy cexy y jemHoj

TaYKN.

ITara cy nBa npasunna neroyriaa, OABCD u OA;B1C1 D1, ca jenuuM 3aje THUYKAM TEMEHOM
O, koju He nexke y uctoj pasuu. JlokazaTu na mOCTOjU paBaH mapaJienHa npasama AAj,

BBy, CCy, DD;.

(a) Herka cy A, B, C u D mpoussosbHe uertupu Tauke y mnpocrtopy. Jlokaszatu ma je
—_— =5 — =
AB-CD+ BC-AD+CA-BD =0.

(6) Aro 3a terpacmap ABCD Baxku na je AB1CD u ACLBD, mokazatu ma je tama u
BCLAD.

JlokazaTu na cy aujaroHajie IapaJiejiorpaMa HOPMaJiHE aKO M CaMO aKO CY My CyCenHe
CTpaHUIE jeTHAKE.

Hon cpemmwum murujama dersopoyriaa ABCD noaxpasymeBamo ny:xxu MP u NQ, roe cy
M, N, P, Q cpemumra pemom nysku AB, BC, CD, DA. IlokasaTu na:

(a) Ako cy cpenme JMHUje YETBOPOYIJa HOAYIJAPHE, TANA Cy AUjArOHAJE TOT YETBOD-
oyrJja HOpMAaJIHE.
(6) Ako cy cpenme JUHMAjE YeTBOPOYTJIa HOPMAJHE, Tala Cy AUjaroHale TOT YeTBOPOYIJIa

nonynapHe.

(BMO1985.1) Heka je O uenrap kpyra onucanor oko rpoyraa ABC, D cpemumre nysku
AB, u E rexxumre Tpoyrana ACD. Ilokazaru na je OELCD ako u camo ako je AB = AC.

(a) Heka cy P u Q cpeaumra mujaronaia uersopoyraa ABCD. Ilokazatu na je AB? +
BC? +CD? + DA? = AC? + BD? 4+ 4PQ?.
(6) Ilare cy tauke A, B, C, D. INoxkazatu na je AC?>+ BD? < AB? + BC? + CD? + DA?,

IpU YeMy jeIHAKOCT Basku ako m caMo ako je ABCD mapaJsenorpam.

Iloka3aTu ga 3a mpousBosbaH Terpaenap ABCD Baxu: AB? 4+ CD? = AC? + BD? axo n
camo ako AD1BC.

Ilat je npasoyrau napadnenenunen ABCDA;B1C1D,. Iloka3aTtu na je H,eroBa IujaroHasa
AC: vopmasHa Ha paBan A;BD ako u caMo ako je Taj mapaJiesienunes] KOIKa.
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Hexra je ABCD xouBekcan yerBopoyrao takas na je ABLBC, AD1DC u AC1BD. Heka
cy E u F tauke na crpanunama BC u CD rtakse na je DE 1L AF. Ilokaszatu na je AE L BF.

Kpos raury O nponasu y pasau 1999 npaBux p1, pa,. . . , P1g9g MeDy KOjuMa HEMA yIPaBHUX.
IlokazaTu na MOMKEMO Ha CBAKO] O MpaBuX p; m3abpatu no jemny tauky A; # O, Tako na
Baku A1 Az Llpe, AsAylps, A3Aslps, ..., A1997A1999 L P1998, A1908A11p1999, A1999A21p1.

e npase y pasuu, AB u XY, cy HOpMaJHe ako u camo ako je AX? -~ BX? = AY? - BY?.
Ilokaszaru.

Heka cy macupamue crpanurie AD u BC uerBopoyria ABCD jemnake u Hera cy M u
N, pemom, cpemumra crpanuna AB u DC. Ilokasaru na npase AB u DC oGpa3yjy ca
npaBoMm M N jenmnake yriose.

(MMO1994.2) Hera je ABC jemmakokparu tpoyrao ca AB = AC. Heka je M cpenumre
nysxku BC u O taura npase AM 3a xojy je OB mwopmanuo va AB. Heka je () mpousBosmHa
tauka crpanute BC pasmuuura on B u C, u F € AB, F € AC rtako nma cy tauke F, @,
F pazmuunre m xonuneapHe. Jlokazatu ma je OQ mopmanaso wa EF ako m camo ako je

QF = QF.
Heka je ABCDE xomsercuu neroyrao u AB || CE, BC || AD, CD || BE, DE || AC.
Ioxrazaru na je AE || BD.

OABC je terpaemap y xome je OA = OB = OC. Hera je S nenrap Jjonrte ynucaHe y
— —
taj Terpaenap. Jlokazaru na je Bekrop OS ronumeapan ca Bekropom sin(ZBOC) - OA +
— —
sin(ZCOA) - OB + sin(£LAOB) - OC.

Tauke D u E npunanajy crpansunama AB u BC tpoyraa ABC, pemom. Ilare cy Ttauke K
u M nwa nysxu DFE takse na je DK = KM = ME. Tlpase BK u BM ceky AC y T u P,
penom. okazaru na je TP < AC/3.

(MMO2001.upenzor) Heka je ABC Tpoyrao uumje je teskumre tauka G. Onpenutu Taduky
P y pasuu tpoyraa ABC 3a kojy je Bpemuoct m3pasa AP - AG + BP - BG + CP-CG
MUHUMAJHA, W U3PA3UTU OBY MUHUMAJHY BPEIHOCT MPEKO AYKUHA CTPAHUIA TPOYyTJa

ABC.

, @ Bextopu Tareu ma je |d@| > [b+dl, |b| > |@+4dl, |d > |@+b|. doxasaru xa je

Ilatu cy Bekropu d, b, ¢. Hokazaru na je

@ + |6 + & + @+ b+ > @+ + b+ ¢l +|a+al.



