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1. Linearne kombinacije vektora
Vektor ~v je linearna kombinacija vektora ~v1, ~v2,. . . ,~vn ako postoje skalari (odn. re-

alni brojevi) λ1, λ2,. . . ,λn takvi da je

~v = λ1~v1 + λ2~v2 + · · ·+ λn~vn. (1)

Vektori ~v1, ~v2,. . . ,~vn su linearno nezavisni ako je jednakost

λ1~v1 + λ2~v2 + · · ·+ λn~vn = ~0 (2)

ispuǌena samo za λ1 = λ2 = · · · = λn = 0. U suprotnom, oni su linearno zavisni.
Svaki vektor u ravni se mo�e predstaviti kao linearna kombinacija proizvoǉna

dva linearno nezavisna vektora, a svaki vektor u prostoru kao linearna kombinacija
proizvoǉna tri linearno nezavisna vektora.

Ako su ~a i ~b 6= ~0 kolinearni vektori, onda sa ~a/~b oznaqavamo realan broj λ, takav da
je ~a = λ~b.

Neka su A i B razliqite taqke, i M i O proizvoǉne taqke. Tada M pripada pravoj
AB ako i samo ako je

−−→
OM = α

−→
OA + (1− α)

−−→
OB, za neko α ∈ R. Pri tome je α =

−−→
BM/

−−→
BA.

Neka su A, B i C nekolinearne taqke, i M i O proizvoǉne taqke. Tada M pripada
ravni ABC ako i samo ako je

−−→
OM = α

−→
OA + β

−−→
OB + (1− α− β)

−−→
OC, za neke α, β ∈ R.

Qevina i Menelajeva teorema: Neka je ABC trougao i neka su A1, B1 i C1 taqke
na pravama BC, AC i AB, respektivno. Neka su taqke A1, B1, C1 razliqite od temena
trougla. Posmatrajmo odnos

R =
−−→
AC1
−−→
C1B

−−→
BA1
−−→
A1C

−−→
CB1
−−→
B1A

. (3)

Prave AA1, BB1 i CC1 pripadaju jednom pramenu ako i samo ako je R = 1 (Qevina teorema),
a taqke A1, B1 i C1 su kolinearne ako i samo ako je R = −1 (Menelajeva teorema).

Van Obelova i Brokarova relacija: Neka je ABC trougao, P taqka u ravni tog
trougla, i A1, B1, C1 preseci pravih BC i AP , AC i BP , AB i CP , redom. Neka je−−→
BA1/

−−→
A1C = z/y,

−−→
CB1/

−−→
B1A = x/z,

−−→
AC1/

−−→
C1B = y/x. Tada je

−→
AP
−−→
PA1

=
y + z

x
. (4)

Neka je daǉe taqka Q presek pravih B1C1 i AP . Tada je

2
−→
AQ
−−→
QA1

=
−→
AP
−−→
PA1

. (5)
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2. Skalarni proizvod
Skalarni proizvod je operacija koja svakom paru vektora ~a, ~b pridru�uje skalar

~a ·~b = |~a| · |~b| · cos ∠(~a,~b). (6)

Istaknimo slede�a svojstva skalarnog proizvoda:

(1) Za svaki vektor ~a va�i |~a|2 = ~a · ~a,

(2) Vektori ~a,~b 6= ~0 su normalni ako i samo ako je ~a ·~b = 0,

(3) ~a ·~b = ~b · ~a,

(4) ~a · (~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c,

(5) (λ~a) ·~b = λ(~a ·~b).

Navedimo sada nekoliko va�nih geometrijskih teorema koje se jednostavno dokazuju uz
pomo� skalarnog proizvoda.
Stjuartova teorema: Neka je D taqka na stranici BC trougla ABC. Tada je

AD2 =
BD

BC
AC2 +

CD

BC
AB2 −BD · CD. (7)

Dokaz: Mo�emo zapisati
−−→
AD = α

−−→
AB + (1 − α)

−→
AC. Pri tome, kako je taqka D na stranici

BC, a ne samo na pravoj BC, imamo dodatni uslov 0 < α < 1. Tako�e, α = CD/BC. Zato
je

AD2 =
−−→
AD ·

−−→
AD = (α

−−→
AB + (1− α)

−→
AC) · (α

−−→
AB + (1− α)

−→
AC)

= α2AB2 + (1− α)2AC2 + 2α(1− α)
−−→
AB ·

−→
AC

= α2AB2 + (1− α)2AC2 + α(1− α)(AB2 + AC2 −BC2)
= αAB2 + (1− α)AC2 − α(1− α)BC2,

xto je ekvivalentno Stjuartovoj teoremi. �

Hamiltonova teorema: Neka je O centar opisanog kruga, a H ortocentar trougla ABC.
Tada je −−→

OH =
−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC. (8)

Dokaz: Postoji jedinstvena taqka H ′ za koju va�i
−−→
OH ′ =

−→
OA+

−−→
OB+

−−→
OC. Ukoliko doka�emo

da za ovu taqku va�i AH ′⊥BC i BH ′⊥AC, sledi�e da je H ′ = H, qime �e teorema biti
dokazana. Doka�imo da je AH ′⊥BC:

−−→
AH ′ ·

−−→
BC = (

−−→
OH ′ −

−→
OA) · (

−−→
OC −

−−→
OB)

= (
−−→
OB +

−−→
OC) · (

−−→
OC −

−−→
OB)

=
−−→
OC ·

−−→
OC −

−−→
OB ·

−−→
OB +

−−→
OB ·

−−→
OC −

−−→
OC ·

−−→
OB

= R2 −R2 = 0.

Analogno se dokazuje i BH ′⊥AC. �

Ojlerova prava: U proizvoǉnom trouglu ABC ortocentar H, te�ixte M i centar
opisanog kruga O su kolinearni, i taqka M deli du� HO u odnosu 2 : 1.

Dokaz: Oznaqimo sa A1 sredixte stranice BC. Tada je
−−→
OA1 = 1

2 (
−−→
OB +

−−→
OC) i

−−→
OM =

1
3

−→
OA + 2

3

−−→
OA1, pa je

−−→
OM = 1

3 (
−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC). Pore�eǌem sa Hamiltonovom teoremom

neposredno zakǉuqujemo da je
−−→
OM = 1

3

−−→
OH, odakle sledi tvr�eǌe teoreme. �
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Lajbnicova teorema: Neka je M te�ixte trougla ABC. Tada za svaku taqku P u ravni
trougla ABC va�i

PA2 + PB2 + PC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3PM2. (9)

Dokaz: Primetimo prvo da je

PA2 = (
−−→
MA−

−−→
MP ) · (

−−→
MA−

−−→
MP ) = MA2 + PM2 − 2

−−→
MA ·

−−→
MP. (10)

Zato je

PA2 + PB2 + PC2 = MA2 + MB2 + MC2 + 3PM2 − 2(
−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC) ·

−−→
MP

= MA2 + MB2 + MC2 + 3PM2,

jer je
−−→
MA +

−−→
MB +

−−→
MC = ~0. �

3. Vektorski i mexoviti proizvod
Vektorski proizvod je operacija koja svakom paru vektora ~a, ~b ∈ R3 pridru�uje vek-

tor ~a ×~b iz R3 qiji je intenzitet |~a| |~b| sin∠(~a,~b), pravac je normalan na ravan odre�enu
vektorima ~a i ~b, a smer je takav da je trojka (~a,~b,~a×~b) pozitivno orijentisana.

Intenzitet vektorskog proizvoda vektora ~a i ~b jednak je povrxini paralelograma
odre�enog vektorima ~a i ~b.

Vektorski proizvod ima slede�a svojstva:

(1) ~a×~b = −~b× ~a,

(2) (λ~a)×~b = λ(~a×~b),

(3) (~a +~b)× ~c = ~a× ~c +~b× ~c.

Nenula vektori ~a i ~b su kolinearni (paralelni) ako i samo ako je ~a ×~b = ~0. Drugim
reqima, va�i

Teorema: Taqke A, B, C pripadaju jednoj pravoj ako i samo ako je
−−→
AB ×

−→
AC = ~0. �

ǋutnova teorema: Neka je S centar upisanog kruga tangentnog qetvorougla ABCD i M
i N sredixta ǌegovih dijagonala. Taqke M , N , S su kolinearne.

Dokaz: Primetimo da za taqku M koja je sredixte dijagonale AC va�i S(ABM) = S(BCM)
i S(CDM) = S(DAM), te je S(ABM)+S(CDM) = S(BCM)+S(DAM). Analogno se dokazuje
da va�i S(ABN) + S(CDN) = S(BCN) + S(DAN). Primetimo tako�e da za centar S
upisanog kruga qetvorougla ABCD va�i (sa r je oznaqen polupreqnik upisanog kruga)

S(ABS) + S(CDS) =
1
2
rAB +

1
2
rCD

=
1
2
r(AB + CD)

=
1
2
r(BC + DA) (jer je qetvorougao ABCD tangentni)

= S(BCS) + S(DAS).

Za taqku X koja se nalazi u unutraxǌosti konveksnog qetvorougla ABCD, vektorski
proizvodi

−−→
AB ×

−−→
AX,

−−→
BC ×

−−→
BX,

−−→
CD ×

−−→
CX,

−−→
DA ×

−−→
DX su svi orijentisani u istom smeru,

pa iz
S(ABX) + S(CDX) = S(BCX) + S(DAX)

sledi −−→
AB ×

−−→
AX +

−−→
CD ×

−−→
CX =

−−→
BC ×

−−→
BX +

−−→
DA×

−−→
DX. (11)

Kako se taqke M , N , S sve nalaze u unutraxǌosti qetvorougla ABCD, zakǉuqujemo da
za X = M , N , S va�i jednaqina (11).
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Sre�ivaǌem jednaqine (11) dobijamo

−−→
AB ×

−−→
AX +

−−→
CD ×

−−→
CX −

−−→
BC ×

−−→
BX −

−−→
DA×

−−→
DX = ~0, (12)

−−→
AB ×

−−→
AX +

−−→
CD × (

−→
CA +

−−→
AX)−

−−→
BC × (

−−→
BA +

−−→
AX)−

−−→
DA× (

−−→
DA +

−−→
AX) = ~0, (13)

(
−−→
AB +

−−→
CD −

−−→
BC −

−−→
DA)×

−−→
AX +

−−→
CD ×

−→
CA−

−−→
BC ×

−−→
BA−

−−→
DA×

−−→
DA = ~0. (14)

Specijalno, za X = S jednaqina (14) postaje

(
−−→
AB +

−−→
CD −

−−→
BC −

−−→
DA)×

−→
AS +

−−→
CD ×

−→
CA−

−−→
BC ×

−−→
BA−

−−→
DA×

−−→
DA = ~0. (15)

Oduzimaǌem (15) od (14), dobijamo

(
−−→
AB +

−−→
CD −

−−→
BC −

−−→
DA)×

−−→
SX = ~0. (16)

Oznaqimo ~v =
−−→
AB +

−−→
CD−

−−→
BC−

−−→
DA. Ako je ~v 6= ~0, jednaqina (16) je ekvivalentna sa ~v ‖

−−→
SX.

Specijalno, za X = M i X = N dobijamo
−−→
SM ‖ ~v ‖

−−→
SN , odakle sledi da su tacke S, M , N

kolinearne. Primetimo da smo zapravo dokazali da je za ~v 6= ~0 jednaqina (11) jednaqina
prave. Ostaje jox da razmotrimo sluqaj ~v = ~0: Kako je ~v = 2(

−−→
AB +

−−→
CD) (zaxto?), iz ~v = ~0

sledi da je
−−→
AB =

−−→
DC, odnosno da je qetvorougao ABCD paralelogram. Ali tada se taqke

M i N poklapaju, pa je tvr�eǌe trivijalno ispuǌeno. Ovim je dokaz teoreme okonqan. �
Primedba: Primetimo da je dokaz teoreme bilo mogu�e zapisati i sa�etije: jednaqinu
(16) prepiximo, uz zamenu X = M , u obliku

−−→
MN ×

−−→
MS = ~0,

odakle neposredno sledi tvr�eǌe teoreme.
Mexoviti proizvod je operacija koja svakoj trojci vektora ~a, ~b, ~c u prostoru R3

pridru�uje skalar [~a,~b,~c] = (~a × ~b) · ~c. Mexoviti proizvod vektora ~a, ~b i ~c je zaprem-
ina paralelepipeda qije su ivice odre�ene vektorima ~a, ~b i ~c. Mexoviti proizvod ima
slede�a svojstva:

(1) [~a,~b,~c] = −[~b,~a,~c],

(2) [~a,~b,~c] = [~b,~c,~a] = [~c,~a,~b],

(3) [λ~a,~b,~c] = λ[~a,~b,~c],

(4) [~a +~b,~c, ~d] = [~a,~c, ~d] + [~b,~c, ~d].

4. Zadaci

1. Dokazati da se od te�ixnih du�i trougla mo�e sastaviti trougao.

2. Dat je trougao ABC. Neka su taqke A1 i B1 sredixta du�i BC i AC. Neka je
T = AA1 ∩BB1. Dokazati da taqka T deli du� AA1 u odnosu 2 : 1.

3. Dat je trougao ABC. Neka je taqka A1 sredixte du�i BC. Neka je X taqka na du�i
AC i Y = AA1 ∩BX. Dokazati da je AY/Y A1 = 2AX/XC.

4. Dat je paralelogram ABCD. Neka je X taqka na stranici AD takva da AX/XD = 1/n.
Neka je Y = AC ∩BX. Dokazati da je AY/Y C = 1/(n + 1).

5. Dat je paralelogram ABCD u kome su A1, B1, C1, D1 redom sredixta stranica BC,
CD, DA, AB. Neka prave DD1 i BB1 seku pravu AA1 u taqkama M i N . Dokazati
da je MN = 2

5AA1.

6. Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB ‖ DE. Neka su M , P , N i Q
redom sredixta stranica BC, CD, EF i FA, a K i L redom sredixta du�i MN i
PQ. Dokazati da se taqke K i L poklapaju ako i samo ako je AB = DE.
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7. Neka su M i N sredixta stranica BC i CD paralelograma ABCD. Prave AM i
AN seku dijagonalu BD u taqkama K i L. Dokazati da je DL = LK = KB.

8. U konveksnom qetvorouglu ABCD, M i N su sredixta stranica AD i BC, a E je
sredixte du�i MN . Dokazati da taqka E i sredixta dijagonala AC i BD pripadaju
jednoj pravoj.

9. Neka su A1, B1 i C1 taqke na stranicama BC, AC i AB trougla ABC. Dokazati
da se te�ixta trouglova ABC i A1B1C1 poklapaju ako i samo ako je

−−→
AC1/

−−→
C1B =

−−→
BA1/

−−→
A1C =

−−→
CB1/

−−→
B1A.

10. Neka je ABCD paralelogram, i S taqka u ǌegovoj unutraxǌosti. Neka E ∈ AB i
F ∈ AD tako da je AESF paralelogram. Neka je M presek DE i BF . Dokazati da
su C, S i M kolinearne.

11. Neka je ABCD trapez kod koga je AB ‖ CD i P taqka na produ�etku dijagonale AC
tako da je C izme�u A i P . Ako su X i Y sredixta osnovica AB i CD, a M i N
preseqne taqke pravih PX i PY sa du�ima BC i DA, redom, dokazati da je prava
MN paralelna osnovicama trapeza.

12. Prava deli trougao na dva dela istih obima i povrxina. Dokazati da centar up-
isanog kruga tog trougla le�i na toj pravoj.

13. Neka je ABCD tetivni qetvorougao, i Ha, Hb, Hc, Hd ortocentri trouglova BCD,
ACD, ABD, ABC, redom. Dokazati da se du�i AHa, BHb, CHc, DHd seku u jednoj
taqki.

14. Data su dva pravilna petougla, OABCD i OA1B1C1D1, sa jednim zajedniqkim temenom
O, koji ne le�e u istoj ravni. Dokazati da postoji ravan paralelna pravama AA1,
BB1, CC1, DD1.

15. (a) Neka su A, B, C i D proizvoǉne qetiri taqke u prostoru. Dokazati da je
−−→
AB ·

−−→
CD +

−−→
BC ·

−−→
AD +

−→
CA ·

−−→
BD = 0.

(b) Ako za tetraedar ABCD va�i da je AB⊥CD i AC⊥BD, dokazati da je tada i
BC⊥AD.

16. Dokazati da su dijagonale paralelograma normalne ako i samo ako su mu susedne
stranice jednake.

17. Pod sredǌim linijama qetvorougla ABCD podrazumevamo du�i MP i NQ, gde su
M , N , P , Q sredixta redom du�i AB, BC, CD, DA. Dokazati da:

(a) Ako su sredǌe linije qetvorougla podudarne, tada su dijagonale tog qetvor-
ougla normalne.

(b) Ako su sredǌe linije qetvorougla normalne, tada su dijagonale tog qetvorougla
podudarne.

18. (BMO1985.1) Neka je O centar kruga opisanog oko trougla ABC, D sredixte du�i
AB, i E te�ixte trougla ACD. Dokazati da je OE⊥CD ako i samo ako je AB = AC.

19. (a) Neka su P i Q sredixta dijagonala qetvorougla ABCD. Dokazati da je AB2 +
BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2 + 4PQ2.

(b) Date su taqke A, B, C, D. Dokazati da je AC2 + BD2 ≤ AB2 + BC2 + CD2 + DA2,
pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je ABCD paralelogram.

20. Dokazati da za proizvoǉan tetraedar ABCD va�i: AB2 + CD2 = AC2 + BD2 ako i
samo ako AD⊥BC.

21. Dat je pravougli paralelepiped ABCDA1B1C1D1. Dokazati da je ǌegova dijagonala
AC1 normalna na ravan A1BD ako i samo ako je taj paralelepiped kocka.
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22. Neka je ABCD konveksan qetvorougao takav da je AB⊥BC, AD⊥DC i AC⊥BD. Neka
su E i F taqke na stranicama BC i CD takve da je DE⊥AF . Dokazati da je AE⊥BF .

23. Kroz taqku O prolazi u ravni 1999 pravih p1, p2,. . . , p1999 me�u kojima nema upravnih.
Dokazati da mo�emo na svakoj od pravih pi izabrati po jednu taqku Ai 6= O, tako da
va�i A1A3⊥p2, A2A4⊥p3, A3A5⊥p4, . . . , A1997A1999⊥p1998, A1998A1⊥p1999, A1999A2⊥p1.

24. Dve prave u ravni, AB i XY , su normalne ako i samo ako je AX2−BX2 = AY 2−BY 2.
Dokazati.

25. Neka su naspramne stranice AD i BC qetvorougla ABCD jednake i neka su M i
N , redom, sredixta stranica AB i DC. Dokazati da prave AB i DC obrazuju sa
pravom MN jednake uglove.

26. (IMO1994.2) Neka je ABC jednakokraki trougao sa AB = AC. Neka je M sredixte
du�i BC i O taqka prave AM za koju je OB normalno na AB. Neka je Q proizvoǉna
taqka stranice BC razliqita od B i C, i E ∈ AB, F ∈ AC tako da su taqke E, Q,
F razliqite i kolinearne. Dokazati da je OQ normalno na EF ako i samo ako je
QE = QF .

27. Neka je ABCDE konveksni petougao i AB ‖ CE, BC ‖ AD, CD ‖ BE, DE ‖ AC.
Dokazati da je AE ‖ BD.

28. OABC je tetraedar u kome je OA = OB = OC. Neka je S centar lopte upisane u
taj tetraedar. Dokazati da je vektor

−→
OS kolinearan sa vektorom sin(∠BOC) ·

−→
OA +

sin(∠COA) ·
−−→
OB + sin(∠AOB) ·

−−→
OC.

29. Taqke D i E pripadaju stranicama AB i BC trougla ABC, redom. Date su taqke K
i M na du�i DE takve da je DK = KM = ME. Prave BK i BM seku AC u T i P ,
redom. Dokazati da je TP ≤ AC/3.

30. (IMO2001.predlog) Neka je ABC trougao qije je te�ixte taqka G. Odrediti taqku
P u ravni trougla ABC za koju je vrednost izraza AP · AG + BP · BG + CP · CG
minimalna, i izraziti ovu minimalnu vrednost preko du�ina stranica trougla
ABC.

31. Neka su ~a, ~b, ~c vektori takvi da je |~a| ≥ |~b +~c|, |~b| ≥ |~a +~c|, |~c| ≥ |~a +~b|. Dokazati da je
~a +~b + ~c = ~0.

32. Dati su vektori ~a, ~b, ~c. Dokazati da je

|~a|+ |~b|+ |~c|+ |~a +~b + ~c| ≥ |~a +~b|+ |~b + ~c|+ |~a + ~c|.
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