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YBon

T'eneparpuce cy mohan aJjsar 3a pemaBame MHOIMX IpobJsieMa, yrJaaBHOM OHUX KOMOWHA-
TOpHE NPUPOME, alu U He caMmo TakBux (mro he Gutu mpencrasmeHo y oBoM pamy). Ha osum
IpOCTOpUMa TeHepaTpuce HuUCy bam y ,,apceHayy’ MaTeMaTrudapa Koju ce OaBe OBOM IpoO-
JIEMATUKOM, 33 INTA je HeJMMUYHO KPUBA U UMWHHEHUIA [a CY OHE HAIlJIe IPUMEHY HEIITO KACHU-
je m HuCy ce pa3BHjaJie y3 TpaaunuoHaidHy koMOuHaTopumky. llusm oBor marypckor pana je ma
Ipe3eHTYyje caMO HEeKe TPUMeEHE TeHeEpaTPUCa, U TO OHE KOje Ce OCJIamajy Ha 3HAWbe KOje Ce MOKe
crehu y cpenmoj mroau. Hamam ce ma he oBaj pan yumHuUTH 6ap MaJO MOMYJAPHUJUM CaMe
reHepaTprCe U HBbUXOBY IPUMEHY MPBEHCTBEHO KOJ YUEHUKA KOJU C€ TAKMUYE Ha MaTeMaTUUKAM
TAKMUYEHUMA.

Ha nmouetky je maTt crporu ¢popMajHU OIPUCTYI IeHEPATPUCAMa, Tj. CTEIEHUM penoBUMa. Y
APYTUM OeJIOBMMAa KIbUIe HAYWH MUCAMKA je BUIIE OKPEHYT pemaBamy IpodjaeMa Hero (GopMaJi-
HOM TEOPUjCKOM NHMCany. Pa3smMarpeHu cy pelnaBame PEKyPEHTHUX jeIHAYWHA, OIPBOT, APYTOT
U BUIIET pena, 3aTUM METOJ ,,3MUjCKOT yJba“ KOJU je BPJIO MONlaH MeTOX y pelraBany MHOIUX
3aaTaka, a 3aTUM Cy Pa3MOTpPEHe HEKe Apyre HpUMEHEe I'e€HEePATPUCA U AaTU Cy 3alald Yuje
O6u pemaBame OMIIO MpaKTUYHO HeMoryhe Oe3 remeparpuca.

Ckyn npuponaux OpojeBa hemo o3zmauaBartu ca N, a ckyn HemeratuBHux neaux ca Ny, Cymm
uuje cy rpaurure 0 u +00 yecro hemo m30CcTaBm/ATH IPAHULE, Tj. ¥ CyMaMa Ca M30CTaABJHEHIM
rpaHnnaMa IoIpa3yMeBajy Ce OBe I'DAHUILE.



Teopujcku yBoOI

Y pany ca pa3HuM reHepaTopHuUM (YHKIZjaMa dyecTo ce Hamehe morpeba 3a pa3HuM
TpaHchopMaIjaMa 1 MaHUIyJanrjaMa Koje He OMCMO CMeIr na M3BPIIUMO aKO OMCMO reHepa-
TpUCe MOCMATPAIU Kao aHaautuuke pyuknuje. la 6u cmo cebu manu mro Behe moryhnocTu 3a
MaHUIyJTalyjy TeHepaTpucaMa, yBOIUMO UX Kao ajrebapcke objekTe, ummMe ce 6aBu @opmanna
meopuja cmenenux pedosa.

JEeHUIIMIA 1. PopMmaHU cTEmeHU pen je u3pa3 00JInKa
oo
ap+ a1z + asa® + ... = Zaix’.
i=0

Hus 6pojesa {a;}3° 30BeMO HM30M KoepuUIMjeHATA.

Hanomena: Kopuctuhemo oBne m apyre mspase: pel, TeHepaTPUCA...

Ha npumep, penx
Alx) =14z + 2222 +3%2% + ... +n"z" + ...
KOHBeprupa camo 3a & = 0 (y aHAIUTUYKOM OBJMKY) HOK je, y (POPMAJHO] Teopuju TO no0po

ne¢uHEICAH (OPMAJHU CTEIEHN PeX TeHepUcaH HU30M Koedurujenara {a;}5°, a; = i'.

Hanomena: Huzose u uinanoBe Huza hiemo Hajuemhe o3mauaBaru manuMm ciaosuma (a, b, as ...),
nok hemo cremene penoBe T€HEPUCAHUM THUM HU30BUMa ODOeeKaBATH, aKO HUje Apyraurje Ha-

raameno, oaropapajyhum seaurum caosuma (A, B, ...).
o0 oo

JIE®MHUIIMIA 2. 3a nBa pema A = Zaix’ u B = Zbixl KayKEMO na Cy jeaHaKa aKKO Cy UM
i=0 i=0

HU30BU KOe(UIjeHaTa jeAHAKHU, Tj. a; = b; 3a cBako i € Ny.

Hanomena: Koedpuumjenr y3 unan z" y crenenom peny F hemo oGenesxkasaru ca [z"]F.

Moskemo ma medguHUIIEMO U 30UpD ¥ PA3JIMKY PENOBA Y CMUCIY
Z anx” £ Z bpx™ = Z(an +by,)z"
n n n

IOK ce IPOM3BOI ne(UHUIIE Ca
g anpT” g bpx™ = g cpx', Cp = E a;iby—;
n n n i

Taxobe ymecto F - F mmmemo F?, um yommre F"T! = F . F". BumuMmo na je HeyTpajaH
eneMeHT 3a cabupame 0, a 3a MHOxKEme 1. Y CKIamy ca TUM MOXeEMO aepumHucaTty ciexehu
mojam:

HNEMHUIUIA 3. Popmasnu crenenu pexn G je penmmpodan pOpMATIHOM CTemeHOM pexy F' ako
Baku F'G =1.

Tleneparpucy pennnpouny reseparpucu F yecto fiemo obenexasatu ca 1/F. 360r koMmyTa-
TUBHOCTU MHOKeEHma reeparpuca je FG = 1 ekBuBasiento ca GF =1 na cy F u G mehycobHO
pemunpounu. Ilo npasuiy npoussoza je (1—xz)(14+z+22+...)=1+> 0 (1-1-1-1)z' =1,
macy (1—2)u (1+x+22+...) mehycobro pemunpounn.



Teopema 1. $opmaauu crenenu pen F = Zana:" UMa PEIUNpOYHU (OPMAJIHU CTEIEHU PeJ

n
arko ag # 0. Ilpu Tome je Taj penunpounu pen jeauHcTBeHO onpebhen.

Ioxas: Heka F' nma permnpouan pen 1/F = anm". Tana je F - (1/F) =1 na je mo npasuiy

npousBona 1 = apby, ma je ag # 0. Takobe 3a n > 1 numamo 0 = Zakbn k OIAKJe je
k

1
b, = _;0 Xk:akbn—k

OBuM Cy €BU KOE()UIMjEHTH PENUNPOYHOr pela jeAHO3HAaYHO oxpelenn.
Ca mpyre ctpane, ako je ag # 0 Tamga MOKEMO U3 OPETXOMHUX BE3a jeTHO3HAUYHO OAPEAUTHU
cBe koepunujerte b;, mro jeauosznauno oxpebhyje peuunpouan pen 1/F.

W3 nperxonHOr ce MOKe 3aK/bYUNATU Oa CKYI (OPMAJIHUX CTEIEHUX penoBa 3ajelHO ca ap-
UTMETUYKVM OIlepIijaMa Koje CMO Ne(PUHUCAJIM Ha OBAaj HAYUMH YMHU IPCTEH Yy KOjUMa Cy WH-
BepTUOUIHN €JIEMEHTV OHU PEIOBU KOjU MMajy CIOOOIAH UWIAH Pa3JIUYUT 011 ()

Axo je F = anx” nox osznakoM F(G(x)) hemo mompasymesatu F(G ang

n
Tarxobe, oBy oszmaky hemo kopuctuTy camo ako je F momuuom (Tj. mMa camMo KOHAYaH OPO-
jHEHYJITUX KoepunmjeHara) WM ako je caoboman unan pema G jemmar 0. Y cayuajy ma je
caoboman unan pena G jemnak 0, a F' Huje moiamHOM, HE MO:KEMO na ogpemumo onpebenu unan
pena F(G(x)) y KOHAUHO MHOTO KODAKA.

HEenHUUUIA 4. 3a ¢gopmannu cremenu pen G kaxkeMmo (aKO IOCTOjU) Oa je MHBEP3aH (uWiu
uHBep3) popmanaHOM creneHoM peny F' axo Baxu F(G(z)) = G(F(z)) = «.

W oBme takobe Basknm cumerpuunocT, ako je G uaBep3 F, tana je u F unBep3 G, na cy oHu
MeDhycoOHO MHBEP3HU.

Teopema 2. Heka cy F u G mebycobmo mmBepsnm pemosu. Tama je F = fix + fox? + ... m
G=gqiz+gr?+...u frg1 #0.

Iloka3: Ila 6u yommre 6unn nedpurucana xomnosunuja F u G mopajy ciaobomHM YIaHOBU Oa
6yny 0. ame, uera je F = fo"+...u G =gx°+.... Hara je F(G(z)) =z = frgla"™ +..., na
jers=1lur=s=1.

JESVHUINIA 5. V3Box (upBor pena) popMasHOr cTeneHor pena F = Z fnx" je F' = Z nfpx"”
n n

UsBox pena n > 1 ce mepunume pexypsusuo xao F D = (F(M)Y
Teopema 3. Baike caemehe ocobune uzBoma:
o (F+ G)(n) = L g
o (FG)™ = S (?)F(i)G(n—i)
Jlokas ce cupoBOIM HajjeIHOCTAHUjUM MATEMATHUUYKAM AIapaToOM U NPENYUITEH j€ UMTAOLY.

JEeHUINIA 6. Osnara A% {a,}3° 3Haum na je A oOu4HM CTeneHW peJ KOjU MeHepUIIe HU3

{an}e°, Tj. ma je A= Zanm".
n

Hera je AT {an}5°. Tana je

1 A(z) —a
Zanﬂx"zgzanx”:i()x >
n

n>0

}OO oSsT

OOHOCHO {41 . Canuno je

A*CLO
T
(A—ap)/r—a1 A—ap—ax

}OC oSsT 5

T T

{an+2



Teopema 4. Axo je {a,}3° % A rana je 3a h >0

A—ao —ax— ... —ap_qz 1

oo o8sTr

Ap+h
{onsn 3 —
Hoxka3: Nunykuujom mo h. 3a h =1 je rBpheme TayHo, Kao MTO je MOKa3aHO panuje. VHIYEK-
TUBHU KOpak Ou ce morao cupoBectu Ha cienehin naunn. Hera tBpheme Baskun 3a mexo h. Tana

je

A—ag—a1x— ... —ap_1z" 1 a .
—aj ~an — -
{amen e} 2 {aguan 115 % it tor Azt on
— — T — xh—‘rl
YuMe CMO CIIPOBENU U MHAYKTUBHU KOPAK.
Beh snamo ga je {(n+1)an4+1}5° 9% A’ lnm vam je ma mobujemo uu3 {na,}y°. To je ynpaso
mu3 zA’. 3ato yBommmo oneparop xD ma crenehwn mauwn:
dA

JESUHUIINIA 7. 3amuc xDA je apyru samuc xA’ omaocHO x5
Cuenehe mBe Teopeme cy TpuBMjaJiHE MOCIEIUIE OCOOMHA M3BOJA:
Teopema 5. Heka je {a,} %" A. Tana je {n*a,} %" (xD)FA

Teopema 6. Hera je {a,}5° %" A u P nomuuom. Tana je

P(zD)A%CT {P(n)an}°

Pa3M0TpMM0 mTa IpEeACcTaB/ba FeHepaTpuca 1 . OBO ce Ha OpYru HAUWH MOYKE 3AMUCATHI

Kao A . Kako cmo Beh mokasanu, perumnpouan peIL peny 1 —x je 1+« + a2+, ., TaKO na ce
HpaBI/I.T[OM npousBoaa noduja % =(ap+az+ax?+..)1+z+22+...)=ao+ (ao +ay)x+
(ag + a + az)x? + .. ..

Teopema 7. Axo je {a,}i° %% A Tana je

n
oSsTr
12 < Zaj
j=0

n>=0
Cana hemo yBectu HOBY BpCTy (Mam camMo OGJMK) TeHEPATODHUX (yHUIU]ja.

JEeunuiia 8. Kaskemo na je A ekcmoHeHmmjasHa reHepatopHa ¢ykmuja (u taxobe pen,
CTemeHu pen, ...) Hu3a {a,}§° akko je A obuuma remeparpuca Hm3a {4 }5°, 0aHOCHO

A= Z“"”

Axo je B ekcnonennujanna remeparpuca Huza {b,}5° tana mumemo u {b,}5° "

Axo je B {b,}3°, unrepecyje Hac mra je B’. Jlako ce Bumu ma je

B i nb,x™ ! B i bz 1 B i bp1x™
_n:1 n! _n:1 (n—l)!_n:0 n!

na je B' % {bnt1}6°-
Teopema 8. Axo je {b,}5° % B Tana je 3a h >0
{buinty = BW

TaHolje BaKU €KBUBAJIEHTHaA TE€OpeMa U 3a eHCHOHeHHHj aJIHE TreHepaTpuce.



Teopema 9. Hexka je {b,}5° % B u P nomurom. Tana je

P(xD)B 2 {P(n)bn}s”

Excnonenujaine remeparpuce Ccy OUTHE y KOMOWMHATOPHUM WMIEHTUTETUMA YIPABO 360T
caeneher cBojcTBa.

Teopema 10. Hexra je {a,}5° < A u {b,}5° < B. Tana reaeparpuca AB resepuine Hu3

> «—
[ee]
n
> <k> apbn—k
k n=0
JIloxa3: Mmamo ma je
a; T bjiL‘ aibj it+j n aibj
AB = il > i =2 T =2 X (o
i=0 j=0 1,520 n i+j=n

OMTHOCHO

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.

OBuM cMmO JepurHuCAIN HEKe OCHOBHE IIOjMOBE Teopuje (pyHKnuja remeparpuca. Here Outne
ocoOuWHE Ka0 M HOBU MOjMOBU Ne KAaCHUje OUTU OMUCAHU.
WNarko cmo nmedpumHucanu ¢opMmasiHe CTEIEHE PEenoBe Kao KCKBYUMBO ajarebapcke objexre,
wehemo ce ompehm HUM BUXOBUX AaHAJUTUYKUX OCOOMHA. Y Ty CBPXy NeMO KOPUCTUTU IO-
6po nosmatu Tejaepoe (Taylor) paseoj dpymknuja y cremenme pemose. Tako hemo, ma mpumep,
GyHEIUjy ¥ TperupaTu Kao GOPMAJHU Pel KOjU je MoOujeH pa3BojeM (GyHKUUje Y CTEIEHU PEeN,
oo .’L‘n

omHOCHO €¥ heMo MAeHTUPUKOBATU Ca PEIOM Z o Kopuctuhemo n o6puytu cmep. OBme je
n=0

[aT pa3BOj HEKUX HAjOUTHUjUX (YHKIMja y CTEIEHEe penoBe.

1 n
TR

n=0
1 "
1 =y =
. 1—x ; n
"
Tz _— -
€= Z n!
n=0
I2n+1
sing =y (1)
7122;) 2n+1)!
372”
oo = (0
n=0




$2"+1

arctgxr = Z(—l)”

"50 2n +1
1 1 2n
—(1-v1—-4x) = "
2;10( @) zn:n—i—1<n>ﬂrj

2 ()

(=4)"Ban o,
retgx = Z Wm '
n=>0

221 (221 _ 1)B,

_ n—1 n _2n—1

tgx = E (=1 (Z—n)'x
n>1

sinx

L
\/11_ﬁ <1 - W)k _ zn: <2n;k>xn
(1—M>kzwn+k—mxn

2z nl(n+k)!

n=0

(2n — 1)zl
m

M

arcsinx =
n=0

2% gin X
e*sinz = E E—L

n!
n>1
1 H,~1 ,
il D
n>2
S ST
= 167/2(2n)!(2n + 1)

arcsin z \ 2 B i Lx%
T = (R 1D)2k+1)!

n
1
Hanomena: Osne je H,, = E -, a By, je n-tu Bepuynujes (Bernoulli) 6poj.
i
i=1



PekypenTHe jemmauwune

3a mouerak MOKYIIajMO 12 PElIMMO HajjeqHOCTABHU]Y PEKYPEHTHY jeTHAUUHY.

IIpumep 1. Heka je EU3 a, 3amaT ca ag = 0 u ap41 = 2a, +1 3a n > 0. Moxxemo na
BUOVMO JA je IPBUX HEKOoJMKOo wianosa 0, 1, 3, 7, 15, ... ma HaM ce 4YMHU Kao Oa OU pememe
MorJio 6utu a, = 2" —1. OBO ce MOKe JAKO HOKA3aTU MHIYKIUjOM, aju MU NeMo oBaj mpobiiem
pemuTy reHepaTOPHUM (DYHKIMjaMa.

Hexa je A(x) remeparpuca HU3A a,, Tj. HEKA je A(x) = Z a,z". Ako obe cTpaHe peKypeHTHe
n

Be3e MOMHOKMMO ca ™ u cBe cabepemo, mobujamo na je

Za7l+1xn _ A(I) — Qg _ A(ZIJ) _ 2A(I) T 1 _ Z(2an + 1)1_71

T T 1—=x
n

Oumnarie je gako
x
-0 2)
Anu kako cama ma mobujeMo eKCIIUIMTHY popMyiay 3a unanoBe Hu3a? Camo nudepeHumpame
He OU MILIO JIAKO, T€ CTOTa MOMKEMO [a MOKymaMo na pactasuMo A(z) Ha 36up nBe reHeparpuce:

A(z) =

i 2 1 2 2 9
MM:x(12m_M> =Qr+2%*+.. ) —(z+2%+...).

o0
Cana je ouurnemuo A(zx) = 2(2" — 1)2™, ma je pememe PEKYDEHTHE jeNHAUUHE 3AUCTA (, =

n=0

2" — 1.
IIpumep 2. Mauso texa je, perumo, ciaeneha peKkypeHTHA jeTHAYNHA:

Gpt1 = 2an, +n, (n>=0)

uag = 1. Hexa je {an}§ % A. Tana je {ant1}§° % 41, Umamo tarobe na je D2 % {n-1}.

; 1.1z
ITomTo je a:Dl_a: =T g7 = {Gog7 TO C€ PEKyDEeHTHa Be3a mpeTsapa y

A-1 x
— =244+ ———.
x +(1—x)2

Oumnarie je mako
1— 2z + 222

(1— 2)2(1 — 22)

OBuMe CMO MU pEmuIu TeHeparpucy, Tj. ’pemuau”’ MO djaHoBe Hu3a. AKo Oucmo Tpebaau
a DOKasKeMO Ha je OBaj HU3 jeIHAK HEKOM IPYTOM, MOBOJAHO OM OUMIIO Oma MOKaKEMO Oa CY
regeparpuce jemHake. Mebhyrtum, mu Tpebamo ma mabhemMo ugaHoBe eKCIIUIUTHO. llokymajmMo
Ia OIeT MpeacTaBuMo A y BULY

A:

1— 2z + 222 B P n Q n R
1-z)2(1-22) (1-2)2 1-2 1-22°

Moskemo ma momuOEUMO 06e crpane ca (1 — x)%(1 — 2x) umme 6ucmo moGwIM

1—22+422% = P(1 —22) + Q(1 — 2)(1 — 2z) + R(1 — 2)?,



OTHOCHO
1—2z+422% =2%(2Q + R) + 2(—2P — 3Q — 2R) + (P + Q + R),

omakye ce nobuja P=—-1, Q=0u R=2.

Morsu cmo u nakme ga gobujemo P, Q u R. Axo momuO®EMMO 06e cTpane ca (1—x)? u craBumo
z = 1 mobujamo ma je P = —1. Takobe, ako momuO%uMO cBe ca 1 — 2T U yBpPCTUMO T = %
nobujamo na je R =2. Tarkobe, ako yBpctumo P u R u craBumo x = 0 mobujamo ) = 0.

Ilakse, umaMo na je
g L2
S (1-2)2 1-2

. 1 1 .
osr [2n+1Y g Kako je 5 =D %" In + 1}, 1o je a, = 2"t —n — 1.
(1—2x) 1—x
Y mperxonmHa IBa IpHUMEpa CMO MMAJIM Oa UIaH HU32 3aBUCH CAMO OJ IPETXONHOT UJAHA.
IemepaTpuce MOKEMO [a MCKOPUCTHMO M 33 pellaBame MIPEePeHIHUX jeJHAUMHA UYUjU Cy pPe-
nosu Behu onm 1.

n .
OmTO je T— 9%

ITpumep 3.  IoGpo je nosuar npumep Pubonavujesoz (Fibonacci) auza, 3anaror ca Fy = 0,
Fir=1uszanx1, Fp.1 =F,+ F,_1. Hekra je F reneparpuca musa {F,}. Ao moMHO:KMMO 06e
crpane ca " u cabepemo, ca sese crpane umamo {Fy 1} 27 F;‘"”, a ca mecue F + xF. Onparne

nodujamMo na je

x
o —
1—2—22

Tpeba jom ma pasBujemMo OBaj M3pa3 y CTEmeHUu pen. sReamMo na m3pas npeacTaBuMO Kao 30up
omrosapajyhux pasmaomara. Heka je

2 —24+1=(1-azx)(l-Bx)

Tanma je a = (1+5)/2, 6=(1—-+5)/2u a—3=+/5. Hamne je

T x 1 1 1 1 o~ non NS gnon
1_x_x2:(1—m)(1—xﬁ):a—ﬁ<1—m_1—xﬁ):\/5{;)a ' _;ﬂx }

JenmnocTaBHO ce mobuja

1 n n
Fn:%(a -p")

Tarkobe omaBme ommax MoOskeMO nqa mobujeMoO u anporcuMarwBHy ¢opmyray 3a F,. Ilomro je
|8l <1 1o je lim 8" =0 u onariue je
n—oo

1 (1+v5)\

Canma pa3sMoTpuUMO ciaydvaj KajJa MMaMoO HU3 IBe HpoMeHsmuBe. VU TakBe mpobGiiemMe MOMKEMO
pemuTu reHepaTrprcaMa.

IIpumep 4. Pemumo na skenmumo ma Habhemo 6poj k-eI€MEHTHUX MOICKYIOBA N-€JIeMEHTHOT
CKymna. 3HAMO Oa je pe3yiaraT (Z), ajay KEeJIUMO na Taj pe3yarar mnobumjemo momohy remepa-
tpuca. Hera je tpaskenu 6poj c(n, k). Moskemo Bumetn na je 6poj k-e€eMEHTHUX MOACKYTIOBA
jemaak Opojy k—1-esleMeHTHUX MOACKYIIOBA YKOJIWUKO Ha HUX ~ nonaMo” HEKU GUKCHUPAH €JIeMEHT
koju muje Mehy muma (a TakBux moackymosa ouxa uMma c(n — 1,k — 1) u 6pojy k-enemeHTHUX
HOACKYIIOBA O ImpeocTaiux n— 1 exemenara (y TOM ciaydajy Taj QUKCUPAH €JIEMEHT HE HPUIIAIa
noxackynosuma). Onarie ce mobuja

cnyk)y=c(n—1,k)+c(n—1,k—1)



Taxobe je u ¢(n,0) = 1. Cana medurumwumo remeparpucy Husza c(n,k) 3a HEKO QUKCHPAHO M.
Hexka je marme

Co(z) = c(n, k)a*
k

k

Ako cama pekypeHTHy Be3y MOMHOXKUMO ca x* u cabepemo 3a cse k > 1, mobujamo

Cp(z) —1=(Cph_1(z) = 1)+ 2Cp_1(x)
3a n > 0 u takobe Cy(x) = 1. Omarne ce mobuja, 3a n > 1
Cu(z) = (1+2)Cp1(2)

Cana je wonauno Cp(z) = (1 + z)". Ilakue, c(n, k) je xoepurmjent y3 =¥ y passojy (1 + z),
a TO je ympaso (Z) Moskna HEKO MOMUCIM Ia CMO BapaJii U MCKOPUCTUIU T'OTOB PE3yJITAT 3a
OUHOMHE KOe(UIMjeHTe KOjU je noOujeH pennMo OOMYHUM KOMOUHATOPHUM METOAOM. AU ucTu
pe3yarar ce mMo:ke mobutu m paszBojeMm y TejrmepoB pem, ma ce W HA Taj HAYMM MOKE HOOUTH

c(n, k) = (Z)
MoskeMo pemuMo na HanmpasBuMmo u rereparpucy auza Cy(z):

n_ n no__ n,n __ 1
;Cn(x)y _;%:<k)xky _Z(1+x) Y T1-y(l+a)

n

Taxo nvamo 1na je (}) = [#¥y"](1—y(1+2z))~!. Momemo cana na u3padyHamo u 361p Z <Z> y".

n

k T\ pkam — [k 1 _
[w]z;(k)xy ~ M

Jlagae nMaMO MIOCHTUTETE

S -anr SO

k

Hanomena: 3a n <k je (Z) =0.

IIpumep 5. [Tokymajmo ma pemmMo ciaenely peKypeHTHY jeTHAUNHY:
an+3 = 6ap42 —1lap41 +6a, n=0

ca MOYETHUM YCJIOBUMA ag = 2, a3 = 0, ag = —2.
Axo je A remeparpuca oarosapajyher Huza, 0BO MOkeMO 3amucaTi y ob6JIUKY:
A—2—-0-2—(-2)z? A-2-0-2 A-2

=6 — 11 6A
x3 x? x To4

OmaKJe ce JaKko moouja

2022 — 12 + 2 2022 — 122 + 2

A= = .
1—6x+ 1122 — 622 (1 —x)(1 —22)(1 — 3x)

10



sKenumo na mabemo peanne koedpumujente B, C' u D taro na Baxku

2022 — 122 + 2 B C D

I—o(-20(1-32) 1-2 1-2¢ 1-3z

Mosxemo npumenntu Beli mosnatu tpuk: ITomHO:EMMO 0Ge cTpase ca (1 — z) n craBumo x = 1

nobujamo B = % = 5. ITomuoxumMo cBe ca (1 —2z) u craBumo = = 1/2. Tako moGujamo
na je C = 252 — 4 Axo cama yBpctumo Bpemmoctu 3a B u C u crasumo x = 0 mo6ujamo

B+C+D= 24L omarie je D = 1. Camza KOHAYHO MMaMO

5 4 1 >
_ — _4.27?, n n
-z 1-22 1-32 2(5 +3")a

A:

omaxne je a, =5 —2"t2 4 37,

Mo:ke ce mecuTu ma HE MOYKEMO TAKO jeIHOCTABHO na MOOUWjeMO EKCILIMIIUTAH M3pa3 3a
YJaHOBE HU3a, Kao y ciaemeheMm mpumepy.

ITpumep 6. Hexka je uu3 3amat ca ag =0, a1 =2 u 3a n < 0 peKypeHTHO
Up42 = _4an+1 — 8an,

Heka je A ¢pyurumja reameparpuce Huza. Tana peKypeHTHY Be3y MOMKEMO 3alUCATH Y OOJIUKY

A-0-20  A-0_

8A

22 x
OJaKJe je
2z
A= 0
1+4x 4+ 8z

sKenenmun 6ucmo ma oBaj m3pas omer pacraBuMy O OOJMKY 30upa OBa jeTHCTABHUja, 3a KOje
3HAMO reHepaTopHe ¢yHEmAje. MebhyTu, Koperu r| = —2+2i u ry = —2 — 2ijeqnaunne 2 + 4z +8
CYy KOMILJIEKCHUA. AJiM TO HAC HE CIpevYaBa Oa U JaJbe IMOCTYyNaMO Ha WCTU HAUWH KAaO U PAHU]e.
Tpeba na wabemo B u C Tako na je

2z B L C
1442 +822 1—raz  1—rex’
[Mpumewyjyhu Beh mayuen Tpur Mmoxkemo na mobujemo na je B = %Z uC = %

Jla MU CTe MasKJBUBO YUTAIU? 3allTO CMO IIOCMATPAId KOpeHe moiauHoMa 2 + 4z + 8 xana
je umenmnan y remeparpucu A 3ampaso 8x2 + 4x + 1?! Ila axo GucMo mocMaTpaar KOpPEHE

TOJMHOMA KOjU je 3aucTa Yy MMEHMOIy NoOmMIn OMCMO pa3yioOMKe OOJUKA TlB_m

mTo OMCMO MaJjo

Teske PA3BUIIM Yy pel. AJu 3aTo MOXKEMO Ja MMEHWJIAIl Hamumemo y obmury x2(8 + 4% + ) m

z2
OBO ITOCMATPAaMO KaoO MOJUHOM IO %! Tazna je uMeHmIal 2 (% — 7"1) . (% — rg) .

MoskeMo ma HacTaBUMO ca pemaBameM Hamer 3anaTtka. lobumm cmo

e —i/2 i/2 |
I—(—2+2i)z  1—(—2-2i)z
Onasme je . .
A= %Z ;(—2 +2i)"a" + ;;(—2 — 2i)"a",
omaKie je ’ ’
= %’(—2 +20)" + %(—2 — 2i)n.
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Asu unmaHOBU HU3a Cy peaJyiHu, a He KOMIUIeKcHU Opojesu! MoskeMo Maio ma cpeamMo m3pas 3a

ay. IlomTo je
+3mi

—2492i=2V2" 3

7

TO je cana

T n 3nm .. 3nm 3nmt . . 3nm
ap = 5(2\[2) ((COb —, ~isin T) — (CObT + isin 4)) ,

na je a, = (2v/2)"sin 3% Jlpyraumje HAIMCAHO, OBO je

0, n=28k
2v2)", n=8k+6
)", n=8k+2
)", n=8k+1ummn=_8k+3
2\/5)”, n=8k+5bumn=8k+7

Ay =

Ilpumep 7. Cana hemo pemury jemHy CiIOKEHUjy DEKyPEHTHY jeOHAUNHY 3a0aTy Ca
o =x1 =0, Tpyo —62py1 +92, =2"4+n 3an>=0.
Heka je X(t) remeparpuca namer Hu3a. Ako cMo Beli HOBOLHO caBiamanuM paj ca pPasHUM
reEepaTprcaMa oaMaX NeMo YOUUTU 1a BasKU
X X 1 t

2 62 fox— .
p O P E Tt ooy

Cpebyjyhu oBaj m3pas mobujamo na je

12— 3 — ¢t

X@%:ﬂ_@%1—%x1—&ﬁ’

omakje mobujamMo ma je

X(t) = 1 L 1 5 L 5
41 -2)2  1-22 3(1-3z) 12(1 —32)%
1 5 1)3n+t
IIpBoMm cabupky omroBap HU3 1_ , apyrom 2", tpehem 5 - 3", a mocimemmenm %,

IITO CBE YKYIIHO Jaje
272 4+ 14 5(n—3)3"7!
B 4

Tn

ITpumep 8. Ilepmunmumo mus Ha ciaexehm mauwmu: Hexka je fi = 1, fop, = fr 1 fopt1 =
fn + fn+1. Bummvo ma je Hu3 mobpo nmedunHucaH, jep je cBaku wiaH ogpeheH mpeko HeKux
IPEeTXOMHNX, X TO Ha jenuHCTBeH HauwmH. Hera je QyHKIMja reHeparpuce 3amaTta ca

F(z) =Y faa" .
n>1

2n—1

I[TomuOKMMO TPBY Be3y ca x a mpyry ca z2". Kazna caBepeMo CBe jeIHAKOCTH KOje MMAaMO

nooujamMo

fl + Zf2nx2n_1 + Z f2n+1x2n =1+ Z fn$2n_1 + Z fnxQn + an+1x2n

n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
OOHOCHO
n—1 2n—1 2n 2n
E fnx =1+ E fnx + E fnx" + E fnr1x
n>1 n>1 n>1 n=1

12



3aHUMILUBO je ma 0BO ympaBo 3Haum Aa Baxku F(z) = 22F(2?) + 2 F(2?) + F(2?) Tj.
F(z)=(1+x+2*)F(z?)

Y crBapu BasKU
F(z) = H (1 + 22 —i—inH) .
i=0

Moske ce mokazaTu Ja OBAKO Me(PUHUCAH HU3 WMa 3aHUMJLUBO CBOjCTBO. 3a CBakud Opoj n
cupoBenumo ciaenehwu mocrynak: IIpencraBumo 6poj n y OGUHAPDHOM CHUCTEMY, ONOAIMMO 330U
"6noK” Hysna (aKo MX MMa Ha Kpajy YOIIITE), a ocTaje nudpe mOoNeauMO Ha MITO Mame ~ BIO0KO-
Ba” y3aCTONHUX IM(papa TaKO Oa CBAKKM OJOK Cagp:ku caMo jemHake muppe. Aro cy 3a gsa
Opoja m U n CKymoBu OJIOKOBa jeoHAKU, OHIAA BaKU [, = fn. Hup. Oumapau 3amuc 6poja 22
y 6unapuom cucrtemy je 10110 ma je ckynm omrosapajyhwmx 6morosa {1,0,11}, mnok je 6poj 13
samcan kao 1101 u mma mctm cryn Guokosa {11,0,1}, ma Baskn f(22) = f(13). IIposepowm ce
rakobhe mobuja f(22) = f(13) = 5.

W3 nocnenme popmyse ce MOxke 3arkpyduTu Oa je f, y crBapum Opoj mpeacraBipama Opoja
n Kao 30up mOTeHmUja MBOjKE KOju ce Hasase y maposuma {1,2}, {2,4}, {4,8},... rako na msa
6poja HUCY MUCTOBPEMEHO y3eTa M3 MUCTOT mapa.
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Metoa 3MujCcKOT yiba

MeTon 3MujCKOr yiba je BPJIO KOPUCHA AJaTKA ¥y padyHamy Pa3HUX, YeCTO IIIOMA3HUX, KOM-
OMHATOPHUX CyMa, KA0 U y NOKA3UBamy KOMOMHATOPHUX maeHTuTeTa. CaMo nMe MOKOa Oeiyje
Uy IHO, aJU jeHO OOjallbeme 3a TAKO Uy AHO MME MOsKe OUTH TO Ha je METOX HACTAO y AMEpUIu
e ce 3MUjCKO yJbe CMATpa YHUBEP3AJIHUM JEKOM aMEPUYKUX VHINjAHANA.

C 0063upoM ma MeTOXI 3MUjCKOT yJba CIY:KU 38 PAUyHame PA3HUX CyMa, jJAaCHO je a OH Huje
VHUBEP3aJIaH U Ja je MaJio BepOBAaTHO ma uctu u nocroju. MebhyrtuMm, Benuka kixaca mpobiema
ce MOKe PEMUTU TUM METOAOM, OZHOCHO IMOCTYIKOM KOjU je OBAe HE(hOPMAJHO U3JIOKEH.

Heka je morpebuo uzpauymaru cymy S. IIpBo je morpebHO mMuoeHTUGUKOBATU CIOGOMHY
OPOMEHJBUBY OX Koje 3aBucu cyMa S. Heka je To penumo n u mera S uma Bpemguoct f(n). 3a-
tuMm Tpeba popmuparu F(z), dpyuxuujy remeparpuce uusza f(n). IHomuoxkumo cymy S ca 2" u
CyMHUpPajMo 1o n. Y OBOM TPEHYTKy uMaMo (6ap) AyImly CyMy, CHOJbAIIEY II0 1L M YHYTDALIBY
mo S. 3aTtuMm ce OOMYHO 3aMEHU PENOCJe]] CyMUpama U OAPEAN Ce BPEAHOCT YHYTpPAIIlhe CyMe
mo n. Tume mobumjamo onpebene roedunujerte y GpyHKIMjU TeHEepaTPUCE, KOjU Yy CTBAPU HIPE-
CTaBJbaAjy BPEOHOCT cyMe S y 3aBUCHOCTU O N.

Y pemaBamy OBAKBOI TUNA 33JATAKA IOCTOje HEKE KAPAKTEPUCTUUHE CyMe€ KOje Ce UeCTO
mojasipyjy. OBme hemo maTtw mperien HeKUX cyMma Koje ce yemhe KOPUCTE.

. m\ ,
On paHnje je mO3HAT MAEHTUTET 34 g z":
n
n

Lo =3 (7:)9;

n

) n
Hekan je morpebHO 1 Z <k> 2™ mro Beh mumamo y Tabauiu remeparpuca:

n

=2 ()

n

Takxobe, uecro ce jaBmajy U ciauvyHe cyMe y KOjuMa Cy caMoO IapHu (OAHOCHO HeIapHe)

vanekcu. Perumo, umamo za je (1 + z)™ = Z <m)x"7 na jeu (1 —x)™ = Z (m) (—x)™.
n n

n n
CabupameM, OIHOCHO OIy3UMameM, Ho0uja ce

> (oo = Wt 00

2 (27;1 1) gt = (07— Q20

Canuno ce mobujajy u ciaenehu kopucHu umgeHTUTETH:

S () =5 (gt o)

n

) =5 (e e

n

OMHOCHO

Kao n

YecTo je KOpUCTAH U UACHTUTET

3 1 <2n>$n Ly viTE),

n+1\n :%

n

14



IIpumep 1. 3a mouerar npobajMo mHa M3padyyHaMO KOJIUKO je
(5
n—=k/)
k

Heka je n cnobomma mpoMeHbUBA U O3HAUKUMO OBY CYMY Ca

mro he matm

T
r—22) 1-—x—22

F(m):Zxk(l—l—x)k:Z(x—FxQ)k: =
e

k

Axo ce mpucermmo, 0BO je Bpio camuHO reHeparpucu Pubonaumjesor HU3a, y cTtBapu f(n) =
F, 41 Tako ma cMO OBMM IOOWIN Ha je

IIpumep 2. Penumo na tpeba mna m3padyHaMO KOJIUKO je
n
n\ [k
k) \m
k=m
Ako je n ¢urcupan 6poj, Tama je m crobomHA TPOMEHJUBA W OX e 3aBucu cyma. Heka je

f(m) = i(—l)k@) ( Z ) u nexa je F(z) remeparpuca masa f(m), tj. F(z) = 3, f(m)a™.

k=m

Tana je

F(z) = zm:f(m)xm = ijzm i (l)k(2> (:%) N

k=m
— g;(q)k (Z) ngk (:)mm = é; (Z) (1+ )k

k
m

OBze cmo nckopuermin fa je no DuroMHO] Teopemu ), (F)a™ = (1+z)k. Hame je

Fo) = (0" Y (1) 0m )t = () -1) = o

k<n

Hakne, nobunu cmo ga je F(z) = (—1)"2™, a nomro je To remeparpuca wusa f(m), o je



ITpumep 3. Uspauyrajmo cana Zn: (Z) (7172) Heka je f(m) = En: (Z) (Z) n F(z) =

k=m
mef(m) Tana je

= Som-£e £ ()£ 0 S (-5 (o

m k=m

onakie je F(z) = (24 x)". oo je

n
BPENHOCT TpaskeHe cyMe je f(m) = ( )2”"”.
m

IIpumep 4. IIpobajmo ma cpauyHamo

2 (i)

OBO MOKEMO Ha MOLEJUMO Yy IBE CYyMe

()= 3 () 32 () -

k k=2k, k=2ko+1 2

-y (Z)(ﬁ)’“ + z% (;;)(z?)kz =(1+2)" +2(1+2%)",

k1

OJHOCHO
n
Z( ; )w’“=(1+ )1+ 2?)
 \[3]
IIpumep 5. ITocmaTpajmo cana HU3

=3 () (i)

ka0 u GpyHrnujy remeparpuce F(z) = 2™ f(m). Nmamo

m

>
(- (s (-

m

gl
= ; (Z) yFak ; (E&J,ﬁ)x’“k = Z (Z) yPak (14 2)(1 4 22) ",

2 k

F(z):

Tako ma je
F(z)=(1+2) Z <Z)(1 + 22" (@) = (1+ 2)(1 + 22 + zy)™
k

3a y =2 mmamo ma je F(x) = (1+ x)*"T! na je F(x) remepatpuca musa (2';:1)

KOMOMHATOPHN UIEHTUTET
<n><nk>2k B <2n+1>
§ : m—k - .
R\ [75] m

16
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Ako ysmemo y = —2 nobujamo ma je F(z) = (1

. . 2n m 2n
koedunujeHt y3 x" jenHak (=)™ +
m m—

n00UjaMO UACHTUTET

N~ +
N
3
\':
|—||
3 ¥
N——
\
N
3[\')
I3
—_
N——
[E—
S
S
2
¢

1

n\(n-—k ) & 2n 2n
o)) 2= ()= (7))
() (1t w) ~\n—1
IIpumep 6. Hokaxumo na je 3a caxko n > 0
S0 Qoo
— \k/) \J J
Ako y3memo ga je n ¢purcupano, a j caobonna npomenmusa u f(j Z ( >( > , 9(j) =
k

(’J.L)gcj(l +x)"7J, Tama cy omrosapajyhe remeparpuce
=Y VG, Gly) =Y v9()
J J

Tpeba nokazatu na je F(y) = G(y). Nmamo ma je
- n\ (k n kY n
=> vy et = ()X )y =00 )
, k)\J k —~ \J k
J k k J k
onakie je F(y) = (1 +x + ay)™. Ca mpyre crpase je
-2y ()0 =5 (7) a0 ey = (4t o),
J

na je ounraenuo F(y) = G(y), yume MO JOKA3aJy TPAKEHU KOMOMHATODHU UIEHTUTET.

IIpaBa moh remeparpuca moske ce Bumeru y ciaenehiem nmpumepy.
ITpumep 7. CpauyHajMo cymy

5 (o) (1) 5

k

3a Hexke m,n = 0.

C 063upoM 1a TpaskeHa cyMa MMa JOCTa MPOMEHJUBUX, eJeMeHTapHe KOMOMHATOPHE METOIe He
Hy e epUKacaH IOCTyIIaK KOjUM OU ce OBAKBE CyMe PENINJIE Ca TAKO MaJIo TPYIa U Pa3MUIIILAHA
Ka0 IMTO HaM HYIW METOJX 3MUjCKOT YJba.

C 0063upoM [1a ce n mojaBibyje caMO Ha jeTHOM MECTY Yy CyMU, JOTMYHO je Ja CyMy ITOCMATPaMO
kao ¢yurmnujy no n. Heka je F(z) remeparpuca Hu3za TakBux (QyHKUMja. Tana je

-3 5 (o) () =Z(2’“) T () -

k

-3 (35 Ve e e S (i () -

k

—gm—1 4x —gm—1 1+x ™
T2 —z)m ! {1_ L+ (1—:10)2} T2 —z)m ! {1_ 1—x} T Q-




n—1
m—1

S () () 5= (20

OBo je remeparpuca HU3A ( ) na je TuMe MOKA3aHO na je

IIpumep 8. Hoxraxkumo caenehwm npentureT
Z 2n+ 1\ /m+k 2m +1
- k 2n 2n )’

2 1 k 2 1
Heka cy F(z Z ’”Z( n )(mQ—; ) u G(x) = me< W;: ) reHepaTpuce HU30Ba

JEBUAX U IECHUX CTpaHa jemmarocru. Horazahemo F(z) = G(x). Penom je
2) = ;xm ; <2n2— 1> (m;r; k> _ ; <2n2;€|— 1) ; <m22 k‘) _
_ ; (2712—]: 1) ; (m;r; k) o ; <2n2—]|€— 1> i Z (m;r; k> gtk
B ()
Beh smavo a0 jo zk: (2n2—]: 1) (x_%>2k _ % ((1 . \}5)2%1 N (1 ) \/15>2n+1> e

2n—1 1 1
F(z) = 5(\/5;) <(1 — Jz)2ntl - (1+ \/5)27:,+1> :

C mpyre crpasne je

D= (e ()T () )

m

ma je

G(x) = (x—1/2) [(ml/;)Q‘" ((1 —x11/2)2n+1 - (_1)2n(1+x11/2)2”+1>} 7

om—1 1 1
G(Z‘) = 7(\/5) ((1 — \/E)Q"Jrl - (1+ \/E)2n+1) :

OZIHOCHO

YyMe je TOKa3 3aBPIIEH.

IIpumep 9. Ha camuan HAYMH ce MOKe PEIIUTU U MO3HATU UICHTUTET KOjU CE HAJIA3UO HA
kopunama jom mosnatuje kmure 1. Maanemosuha ”KoMmOunaTropuka” m3 Koje ce mpumpemasia
yak u Oyrapcka ekumna 3a MMO 2003 y Jamamy rae je y eKMIHOM IJIACMAaHY OCBOjUJIa IIPBO
MecTo :). Unenturer koju Tpeba mokazaTu je

> () ()= G)

18



Heka je n ciobomua npoMeH/bUBa U FeHepaTpuce JeBux u aecaux crpana F(x) u G(x). Horpeb-
HO je MOKa3aTU jeTHAKOCT OBUX reHeparpuca. IIpso je

ro-pe 5 G)EP ST G

n 0<k<n 0<k

- S () )

0<k

Cana ucropucTuMO (GOPMYyIIy 3a 30up caMoO HapHUX MOTEHIUja U KOOMjaMo

> @Z) N Lo ((1 = 2;@2’““ T 2;5)%“) |

n

OIaKJe je majne

F(z) = 2(1_12@; (2:) ((1 _;/5)2>k T +12\/5) z,; (2:) ((1 +§\/5)2>k'

2n 1
C oBG3upom na je E ( >:E" = —— 1O je
n Vv1—A4zx
1 1 1 1
F(z) = : + . ,
20-2v2) fi—agg  21+2VE) fl-a o

onaKie je

1 1
201 —4y/x 2/1+4yz

4 2
C npyre crpane sxeaumo na 3a G(x) mobujemo 36up Z (271)1;71 ITomTo je Z( n);cn —
n n

e _ e — |
iz a7 T

G(z) =

1 1
<\/1—4\/5+ \/1+4ﬁ>'

N

na je F(z) = G(x).

Cnenehu nmpumep je MaJsio TeXU, jep CTaHIapAHA UIeja 3MUjCKOT yJba HE BOIU N0 PElIeHa.

IIpumep 1. (Mopujarn) 3a mate n u p U3padyHaTH

—~\2p+2k+1 E )

30or nakmer 3anuca Heka je 7 = p+ k. Ako y3memo ma je n ciobomgHA TPOMEHJLUBA, Tana je

TpasKkeHa CcyMa
=% (5 1) )

.

Yamumo na je ¢pyuruuja remeparpuce F(x) = Z 22" f(n)! OBo je Ha HexM HAYME U TPUPOIHO,
n

¢ 003upoM [na HaM ce y OMHOMHOM KoedpuuujeHTy nojaBsmyje Oam 2n + 1. Cana je

(ARSI ANIEAH

n T
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C ob3upowm nma je

2r +1

10 je ) .
-} i S0) () b () ()

b
22 P 22 P
1 T ((17x)2) 1 T ((1+m)2)
F@) =3 (1—z)2 2 \PTT T 2(1+x)? 2 \PT
(1- =) (1- %)

Z 2n + ]. x2n+1 . .’E2T+1 ]. + ].
~ - 2 (1 _ x)2T+2 (1 + £)2T+2 ’

T -z
1 1.2p+1 1 I2p+1 x2p+1
Flz)= - - = 1422)777 (1 —2z2) 777"
(@) =3 (1 — 2z)pHl T3 (1 + 2x)p+1 ;(1+22) +A-2)7),
OJaKJIe je
1 —-p—1 —-p—1
f(n) i p 22n72p 4 p 22n72p )
2 n—2p 2n —2p
IITO HAKOH cpebuBama maje
f(n) _ 2n — p 22717217.
2n —2p

Moskemo na mpumerrMo na 3a BelimHy 3amaTaka OBIEe HUCMO IIYHO OACTYIIAJU O OBOI METO-
Ia W KOPUCTUJIX CMO CBEra HEKOJMKO MIAEHTUTA, IITO MPEACTaBJ/ba BPJIO OUTHY OCOOMHY OBOT
MEeTOJa KOja Ce MOMKe yIOTDeOUTH U 3a IUCAHe KOMIjYTePCKUX mporpama (Tj. ajropurama)
KOjU pemaBajy CHMOOJIUYKM BEJIUKY KJIACy CyMa y KOjuMa Ce jaBjhajy OMHOMHU KOE(UIjeHTU.
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Pa3umu 3amamum

Y oBoM morjiaB/by he OWUTU M3JT0KEHE KPO3 3aJaTKe jOIl HEeKe MpUMEHEe TeHepaTPUca.

3anarak 1: Jlokazatu na 3a aus Pubonauujesur (Fibonacci) GpojeBa Baxku
F+h+... +F,=F,2+1

Pememe: Opo je saka mpumena reseparpuca. |'eHeparpurca 30upa IpPBUAX N YIAHOBA HU3A,
Tj. TeBe cTpame je o Teopemu 7. u3 2. mornasma F/(1—x), rae je F = x/(1—x—1x?) remeparpuca
dubonaunjeBux 6pojeBa. Ca mecHe crpame je

F—x 1

)

T 1—=x

IIa HAKOH TPUBUjaJHUX PAYYHCKUX OIepalMja 3aK/bydyjeMo a TaKaB UIECHTUTET 3aUCTa BarKU.

3anmarak 2: JlokasaTu na je 3a CBaKU IPUPOIaH Opoj n O6POj HeroBUX MapTUIM]a HA HelapHe
IeJIOBE jeqHaK OpOojy HEroBUX MAPTUIMja HA PA3IUUUTE IEJIOBE.

Pememe: ['eneparpuca 6poja HemapHWX TAPTUIAja IPUPOAHUX OpojeBa je

1
(1+x+x2+...)-(1+x3+x6+...)~(1+x5+x1°+...)...:Hm.
k>1

OBO MOKEMO BUIETU TAKO IITO CBAKOM HNAPTUIM]U Y KOMe ce OPOj i mojasibyje a; ImyTa oaroBapa
TAuYHO je/aH ujiaH ca KopermjeHToM 1 y OBOM Mpou3Bomy U TO je pl-aitd-astsast..
I'eneparpuca Opoja mapTunuja Ha pa3iIuduTe OeJIOBE je

(1+z)- (L+2%) - (1+2%)... =[] +2),
k>1

jep U3 cBake 3arpaje MOXKEMO Ia Y3MeMO MM Aa He y3MeMO IIOTEHIHjy T-a, & TO OJAroBapa y3u-
Mamly WM Hey3uMamy neia onpebene nyskune y maprunujy. EnemeHTapHUM TpaHCHOpPMAIjaM

je
N 1— a2 (1—a22)(1—aY)... - 1
kl;[l(l-l-xk)_}g 1—xk B (1*x)(lfzz)(l—xfi)(lfyl)“. —gm

yuMe je MOKa3aHo TBpDheme 3amaTKa.

3anmarak 3: Hahwu 6poj mepmyranuja 6e3 GUKCHUX Tadyaka Ty:KAHE N.

Pememe: OBo je mpuMep KOju IOKa3yje epUKACHY IPUMEHY €KCIIOHEHIN]aIHUX TeHepaTpuca.
Osaj npobieM je mo3HaT Kao 1 mpobiem mepamkMana uin kao ~le Probleme des Rencontres” koju
je mocrasuo Iljep P. me Monumopt (Pierre R. de Montmort; 1678.-1719.) Herka je Tpaskenu 6poj
D, u D(z)¢T D,,. Bpoj nepmyranuja koju umajy k ompebenux ¢urcuux tadaka je D, _j, na
je yrymaH Opoj mepMyTaiuja ca TayHO kK (PUKCHUX Tadvaka (Z)Dn,k, jep k onpebenux ¢urcHUX
Tavyaka MOKEMO Ia m3abepeMo Ha (Z) HaumHa. Kako je ykyman Opoj mepmyramuja n!, To je

nl=Y" (Z) Do

k
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i y 3almncy eKCHOHeHHMjaJ'IHMX reHepaTpuca

1
T, e’ D(x)
. _ L —1)" .
omarie je D(z) =e */(1 —z). Kako je e? remeparpuca HU3a —, To je
n 11 nl
1 1 1
| J— —1\*—
D,=n (2' 3!—|— S+ (=1) n')

3anmarak 4: VIzpauynartn

sor)

k

Pememe: OsBaj 3amarak miaycTpyje jemHy uuaejy Koja Ce 4ecTo jaBiba Y KOMOUHATOPUIM.
MoskeMo ma mocMaTpaMo (PYHKIM]Y TeHepaTpuce

F(z) = Xk: (;;) 23k,

jep HaM oHa Juun Ha GuHOMHU pa3Boj (14 x)"™ anu u 3aTo0 jep je Tpaskena cyma yupaso f(—1).
MebyTtumM, Kako ma DOCTUTHEMO & HaM Cce y OMHOMHOM pa3Bojy jaBiba cBaku Tpehu uwmam?

Kopuctuhemo ma je
n {r, r|n
> "=
0, wHaue.

er=1

Hexka je C(x) = (1 +2)" u Heka cy 1, ¢ u 2 ky6un xopernu u3 1. Tana je

C(z) + C(ex) + C(e%x)
3

() (49

> (-1)F (;;) _ 9. gn/2-1 oo (%>

mTo 3a r = —1 maje

WM Kala ce YIPOCTH!

3anmarak 5: Herka je n € N u mera
r+ 2y =n wuma R; pemena y Ng

22 +3y=n—1 wuma Ry pemema y N3

nr+(n+1)y=1 wuva R, pemema y N2
(n+1)z+n+2)y=0 wuma R,y pemema y N2

ZRk:Tl+1
k

ITokazatu na je
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Pememe: Bpoj pemema jemmauune = + 2y =n y NZ je xoedurmjent y3 t" y

1 1

14+t ) 1+t )= — ——
(ot (P4t )= —

To je 3aTo mTo 3a cBaku map (x,y) Koju 3amoBosaBa yciaos nmosehasa roedummjent y3 " 3a 1

jep ydecTByje kao cabupak ca t*t? = t*+2Y, U yonmre, 6poj pemema jemmaunse kx + (k+1)y =
1 1 zk=1

S . n

Tl Tj. kKoedumjerT y3 t" y =1 = F7T)

n+1—k je xoedumujenr y3 t"H1F y

= k—1
~ j ¢ 1 1 1
e, ZRk Je woegumajexr ys ¢ y Z 1— tF)(1 — ¢h1) — Z F_2 \ 1 _tkt2 ] _¢k+l )
) k=1 % -
(1—1)2’ ONARKIE Jo CANA JAKO ZRk =n+1 mro je u Tpebano nOKa3aTH.

k

3amarak 6: Onpenutu Bese maMely OCHOBHUX CUMEMPUUHUT NOAUHOMG

Pememe: Jemna on ocHOBHMX Be3a MOJMHOMA je Be3a m3MeDy PA3HUX CUMETPUYHUX IOJIU-
Homa. Ilox cumempuurnum DONMHOMOM ce cMaTpa HOoJuHOM f(X1,Ta,...,T,) TAKAB Aa 34 CBAKY
nepmyTamajy o € Sp Bawu f(Zy(1),..-sTo(n)) = f(21,...,2,). Jemam om ocHOBEHUX mpuMepa
CUMETPUUYHUX TOJIUHOMA CY eAeMEHMAPHYU CUMETPUUHYU MOIIUHOMU

op(z1,...,xy) = Z Ty * e Ty,

3al<k<nuog=1uor=03ak>n.
lenepaTpuca CUMETPUYHUX IOJIUHOMA j€

»(t) = iakt’“ = ﬁ(l + tay)
k=0 =1

pyra kmaca CUMETPUYHUX IOJIWHOMA Cy IIOJIMHOMU OOJIUKA

i in .
pr(T1, ... xy) = g it rme cy i1,...,1, € Ny
i1t tin=k

Huxosa ¢yurumja remeparpuce je

Py =3 pth =]
k=0 ’

Takobe cy OuTHU U TONAMHOMU OOJIMKA

k k
Sp(x1y. .y xn) =27 + ...+,

ynja je (yHKIMja reHepaTpuce

n

S(t) = kZ:OSktk = e

i=1

Teneparpuce %(t) u P(t) 3amoBomasajy crnemehu ycaos X(t)p(—t) = 1. Axro mspadyHamMo Ko-
edurnujeHT oBor npomsBona y3 t", n > 1 mobujamo Besy

n

Z(—l)’"arpn_T =0

r=0
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AKo mpuMeTuMoO na je

1
1—t£l7i

In P(t) = Z In
i=1

MoxeMo S(t) ma m3pasumo npexo P(t) n X(t) vHa ciaenehn mavus:

S(t) = %mP(t) _ ]; ((f))
S(—t) = f% m%(t) = g((tt))

N3 npee ¢opmyne caemmn S(t)P(t) = P'(t), a u3 mpyre S(—t)%(t)

rKoepurmjenaTa y3 t" 1 mobujamo

n
npn = Zsrpnfr n non = Z(_l)r_ SrOp—r.
r=1

3anmarak 7: [IpernocraBumo na 3a #Hexko n € N mocroje HU30BU O3UTUBHUX OpojeBa aj, g, . . .

u by, ba,...,b, TAKBU ma Cy CcyMme

ay +ag, ay +ag, ..., Gp—1 +an

by + b2, b1 +0b3, ..., bp—1+ by

ucte no Ha nepmytanujy. IlokazaTtu na je n cTemeH OBOjKe.

Pememe: Heka cy F' u G mOIMHOMU IeHEpPUCAHU AaTuUM Hu3oM: F(z) =z + 2% +

u G(z) =% + 2% + ... + 2% Taza je

FQ(x)—GQ(aj): iani_’_Q Z prita; | ix2bi+2 Z Lbiths
i=1 i=1

1<i<j<n

1<isgsn

u In¥(t) = Zln(l—ktzi),
i=1

F(2?) — G(2?).

Ynopebusamem

y An

...+:L-an

Kaxko je F(1) = G(1) = n, umamo na je 1 myna pena k,(k > 1) nomunoma F(z) — G(x). Tana je

F(z) - G(z) = (z — )*H(z), na je

_F*2) - G*(x) _ F(s?)

G(z?) (2?2 - 1)*H(2?)

F(x) +G(x) = F(z)—G(x)  F(z) :

Cana je 3a ¢ = 1:

omakje ce mobuja ma je n = ok—1,

G(x) (z — 1)k H(x)

Curenehe tBpbheme cy nocrasuiu u nokasanu kanancku maremarudapu Jleo Mosep (Leo Moser)

u Ilo JlamGer (Joe Lambek) 1959. romuse.

3anarak 8: JlokaszaTu Oa MOCTOjU jeIUHCTBEH HAUWH Ia C€ IPUPOIHU OpPOjeBU pacuopene y
nse maprunuje, A u B, Tako ma ce cBaku npupomaH 6poj (yrmyuyjyhu u 0) moxke uspasutu y
00muKy a1 + as, ai,as € A, aj; # as TayHO Ha OHOJMKO HauuwHa (a 6ap Ha jelaH) HA KOIUKO Ce
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MOKe M3pas3uTu y obuuky by + ba, b1,bs € B, by # bs.

Pememe: IlocmarpajMo moamHOME reHepucanuM OpojeBUMa KOjU Ce€ Haja3e y OOaroBapa-

jyhum crymoBuMma:
Ax) = Z z* B(x)= be.
acA beB
Ycnos ma ckynosu A m B nmpekpusajy neo ckyn N Ge3 mpernanama je eKBUBAJECHTAH Ca
1
11—z

A(z) + B(z) =
Bpoj Hauuna Ha KOju ce HEKM OPOj MOKe MPENCTABUTU Y ODJIUKY a1 + a2, ai,az € A, a1 # as je

S et =S (A2) - AGY).
aj,a;€EAa;#a;

Cana ce apyru meo yciaoBa TPUBUjAJHO IUIIE KAO

(A%(z) — A(2?)) = (B*(z) — B(2?)).

Hasme je .
(A@) - B@))r— = A(a*) - B(z*)
OTHOCHO
(A(z) = B(x)) = (1 - 2)(A(?) — B(z?)).
3amenom z ca x2,x?, ... ,:czn_l nobujamo ma je
A(w) - B(x) = (A*") - B*") [T - =),
i=0
OJaKJe je

o0
A(z) — B(z) = [J(1 - 2%).

i=0
IMocnenmwu npoussoxn je pexn uuju cy koepuuujentu +1, na cy A u B jemuncrseno onpebenu (c
063upom nma cy um roepunujentn 1). Huje remko nmpumeTuTn na Cy MO3UTUBHU KOE(PUIM)jEeHTH
(a camum TuM U3 A) OHU KOjuU CTOje y3 UJaHOBE L' TaKBe Ha Ce N MOKe MPENCTABUTUA Kao 30up
napHor Opoja crenena nBojku (Tj. OuHApHA penpeseHTanuja Opoja n UMa HapaH OpOj jenuHu-
na). Ocranu 6pojeBu yune ckyn B.

Hanomewna: Huz xkoju npencraBiba TapHOCT Opoja jeamHUIa y OMHAPHO] perpe3eHTaIuju 0po-
ja n je tako3Banu Mop3eoB HUS3.

3amarar 9: Axo cBakm mpmpoman 6poj mpunana TavHo jenuoj (om Gap IBe) apUTMETHUKe
IpOTpecuje, OHAA MOCTOje ABE MPOTPECUje UMjU Cy KOPAIU jeTHAKU.

Pememe: Osaj npobiem je moctasuo (y Maso uaMewmeno] ¢gopmu) jom Epmom (Erddsz),
a moraszanu cy ra Mwupcku (Mirsky) u Hbymen (Newman) makon myro romuua. OBO je BUXOB
OPUTMHAJHA TOKA3:
Heka k apurmermukux mporpecuja {a; + nb;} (i = 1,2,...,k) mokpusajy meo CKyI IPUPOIHUX

o0
. .2 ; .
opojesa. Tana je T4 = E 2910 1a je
=0

ai az ag

22
1—z 1—2zb1  1—2b 1—zbe”
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ITpu Tome je |z| < 1. Ilpermocrasumo na je b; majsehu meby Gpojesuma by, bo, ..., b, u Hera
je mpu Tome € = e27/% Hera z rewxnu € rako ma je |z| < 1. IIpm tome je e =1, e # 1 n
eb £ 1, 1< i < k. CBu 4IaHOBU OCHUM IIPBOT 300T TOra TEKE HEKOM KOHAYHOM GPOJy, HOK IPBU
TEXU 00, MTO je HeMoryhe.

Cuenehu 3amarak je cBojeBpeMeno 6mo oGjaBiben y uaconucy American Mathematical Monthly-
Jy-

3anmarak 10: /lokazatu na je y caBpeMeHOM KaJieHZapy 3a 13. y Meceny HajBEepOBATHUjU JaH
Yy CEeIMUIU IETaK.

Pememe: Caspemenu rasenmap je mepumomuuan ca nepuonom on 400 romuua. CBaka deTBpTa
TOOVHA je MPeCcTylHa, OCUM OHUX Koju cy memuBe ca 100 a mumcy ca 400. Ilomro 6poj mecernu
y 400 romuua HUje mesbMB ca 7, TO 3HaUM ma BeposBarHoha 3a 13-tu mam y mecermy na Oyme
3a CBe JaHe y HelIeJbu %! IloBOWBHO je na 3a HEKU NepUol OAPEIUMO KOJUKO ce Koju man (y
ceqMUIM) jaBjba Kao mpBu y Meceny 3a Heku nepuon ox 400 romuna (pemumo ox 1.1.2001. ma
mo 31.12.2401.). Tako meTky TpUHAECTOM OArOBapa Helesba IPBU UCTOr Mecena. (O3HAUMMO
nmame pemoMm Gpojesuma 1, 2, 3, ..., 1 HeKa i-TOM maHy oarosapa umad t'. Ilakme, 1.1.2001.r.
je osmauen ca 1 mnm ca t, 4.1.2001.r. ca t* utn. Heka je A ckyn csux mama (omgHocHO GpojeBa
KOjUMa CMO MX O3HAUMJIM) KOJU Ce jaBibajy UpBU y Mecemy. Perumo, 1.1.2001.r. je o3mauen
cale A 1.2.2001l.r. je 32 =1+431 € A urn, A = {1,32,60,...} (3a upocty romuny). He-
ka je fa(t) = Y ,cat". Aro y mommmomy fa samemmmo t7F ca 1, tFF! ca ¢, tM2 ca ¢ wrn.,
IUOUjaMO HEKU TOJWHOM, O3HAUMMO ra ca ga(t) = Z?:o a;t'. Cama mam 6poj a; IPeACTABILA
KOJIUKO ce myTa maH (y Hemesbr) KOju je OMO O3HAUEH ca | jaBhao Kao IPBU y Mecely. Kako
je 1.1.2001. roguae 6mo moHEHmespakK, TO je a; OPOj MOHemEHAKA KOJU Cy OWIM HPBU Yy MeCEIy,

as Opoj yTopaka, ..., ay Opoj Hemema. 3aMeHy OAroBPajyNWX UaaHOBa MOMKEMO WM3BECTU AKO
mocMaTpaMo TOMMHOM fa 1o Moxywy t' — 1. Ilakme, monurom fa(t) — ga(t) je memus ca t7 — 1.
Kako je moBosHO ma camo ompenumo Koju je ox 6GpojeBa ag,ai,...,as Hajselin, mOBOJBHO je ma

IIOJIMHOM TIOCMATPaMo 1o Moxywry q(t) = 1+t +t2 4+ ...+ t® koju je memmrem mommmoma t7 — 1.
Heka je f1(t) momuuOoM KOju mpencrasiba npBe gane y mecenuma y 2001. roqunu. Kako je npsu
[aH jaHyapa HoHenespak, edbpyapa 4eTBpTakK, ..., geneMmbdbpa cybora, TO je

g)=t+t"+t' + 1+ P+ P+ 1+ 83+t + 1+ 10 =

=242 +2+ 3 +3t + 2+ 20 =1+t + 20 +1°  (mod ¢(t)).

Kako jemma mpocta rommua uMa 365 = 1 (mod 7) mana, To monmuoMmMu fa(t) u f3(t) xroju omro-
Bapajy 2002. n 2003. roxgurM, 3a00BObABA]Y

f2(t) =thi(t) =tg(t)

f3(t) = tfa(t) = g1 (1),

rle Cy CBe KOHrpyeHmmje mo moayiy ¢(t). OOuunuM mpebpojaBameM ce yCTaHOBJLABA 1a je
nosnuaoM f4(t) 3a npecrymay 2004. ronumny

fa®) =2+ 2t + 2 + 2683 + 3t + 5 + 10 = 1+t + 82 + 2t = gu(t).

MoskeMO yBeCcTU 1 HOBU TMOJMHOM KOju e Ham OpojaTu npse maue 3a nepuon 2001.-2004. roauma
hi(t) = g1(t)(1 +t +t2) + g4(t). Tarobe, mocse cBake mpocTe TOAMHE CE MAHU MOMEpe 32 jeTHO
MECTO, MOK IIOCJIe IPECTyIHe 3a 2, Ma ce HAKOH Imepuona on 4 roaumHe CBU JNaHU IOMEPE 3a
5 mecra. Tako mobmjamo mosmHOM KOju Opoju cBe mpBe maHe y nepuoxy ox 2001. mo 2100.
romuuae. To je:

pr(t) =h ()1 + 7+t 4 ) 1120 () (1 4t + 12+ £P).
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OBme cMO MOpaJu TOCHemHe YeTUPU roauae na Hamamemo y obmuky gy (t)(1 +t + t2 +t3) jep
roguaa 2100. Huje mpecTynHa, ma je He MO:KeMO 3aMeHuTy nosumHomoM hi(t). Ilepmon om 100
roguHa noMepu kKajeszap 3a 100 mama (upocre rommue) u jom 24 mana (mpecTymHe) mITO IO
Monysny 7 maje 5 mama. Cana MOKEMO KOHAYHO HAOUCATU (HOPMYIY

ga(t) =p1(®) 1+ + 1) + t¥5h ()1 +° + ... +120).

Cnuuno kao u panwuje, mocaemaux 100 rommua cMo oByXBaTUIM MOCIENHUX CAOUPIUMA jep
romuua 2400. Huje mpocra Beh mpecrymma! Kopucruhemo ma je t°¢ 4 50+ 4 4 5(at6) = .
Canma je 14+t°4. . 4230 = 14854420 = 1483 +8° mw 1480+, . 41200 = 14044204445 = 1+t 4+13 410,
ITawe nmamo na je

) =h)A+E+0) +tg (A +t+2 +3) =

GO +t+) 1+ +°) + 1+t + 2+ )] + QA+ 2 +1°) =
GL(t)(2+ 2t + 2% + 263 + 2t + 265 +15) 4 gu () (A + 2 +1°) = —g1 ()° + g2 () (1 + 3 + 7).

Ako cazma oBO 3aMeHUMO y (opMyay 3a ga(t) mobujamo
gat) =pr ()L + 2 +°) +thi ()1 +t + 2 +1°) =

—g (A + P+ )+ )L+ + )2+t () L+t + )L+t + 8 +°) +tga(t) 1+t + 2 +1°) =
G ()43 + ga(t) (2t + 263 +t° + 1) =
(Lt +2 O+t + (Lt + 3+ 26N (2t + 263 + 45 +15) =
8 + 4t + Tt? + 5% + 5t + 7t° + 4t =4 + 382 +° + 1 + 3%

OBo 3HauUM na je HAJBEPOBATHUjU NAH 3a NMpBU y Mecelly Hemeba (jep je ag majsehwm om cBux
wianoBa). Kako meTky TpuHaeCcTOM oArosapa Helesba OPBU, TO je Moka3 3aBpmeH. Moskemo y
CTBAPU U TAYHO AOOUTU KOJIMKA je Ta BepoBaTHONA. AKO MCKOPUCTUMO NUHEHUIY A je YKyNaH
opoj mecermn y mepuony ox 400 rommua 4800, MokeMO JakO HOOUTH Ha je Hemeshba MPBa TAH
y 688 mecenu, noHenemak - 684, yropak - 687, cpena - 685, uerBprak - 685, merak - 687 u
cybora - 684.
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3akibyuak

Marepujas U310KeH y IPETXOOHUX TPUAECETAK CTPAHA je CAMO MaJid IO LEJIOKYIHE TEOPH-
je remeparpuca. Be3 063upa Ha TO, OBIE Cy M3JIOKEHE CBe OWTHE MIAeje W MeTOHE KOje JeKe y
OCHOBU T€OpHje FeHEePATPUCA U KOje Cy IOTPeOHE 3a Jajhe CAMOCTAIHO KOPUMINEHe OBE TEXHUKE.
CBu 3arHTEpecOBaHU 3a OBY 06JIACT MOTY IPOLYyOWTH CBOje 3Hame y3 momoh [7].

sKeneo 6ux rarkobe na ce 3axBanum MoMm MeHTOpy Bramuvupy Baaruhy, kao u npogecopu-
Ma Marematuykux npeamera Mp Cpbamy Ormanosuhly (paspenHom crapemmay y UCTO BpeMme)
kao u 1p Munenun Pannosuh. Ilocebuy 3axBasHOCT AyryjeM jOII U MATEMATUUYAPUMA KOjU Cy Ce
TPYAUIN CBUX OBUX TOIMHA OKO NONATHUX HACTaBa W MpuIpema 3a TakMmuueme: lymany Dy-
kuhy, a1p Bragumupy Jankosuhy, bBopby Kprunnhy, Baamnvupy Jlasuhy, Munusojy Jlykunhy
u Vsany Maruhy.
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