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Inverzija

1. Neka su A,B, C i D qetiri proizvoǉne taqke ravni, koje ne le�e
na jednoj pravoj ili na jednom krugu. Dokazati da je ugao izme�u
krugova opisanih oko trouglova ABC i ABD jednak uglu me�u
krugovima opisanim oko trouglova CDA i CDB.

2. Ako krug s dodiruje krugove s1 i s2 u taqkama A i B redom,
dokazati da prava AB prolazi kroz centar homotetije koja jedan
od krugova s1 i s2 prevodi u drugi.

3. Neka je s poluobim trougla ABC a E i F taqke na pravoj AB
takve da je CE = CF = s. Dokazati da opisani krug trougla
CEF dodiruje spoǉa upisani krug koji odgovara stranici AB.

4. Neka su M,N,P dodirne taqke upisanog kruga sa stranicama
BC, CA i AB, redom. Dokazati da su ortocentar trougla MNP ,
centar upisanog i centar opisanog kruga trougla ABC kolin-
earne taqke.

5. Nad du�ima AM,MB i AB jedne prave, konstruisani su sa iste
strane polukrugovi s1, s2 i s. Iz taqke M prave AB konstruisana
je normala MD (D ∈ s) i u krivolinijske trouglove ADM i BDM
upisani su krugovi Σ1 i Σ2. Dokazati da krugovi Σ1 i Σ2 imaju
jednake polupreqnike i da zajedniqka tangenta krugova Σ1 i s1 u
taqki dodira sadr�i taqku B.

6. Dokazati da je svaka dva kruga ili krug i pravu mogu�e nekom
inverzijom prevesti u dve prave (presecaju�e ili paralelne) ili
u dva koncentriqna kruga.

7. (Maskeronijeve konstrukcije) Koriste�i samo xestar izvesti
slede�e konstrukcije:

(a) Dati su krug k sa centrom O i dve taqke A i B takve da
O 6∈ AB. Konstruisati preseqne taqke kruga k i prave AB.

(b) U ravni su dati krug k sa centrom O i taqka A. Konstru-
isati taqku A∗ inverznu taqki A u odnosu na krug k.

(v) Konstruisati centar kruga koji sadr�i tri date taqke A, B
i C.

(g) Konstruisati krug l∗ koji je slika pri inverziji prave l
(zadate svojim dvema taqkama A i B) u odnosu na dati krug
k.

(d) Konstruisati krug (ili pravu) s∗ inverznu krugu s u odnosu
na krug k.
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Dokazati da je koriste�i jedan xestar mogu�e izvrxiti sve kon-
strukcije koje je mogu�e izvesti leǌirom i xestarom.

8. Neka je ABC trougao, Ω upisani krug, i Ωa,Ωb,Ωc tri kruga koja
su ortogonalna na Ω i koja prolaze kroz (B,C), (C,A) i (A,B),
respektivno. Krugovi Ωa i Ωb se seku ponovo u taqki C ′. Taqke
A′ i B′ se sliqno definixu. Dokazati da je polupreqnik kruga
opisanog oko ∆A′B′C ′ dva puta maǌi od polupreqnika upisanog
kruga trougla ABC.

9. Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena A
takav da je ∠B < ∠C. Tangenta u A na opisani krug ω seqe pravu
BC u taqki D. Neka je E simetriqna taqka taqki A u odnosu
na BC, X podno�je normale iz A na BE i Y sredixte du�i AX.
Neka je Z preseqna taqka kruga ω i prave BY . Dokazati da je
BD tangenta na opisani krug oko trougla ADZ.

10. Visine iz temena A,B i C oxtrouglog trougla ABC seku naspramne
stranice u taqkama D, E i F . Prava kroz F paralelna sa DE
seqe prave CA i CB, u taqkama Q i R, redom. Prava DE seqe
AB u taqki P . Dokazati da opisani krug trougla PQR prolazi
kroz sredixte du�i AB.
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Rexeǌa i uputstva

1. Primeniti inverziju u odnosu na taqku A i iskoristiti da je
ugao izme�u tangente i tetive jednak periferijskom uglu nad tom
tetivom.

2. Neka su O1, O2 i O′ centri krugova s1, s2 i s a O preseqna taqka
pravih AB i O1O2, posmatrajmo inverziju u odnosu na krug sa
centrom O koji je ortogonalan na s. Taj krug preslikava A u B
i B u A. Tako�e, krug s1 �e preslikati u neki krug s∗1 koji je
normalan na OO1 a s dodiruje u A∗ = B. Jedini takav krug je
s2. Prema tome, tom inverzijom se s1 preslikava u s2, a centar
homotetije koja jedan krug prevodi u drugi poklapa se sa centrom
inverzije.

3. Neka su U i V taqke u kojima pripisani krug dodiruje prave CA
i CB. Taqke E,U, V i F pripadaju krugu sa centrom C. Inverz-
ijom u odnosu na ovaj krug, opisani krug oko trougla ABC se
preslikava u EF , a pripisani krug je fiksan jer je ortogonalan
na krug inverzije.

4. Inverzijom u odnosu na upisani krug, opisani krug trougla ABC
se preslikava u Ojlerov krug trougla MNP . Ako je O centar
opisanog kruga trougla ABC, ǌegova slika O∗ pripada pravoj
IO (I je centar upisanog kruga). Me�utim, O∗ je Ojlerov krug
trougla MNP , pa on pripada Ojlerovoj pravoj tog trougla, i
zbog toga O pripada Ojlerovoj pravoj trougla MNP .

5. Primenimo inverziju sa centrom M i odgovaraju�im (negativnim)
koeficijentom tako da se A preslika u B (i, naravno, B u A).
Tada se prava MD i krug s preslikavaju sami u sebe, a krugovi
s1 i s2 u tangente na krug s u taqkama A∗ = B i B∗ = A. Krug
Σ1 se preslikava u Σ∗

1 koji spoǉa dodiruje s i prave MD i s∗1.
Oznaqimo sa T taqku dodira krugova s1 i Σ∗

1 a sa T ∗ ǌenu in-
verznu sliku. Oznaqimo sa r, r1 i r2, polupreqnike, a sa O,O1 i
O2 centre krugova s, s1 i s2. Ako je W centar kruga Σ∗

1, iz trougla
OWO2 zakǉuqujemo da je O2W = BT ∗ =

√
4rr2. Sada se lako za-

kǉuquje da je ∆AT ∗B ∼ ∆T ∗BM , odakle sledi da je s∗1 tangenta
na krug opisan oko ∆AT ∗M . To znaqi da zajedniqka tangenta kru-
gova s1 i Σ1 kroz taqku dodira sadr�i taqku B. Sliqno kao xto
smo izraqunali du�inu du�i BT ∗, mo�emo izraqunati i du�inu
du�i RM , gde je R dodirna taqka kruga Σ2 sa pravom MD. Dobi-
jamo da je RM =

√
4rρ2 (ρ2 je polupreqnik od Σ2). Sasvim sliqno

je i MR∗ =
√

4rr1. Poxto je MR ·MR∗ = MA ·MB, dobijamo da
je 4

√
rr1r2ρ2 = 4r1r2, iz qega sledi da je ρ2 = r1r2

r1+r2
. Analogno se

dokazuje da je ρ1 = r1r2
r1+r2

. Time je dokazano i da je ρ1 = ρ2.
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6. Zanimǉivo je jedino razmotriti sluqaj kada imamo dva kruga
ili pravu i krug koji se ne seku. Lako se dokazuje da postoje
uzajamno ortogonalni krug k i prava p koji su normalni na oba
ova objekta. Inverzija sa centrom u jednoj od preseqnih taqaka
kruga k i prave p �e zadovoǉavati postavǉene uslove.

7. (a) Preseqne taqke kruga i prave su preseqne taqke kruga k sa
krugom simetriqnim sa k u odnosu na AB, a taj krug je lako
konstruisati.

8. A′, B′ i C ′ su inverzne taqke taqkama A,B i C, u odnosu na up-
isani krug. One su upravo sredixta stranica trougla odre�enog
dodirnim taqkama upisanog kruga.

9. Neka je G dijametralno suprotna taqka taqki A, a H preseqna
taqka BD i AE. Taqke G, H i Z su kolinearne (∆BXA ∼ ∆GEA ⇒
∆BY A ∼ GHA). Primeniti sada inverziju u odnosu na ω.

10. Neka je M sredixte du�i AB a T preseqna taqka pravih PH i
CM . Taqka T je slika taqke C pri inverziji u odnosu na krug
opisan oko ABDE, pa je PT ⊥ CM (u stvari, da se ne la�emo, ovo
je Brokardova teorema), odakle dobijamo da su trouglovi FMC
i FHP sliqni. Odatle dobijamo da je PF ·FM = FH ·FC. Poxto
je AQBR tetivan, imamo da je AF · FB = QF · FR. Lako se vidi
da je AF · FB = FH · FC, i krug se zatvara: PF · FM = QF · FR.
Prema tome, PQMR je tetivan.
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