
Kombinatorika

1. Na koliko naqina se mogu pore�ati u niz brojevi 1, 2, 3, . . . , 2n
tako da svi parni brojevi budu na parnim mestima?

2. Na koliko naqina n osoba mogu da stanu u vrstu, a da pri tome
dve uoqene osobe ne budu jedna pored druge?

3. Na koliko naqina se na xahovsku tablu mo�e postaviti 8 topova,
tako da me�u ǌima ne postoje dva u istoj vrsti ili istoj koloni?

4. Odrediti broj podskupova skupa {1, 2, . . . , 2n} u kojima jednaqina
x + y = 2n + 1 nema rexeǌe.

5. Koliko ima xestocifrenih brojeva u qijem je dekadnom zapisu
bar jedna cifra parna?

6. Na koliko naqina mo�emo izabrati dva disjunktna podskupa iz
skupa sa n elemenata?

7. Na koliko naqina se mogu 4 uqenika rasporediti u uqionici u
kojoj ima 25 stolice?

8. Koliko se qetvoroqlanih podskupova mo�e izabrati u skupu od
25 elemenata?

9. Koliko ima permutacija cifara 0, 1, . . . , 9 u kojima su cifre 0, 1, 2, 3
qetiri uzastopne cifre (a) u rastu�em poretku; (b) u proizvoǉnom
poretku?

10. Koliko ima permutacija cifara 0, 1, 2, . . . , 9 u kojima izme�u ci-
fara 2 i 3 stoje taqno tri druge cifre?

11. Svako poǉe table 4 × 4 je obojeno u crno ili belo. U jednom
koraku je dozvoǉeno promeniti boju 9 poǉa koja se mogu pokriti
kvadratom 3 × 3 ili 2 × 2. Da li je mogu�e dobiti svako bojeǌe
poǉa table posle konaqno mnogo koraka, ako su na poqetku sva
poǉa obojena belo?

12. Dokazati da u grupi od 367 ǉudi postoje dvojica koji imaju rod-
jendan istog dana.

13. Da li je uvek mog�e izme�u bilo kojih 100 celih brojeva izabrati
15 brojeva tako da razlika bilo koja dva izabrana broja bude
deǉiva sa 7?

14. Dokazati da svaki niz od mn + 1 razliqitih prirodnih brojeva
sadr�i rastu�i podniz od m + 1 brojeva ili opadaju�i podniz
od n + 1 brojeva.

1

www.imo.org.yu/sc



15. Za svaki realan broj x i svaki prirodan broj q, postoje ceo broj
h i prirodan broj p, p ≤ q takvi da je |px− h| < 1

q .

16. Da li za neki prirodan broj n, broj 3n mo�e da se zavrxava sa
000001?

17. Dokazati da postoji prirodan broj n, takav da se u dekadnom
zapisu broja 3n mo�e na�i 1999 uzastopnih nula.

18. U pravougaoniku 3 × 4 je uoqeno 6 taqaka. Dokazati da se me�u
ǌima mogu na�i dve taqke sa me�usobnim rastojaǌem ne ve�im
od

√
5.

19. U krugu polupreqnika 1 je povuqeno nekoliko tetiva. Zbir du�ina
svih tih tetiva je ve�i od 7π. Dokazati da neki preqnik tog
kruga seqe bar 8 tetiva.

20. Od prvih 1996 brojeva, izabrano je proizvoǉnih 998 + n brojeva
(1 ≤ n ≤ 998). Dokazati da je uvek mogu�e na�i 2n razliqitih
brojeva me�u izabranim brojevima, qiji je zbir 1997n.
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Rexeǌa

1. (n!)2.

2. Izraqunajmo broj rasporeda u kojima su dve uoqene osobe jedna
do druge. Neka su a i b dve uoqene osobe. One mogu stajati
u redosledu ab ili ba. U svakom od tih sluqajeva posmatramo
ih kao jednu osobu i raspore�ujemo n − 1 osoba. Dakle, postoji
2(n − 1)! rasporeda u kojima a i b stoje jedna do druge. Broj
ostalih rasporeda je n!− 2(n− 1)!.

3. 8!.

4. Posmatrajmo parove (1, 2n), (2, 2n − 1), . . . , (n, n + 1). Pri formi-
raǌu ovih skupova iz svakog para mo�emo izabrati najvixe po
jedan broj. Idu�i po parovima, mo�emo izabrati, prvi, drugi,
ili ni jedan od brojeva (tj. imamo 3 mogu�nosti). Prema tome,
ima ukupno 3n naqina.

5. Xetocifrenih brojeva ukupno ima 106 − 105, a onih u kojima su
sve cifre neparne, ima 56. Rexeǌe je 900000− 56 = 884375.

6. Svaki od n elemenata mo�e da bira: ho�e li da bude u prvom,
drugom ili nijednom od skupova. Broj izbora je 3n. Poxto ne
raqunamo izbor u kome su oba skupa neprazna, broj dozvoǉenih
izbora je 3n − 1, a poxto nas ne zanima koji je skup prvi a koji
drugi, rexeǌe je 3n−1

2 .

7. 25 · 24 · 23 · 22.

8.
(
25
4

)
.

9. (a) Sliqno kao u zadatku 2, rexeǌe je 7!.

(b) 7! · 4!.

10. Ima ukupno 13 operacija, a time i 213 mogu�ih bojeǌa koja se na
taj naqin mogu dobiti. Kako je ukupan broj konfiguracija jednak
216, ne mogu se dobiti sva bojeǌa.

11. Svaka godina ima najvixe 366 dana, i primenimo Dirihleov prin-
cip.

12. Ima ukupno 7 razliqitih ostataka pri deǉeǌu sa 7, pa ako bi u
svakoj klasi bilo po 14 brojeva, mogli bismo da imamo najvixe
7 · 14 = 98 brojeva. Poxto imamo 100 brojeva, postoji 15 brojeva
u istoj klasi. Razlika svaka dva od ǌih je deǉiva sa 7.

13. Neka je ai dati niz. Pretpostavimo suprotno. Oznaqimo sa l+i
i l−i , redom, du�ine najdu�eg rastu�eg i najdu�eg opadaju�eg
podniza koji poqiǌu qlanom ai. Posmatrajmo preslikavaǌe f :
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{ai : 1 ≤ i ≤ mn + 1} → {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} definisano sa
f(ai) = (l+i , l−i ). Ovim preslikavaǌem svakom broju ai pridru�u-
jemo ure�en par (l+i , l−i ). Lako se dokazuje da razliqitim elemen-
tima ai pridru�ujemo razliqite ure�ene parove. Poxto ima mn
ure�enih parova a mn+1 elemenata niza, to je nemogu�e. Prema
tome, pretpostavka je netaqna i postoji rastu�i podniz du�ine
bar m + 1, ili opadaju�i podniz du�ine n + 1.

14. Posmatrajmo brojeva {0}, {x}, . . . , {qx}. Svi ovi brojevi su iz
skupa [0, 1). Prema Dirihleovom principu bar dva broja pri-

padaju jednom od skupova
[

i
q , i+1

q

)
, pri qemu je 0 ≤ i ≤ q − 1.

Neka su to {kx} i {lx}. Tada je − 1
q ≤ {kx} − {lx} ≤ 1

q , tj. − 1
q ≤

kx − lx − [kx] + [lx] ≤ 1
q . Stavǉaǌem p = (k − l) i h = [kx] − [lx]

(odnosno p = (l−k), h = [lx]−[kx] u sluqaju l > k) dobijamo tra�eno
tvr�eǌe.

15. Od brojeva 1, 3, 32, . . . , 3106
dva daju isti ostatak pri deǉeǌu sa

106. ǋihova razlika je 3n − 3m i za ǌu va�i 106|3n − 3m =
3m(3n−m − 1), pa 106|3n−m − 1, a to je trebalo dokazati.

16. Pravougaonik se izdeli na 5 delova od kojih su tri petouglovi
sa stranicama 1, 1, 1,

√
2,
√

2 a dva dela su polovine tog petougla.
Doka�e se da je dijametar svakog od tih skupova

√
5, i po Dirih-

leovom principu najmaǌe dve taqke pripadaju istom delu.

17. Za svaku tetivu posmatramo maǌi luk i ǌemu centralno simet-
riqni luk. Preqnik sa krajem na nekom od ta dva luka seqe
tu tetivu. Poxto je du�ina svakog luka ve�a od du�ine odgo-
varaju�e tetive, du�ina svih lukova je ve�a od 2 · 7π = 14π, a
to znaqi da je neka taqka na krugu pokrivena sa bar 8 lukova.
Preqnik sa krajem u toj taqki seqe 8 tetiva.

18. Posmatrajmo parove (1, 1996), (2, 1995), . . . , (998, 999). Zbir brojeva
u svakom paru je 1997. Ako izaberemo 998+n brojeva, zakǉuqujemo
da smo iz najmaǌe n od uoqenih parova izabrali oba broja. Zbir
2n brojeva iz tih n parova je 1997n.
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