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1◦ Svojstva polinoma

Monom po promenǉivoj x je izraz oblika cxk, gde je c konstanta i k nenega-
tivan ceo broj. Konstanta c mo�e biti na primer ceo, racionalan, realan ili
kompleksan broj.

Polinom po x je zbir konaqno mnogo monoma po x. Drugim reqima, to je izraz
oblika

P (x) = anx
n + an−1 + · · ·+ a1x+ a0. (∗)

Ako su u ovom izrazu samo dva ili tri sabirka razliqita od nule, onda je P
binom, odnosno trinom.

Konstante a0, . . . , an u (∗) su koeficijenti polinoma P . Skup polinoma sa
koeficijentima u skupu A oznaqavamo sa A[x] - tako je npr. R[x] skup polinoma
sa realnim koeficijentima.

U (∗) mo�emo pretpostaviti bez smaǌeǌa opxtosti da je an ̸= 0 (ako je an = 0,
sabirak anx

n se mo�e brisati bez meǌaǌa polinoma). Tada se eksponent n naziva
stepen polinoma P i oznaqava degP . Specijalno, polinomi prvog, drugog i
tre�eg stepena se nazivaju linearnim, kvadratnim i kubnim polinomima. Kon-
stantni nenula polinom ima stepen 0, dok se nula-polinomu P (x) ≡ 0 dodeǉuje
stepen −∞ iz razloga koji �e ubrzo postati jasni.

• Primer. P (x) = x3(x+ 1) + (1− x2)2 = 2x4 + x3 − 2x2 + 1 je polinom sa celim
koeficijentima stepena 4.

Q(x) = 0x2 −
√
2x+ 3 je linearni polinom sa realnim koeficijentima.

R(x) =
√
x2 = |x|, S(x) = 1

x i T (x) =
√
2x+ 1 nisu polinomi.
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Nad polinomima se mogu obavǉati osnovne raqunske operacije. Tako se oni
mogu sabirati, oduzimati i mno�iti, pri qemu �e rezultat tako�e biti polinom:

A(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, B(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm

A(x)±B(x) = (a0 − b0) + (a1 − b1)x+ · · · ,
A(x)B(x) = a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · ·+ anbmxm+n.

Odavde je oqigledno kako se ponaxaju stepeni polinoma pri ovim operacijama:

T.1.1 (i) deg(A±B) ≤ max(degA,degB), sa jednakox�u ako je degA ̸= degB.

(ii) deg(A ·B) = degA+ degB. 2
Konvencija po kojoj je deg 0 = −∞ je proistekla upravo iz ovog svojstva ste-

pena, jer jednakost pod (ii) ne bi va�ila da je drugaqije.
Za razliku od zbira, razlike i proizvoda, koliqnik dva polinoma nije obavez-

no polinom. Zato se umesto toga uvodi deǉeǌe sa ostatkom, sliqno celim bro-
jevima.

T.1.2 (Deǉeǌe sa ostatkom) Ako su dati polinomi A(x) i B(x) ̸= 0, tada postoje
jedinstveni polinomi Q(x) i R(x) takvi da je

A = BQ+R i degR < degB.

Dokaz. Neka je A(x) = anx
n + · · · + a0 i B(x) = bkx

k + · · · + b0, pri qemu je anbk ̸= 0.
Fiksirajmo k i koristimo indukciju po n. Za n < k tvr�eǌe je trivijalno;
pretpostavimo da je n = N ≥ k i da tvr�eǌe va�i za n < N . Tada je
A1(x) = A(x)− an

bk
xn−kB(x) polinom stepena maǌeg od n (jer mu je koeficijent

uz xn nula), pa po induktivnoj pretpostavci postoje polinomi Q1 i R takvi
da je A1 = BQ1 +R i degR. Me�utim, tada je i

A = BQ+R, gde je Q(x) =
an
bk

xn−k +Q1(x) . 2
Prethodno tvr�eǌe ne va�i za polinome vixe promenǉivih - na primer,

A(x, y) = x se ne mo�e podeliti sa B(x, y) = y tako da ostatak ima stepen maǌi
od 1. Ipak, neka druga veoma va�na svojstva, kao xto je npr. jedinstvena fak-
torizacija, ostaju na snazi i za polinome vixe promenǉivih.

• Primer. Pri deǉeǌu A(x) = x3 +x2 − 1 sa B(x) = x2 −x− 3 koliqnik je x+2,
a ostatak 5x+ 5, jer je

x3 + x2 − 1

x2 − x− 3
= x+ 2 +

5x+ 5

x2 − x− 3
.

Ka�e se da je polinom A deǉiv polinomom B ako je ostatak R pri deǉeǌu A
sa B jednak 0, tj. ako postoji polinom Q takav da je A = BQ.

T.1.3 (Bezuov stav) Polinom P (x) je deǉiv binomom x−a ako i samo ako je P (a) = 0.

Dokaz. Po deǉeǌu sa ostatkom postoje polinom Q i konstanta c takvi da je P (x) =
(x− a)Q(x) + c. Pri tom je P (a) = c, pa tvr�eǌe postaje oqigledno. 2
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Broj a se zove nula ili koren datog polinoma P (x) ako je P (a) = 0, tj. ako
(x− a) | P (x).

Na�i nulu polinoma f znaqi rexiti jednaqinu f(x) = 0. To nije uvek mogu�e
taqno uraditi. Na primer, dokazano je da je to nemogu�e u opxtem sluqaju kada
je f stepena 5 ili ve�eg. Ipak, nule polinoma se uvek mogu na�i sa proizvoǉnom
taqnox�u. Zapravo, f je neprekidna funkcija, pa ako je f(a) < 0 < f(b), tada f
ima nulu izme�u a i b. Zato je dovoǉno podeliti interval (a, b) na dovoǉno male
intervale - onaj u kome f meǌa znak mora da sadr�i bar jednu nulu.

• Primer. Polinom x2 − 2x− 1 ima dve realne nule: x1,2 = 1±
√
2.

Polinom x2 − 2x+2 nema realnih nula, ali ima dve kompleksne: x1,2 = 1± i.

Polinom x5 − 5x+ 1 ima nulu u intervalu [1.44, 1.441] koju ne mo�emo taqno
izraqunati.

Opxtije od Bezuovog stava, va�i slede�e jednostavno tvr�eǌe.

T.1.4 Ako je polinom P deǉiv polinom Q, onda je svaka nula polinoma Q ujedno
i nula polinoma P . 2

Zadatak 1. Za koje n je polinom xn + x− 1 deǉiv sa a) x2 − x+ 1, b) x3 − x+ 1?

Rexeǌe. a) Nule polinoma x2 −x+1 su ϵ1,2 = 1±i
√
3

2 . Ako x2 −x+1 deli xn +x− 1,
onda su ϵ1,2 nule polinoma xn + x− 1, tj. ϵni = 1− ϵi = ϵ−1

i . Kako je ϵk = 1 ako
i samo ako 6 | k, odgovor je n = 6i− 1.

b) Ako f(x) = x3 − x + 1 deli xn + x − 1, deli i xn + x3. To znaqi da svaka
nula polinoma f(x) zadovoǉava xn−3 = −1, a odatle sledi da ima modul 1.
Me�utim, f(x) ima nulu izme�u −2 i −1 (jer f(−2) < 0 < f(−1)) koja nije
modula 1. Dakle, takvo n ne postoji.

Svaki nekonstantan polinom sa koeficijentima u C ima nulu u skupu kom-
pleksnih brojeva. Ovo tvr�eǌe �emo dokazati kasnije, a dotad ga koristimo “na
veresiju”.

Slede�e tvr�eǌe je analogno teoremi o jedinstvenoj faktorizaciji prirodnog
broja na proste qinioce.

T.1.5 Polinom P (x) stepena n > 0 ima jedinstveno predstavǉaǌe u obliku

P (x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn),

ne raqunaju�i redosled qinilaca, gde su c ̸= 0 i x1, . . . , xn kompleksni bro-
jevi, ne obavezno razliqiti.

Dakle, polinom P ima najvixe degP = n razliqitih nula.

Dokaz. Prvo doka�imo jedinstvenost. Pretpostavimo da je

P (x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn) = d(x− y1)(x− y2) · · · (x− yn).

Pore�eǌe vode�ih koeficijenata daje c = d. Mo�e se smatrati bez smaǌeǌa
opxtosti da ne postoje i i j za koje je xi = yj (inaqe se qinilac x − xi

mo�e skratiti na obe strane). Tada je P (x1) = 0. S druge strane, P (x1) =
d(x1 − y1) · · · (x1 − yn) ̸= 0, kontradikcija.

Postojaǌe dokazujemo indukcijom po n. Sve je jasno ako je n = 1. Neka je
n > 1. Polinom P (x) ima kompleksnu nulu, recimo x1. Po Bezuovom stavu
je P (x) = (x − x1)P1(x) za neki polinom P1 stepena n − 1. Po induktivnoj
pretpostavci postoje kompleksni brojevi x2, . . . , xn za koje je P1(x) = c(x −
x2) · · · (x− xn), odakle sledi P (x) = c(x− x1) · · · (x− xn). 2
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Posledica: Ako polinomi P i Q imaju stepene ne ve�e od n i uzimaju jednake
vrednosti u n+ 1 razliqitoj taqki, onda su oni jednaki.

Grupixu�i jednake qinioce dobijamo kanonsku reprezentaciju:

P (x) = c(x− a1)
α1(x− a2)

α2 · · · (x− ak)
αk ,

pri qemu su αi prirodni brojevi i α1+· · ·+αk = n. Broj αi se naziva vixestruko-
x�u korena ai. Vredno je ista�i:

T.1.6 Polinom n-tog stepena ima taqno n kompleksnih nula brojanih sa vixestru-
kostima. 2

Polinome Q i R zovemo uzajamno prostim ako nemaju zajedniqkih nula. Ovo
je ekvivalentno uslovu da ne postoji nekonstantan polinom koji deli i Q i R,
xto je u analogiji sa pojmom uzajamno prostih celih brojeva. Slede�e tvr�eǌe
odmah sledi iz prethodne teoreme:

T.1.7 Ako je polinom P deǉiv uzajamno prostim polinomima Q i R, onda je deǉiv
polinomom Q ·R. 2
Napomena: To se mo�e dokazati bez korix�eǌa postojaǌa nula. Po Eukli-
dovom algoritmu primeǌenom na polinome postoje polinomi K i L takvi
da je KQ + LR = 1. Ako je P = QS = RT za neke polinome R,S, onda je
R(KT − LS) = KQS − LRS = S, odakle R | S i QR | QS = P .

Ako polinom P (x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0 ima realne koeficijente i kompleksnu

nulu ξ, tada je P (ξ) = anξn + · · ·+ a1ξ + a0 = P (ξ) = 0. Prema tome:

T.1.8 Ako je ξ nula realnog polinoma P (x), onda je to i ξ. 2
U faktorizaciji realnog polinoma P (x) na linearne qinioce mo�emo da gru-

pixemo kompleksne nule po konjugatima:

P (x) = c(x− r1) · · · (x− rk)(x− ξ1)(x− ξ1) · · · (x− ξl)(x− ξl),

gde su ri realne nule, ξ kompleksne i k + 2l = n = degP . Polinom (x− ξ)(x− ξ) =
x2−2Reξ+|ξ|2 = x2−pix+qi ima realne koeficijente koji zadovoǉavaju p2i −4qi < 0.
Dokazali smo slede�e tvr�eǌe:

T.1.9 Realni polinom P (x) ima jedinstvenu faktorizaciju (do na redosled qini-
laca) u obliku

P (x) = c(x− r1) · · · (x− rk)(x
2 − p1x+ q1) · · · (x2 − plx+ ql),

gde su ri i pj , qj realni brojevi sa p2i < 4qi i k + 2l = n. 2
Sledi da realan polinom neparnog stepena uvek ima neparan broj realnih

nula (dakle, bar jednu).

T.1.10 Ako je P (x) realan polinom koji za svako x ∈ R uzima nenegativnu vrednost,
tada je on predstavǉiv u obliku zbira kvadrata dva polinoma.

Dokaz. U faktorizaciji P (x) na linearne qinioce kao c(x − r1)
α1 · · · (x − ak)

αk(x −
ξ1)(x− ξ1) · · · (x− ξl)(x− ξl), svi αi moraju da budu parni i c > 0. Osim toga,
ako je (x−ξ1) · · · (x−ξl) = A(x)− iB(x), gde su A i B realni polinomi, onda je
i (x−ξ1) · · · (x−ξl) = A(x)+iB(x). Prema tome, (x−ξ1)(x−ξ1) · · · (x−ξl)(x−ξl) =

A(x)2 + B(x)2 i P (x) = (
√
c
∏k

i=1(x − ri)
αi/2A(x))2 + (

√
c
∏k

i=1(x − ri)
αi/2B(x))2.2
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Ovo tvr�eǌe ne va�i za polinome vixe promenǉivih - videti npr. zadatak
10.

2◦ Nule polinoma

U prvoj glavi smo videli neka osnovna svojstva nula polinoma. Sada �emo
ih dodatno ispitati, a na kraju glave �emo pokazati da svaki polinom zaista
ima nulu.

Kako su povezani koeficijenti i nule polinoma? Posmatrajmo moniqan poli-
nom

P (x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)

stepena n > 0. Na primer, upore�ivaǌem koeficijenata uz xn−1 na obe strane
dobijamo x1 + x2 + · · ·+ xn = −a1; sliqno, upore�ivaǌe slobodnih koeficijenata
daje x1x2 · · ·xn = (−1)nan. Opxtu vezu daju tzv. Vijetove formule, nekoliko
redova ispod.

Elementarni simetriqni polinomi po x1, . . . , xn su polinomi σ1, σ2, . . . , σn, gde
je

σk = σk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

xi1xi2 . . . xik ,

pri qemu se sumira po svim k-toqlanim podskupovima {i1, . . . , ik} od {1, 2, . . . , n}.
Izme�u ostalog, σ1 = x1+x2+ · · ·+xn i σn = x1x2 · · ·xn. Obiqno se dodefinixe

σ0 = 1 i σk = 0 za k > n.

T.2.1 (Vijetove formule) Ako su x1, x2, . . . , xn nule polinoma P (x) = xn + a1x
n−1 +

a2x
n−2 + · · ·+ an, tada je ak = (−1)kσk(x1, . . . , xn) za k = 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Indukcija po n. Sve je jasno za n = 1. Pretpostavimo da je n > 1. Napiximo
P (x) = (x−xn)Q(x), gde je Q(x) = (x−x1) · · · (x−xn−1), i odredimo koeficijent
ak polinoma P (x) uz xk. Kako su koeficijenti Q(x) uz xk−1 i xk redom
jednaki a′k−1 = (−1)k−1σk−1(x1, . . . , xn−1) i a′k = (−1)kσk(x1, . . . , xn−1), imamo

ak = −xna
′
k−1 + a′k = σk(x1, . . . , xn). 2

• Primer. Nule x1, x2, x3 polinoma P (x) = x3 − ax2 + bx − c zadovoǉavaju a =
x1 + x2 + x3, b = x1x2 + x2x3 + x3x1, c = x1x2x3.

Zadatak 2. Dokazati da polinom xn + 2nxn−1 + 2n2xn−2 + · · · ne mo�e da ima sve
realne nule.

Rexeǌe. Pretpostavimo da su sve ǌegove nule x1, x2, . . . , xn realne. One zadovo-
ǉavaju ∑

i

xi = −2n,
∑
i<j

xixj = 2n2.

Me�utim, po nejednakosti izme�u sredina va�i

∑
i<j

xixj =
1

2

(∑
i

xi

)2

− 1

2

∑
i

x2
i ≤ n− 1

2n

(∑
i

xi

)2

= 2n(n− 1),

kontradikcija.

Zadatak 3. Odrediti sve polinome oblika anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, gde je
aj ∈ {−1, 1} (j = 0, 1, . . . , n), koji imaju samo realne nule.

5



Rexeǌe. Neka su x1, . . . , xn nule datog polinoma. Tada je:

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = (

∑
i xi)

2 − 2(
∑

i<j xixj) = a2n−1 − 2an−2 ≤ 3;

x2
1x

2
2 · · ·x2

n = 1.

Po nejednakosti izme�u sredina druga jednakost povlaqi x2
1 + · · · + x2

n ≥ n,
odakle je n ≤ 3. Pri tom je sluqaj n = 3 mogu� samo ako su x1, x2, x3 = ±1.
Proverom lako dolazimo do svih rexeǌa: x± 1, x2 ± x− 1, x3 − x± (x2 − 1).

Da bismo dokazali da polinom nema sve realne nule, dovoǉna nam je samo
jedna kontradikcija. Paradoksalno, ako treba da poka�emo da polinom ima sve
realne nule, a nismo u mogu�nosti da ih sve odredimo, situacija se qesto us-
lo�ǌava.

Zadatak 4. Dokazati da su sve nule polinoma f(x) = x(x − 2)(x − 4)(x − 6) + (x −
1)(x− 3)(x− 5)(x− 7) realne.

Rexeǌe. Kako je f(−∞) = f(∞) = +∞, f(1) < 0, f(3) > 0 i f(5) < 0, polinom f
ima realnu nulu na svakom od intervala (−∞, 1), (1, 3), (3, 5), (5,∞), xto je
ukupno qetiri.

Kao xto je ve� reqeno, u nekim specijalnim sluqajevima je mogu�e taqno
odrediti nule datog polinoma f . Sluqaj polinoma stepena 1 ili 2 je bio poznat
jox u starom veku. Poznata formula vredna pam�eǌa daje rexeǌa kvadratne
jednaqine ax2 + bx+ c = 0 (a ̸= 0) u obliku

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Izraz pod korenom D = b2 − 4ac nazivamo diskriminantom kvadratne jednaqine
ax2 + bx + c = 0. Vidimo da ona ima dva realna rexeǌa ako je D ≥ 0, i nema
realnih rexeǌa ako je D < 0.

Kada je f stepena 3 ili 4, rexeǌe jednaqine u obliku (nepraktiqnih) formula
dali su italijanski matematiqari Tartaǉa i Ferari u 16-tom veku. Pokaza�emo
Tartaǉin metod rexavaǌa kubne jednaqine.

Pre svega, smenom x = y − a/3 svodimo kubnu jednaqinu x3 + ax2 + bx+ c = 0 sa
realnim koeficijentima na jednaqinu oblika

y3 + py + q = 0, gde je p = b− a2

3
, q = c− ab

3
+

2a3

27
.

Stavǉaju�i y = u + v dobijamo jednaqinu u3 + v3 + (3uv + p)y + q = 0. Me�utim,
u i v jox uvek imaju jedan stepen slobode, xto znaqi da je dozvoǉeno vezati ih
uslovom 3uv + p = 0. Tako naxa jednaqina postaje sistem

uv = −p

3
, u3 + v3 = −q

koji se jednostavno rexava: u3 i v3 su rexeǌa kvadratne jednaqine t2+qt− p3

27 = 0,
pri qemu uv = −p/3 mora da bude realno. Tako dolazimo do rexeǌa:

T.2.2 (Kardanovi obrasci) Rexeǌa jednaqine y3 + py + q = 0 sa p, q ∈ R su

yi = ϵj
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+ ϵ−j 3

√
−q

2
−
√

q2

4
+

p3

27
, j = 0, 1, 2,

gde je ϵ = cos 2π
3 + i sin 2π

3 primitivni kubni koren jedinice. 2
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Diskriminanta jednaqine y3 + py + q je D = −108
(

q2

4 + p3

27

)
. U opxtem sluqaju,

diskriminanta kubne jednaqine ax3 + bx2 + cx+ d = 0 je

D = b2c2 − 4ac3 − 4db3 + 18abcd− 27a2d2.

Kubna jednaqina ima tri realna rexeǌa ako je ǌena diskriminanta D nenega-
tivna; u suprotnom, ona ima taqno jedno realno rexeǌe.

Za polinom P (x) = anx
n + · · · + a0 n-tog stepena sa (ne obavezno razliqitim)

nulama x1, . . . , xn, diskriminanta se definixe kao

D = a2n−2
n

∏
i<j

(xi − xj)
2.

Ova formula je u skladu sa ve� datim definicijama za n = 2, 3. Pokazuje se da se
D, kao simetriqan polinom po x1, . . . , xn, mo�e predstaviti kao homogen polinom
stepena 2n − 2 po koeficijentima a0, . . . , an. Ako su sve nule xi realne, jasno je
da je D ≥ 0. Me�utim, za n ≥ 4 drugi smer ne va�i.

Polinom f(x) = anx
n+ · · ·+a1x+a0 je simetriqan ako je an−i = ai za sve i. Ako

je deg f = n neparno, −1 je nula polinoma f i polinom f(x)/(x+1) je simetriqan.
Ako je n = 2k parno, tada je

f(x)/xk = a0(x
k + x−k) + · · ·+ ak−1(x+ x−1) + ak

polinom po y = x + x−1, jer je to svaki od izraza xi + x−i (videti 4. zadatak u
glavi 9). Tako je x2 + x−2 = y2 − 2, x3 + x−3 = y3 − 3y, itd. Ovo svodi jednaqinu
f(x) = 0 na jednaqinu stepena n/2.

Zadatak 5. Dokazati da polinom f(x) = x6 − 2x5 + x4 − 2x3 + x2 − 2x+ 1 ima taqno
qetiri nule modula 1.

Rexeǌe. Stavimo y = x+ x−1. Tada je

f(x)

x3
= g(y) = y3 − 2y2 − 2y + 2.

Primetimo da je x modula 1 ako i samo ako je x = cos t + i sin t za neko t,
a tada je y = 2 cos t; obratno, iz y = 2 cos t sledi x = cos t ± i sin t. Drugim
reqima, |x| = 1 ako i samo ako je y realno i −2 ≤ y ≤ 2, pri qemu svakom
takvom y odgovaraju dve vrednosti x ako je y ̸= ±2. Prema tome, ostaje samo
da poka�emo da g(y) ima taqno dve realne nule u intervalu (−2, 2). Za to je
dovoǉno primetiti da je g(−2) = −10, g(0) = 2, g(2) = −2, i da prema tome g
ima po jednu nulu u svakom od intervala (−2, 0), (0, 2) i (2,∞).

3◦ Polinomi sa celim koeficijentima

Posmatrajmo polinom P (x) = anx
n + · · · + a1x + a0 sa celim koeficijentima.

Razlika P (x)− P (y) se mo�e napisati u obliku

an(x
n − yn) + · · ·+ a2(x

2 − y2) + a1(x− y),

u kojem su svi sabirci deǉivi polinomom x− y. Tako dolazimo do jednostavnog
ali veoma va�nog aritmetiqkog svojstva polinoma iz Z[x]:
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T.3.1 Ako je P polinom sa celim koeficijentima, tada je P (a) − P (b) deǉivo sa
a− b za sve razliqite cele brojeve a i b.

Specijalno, sve celobrojne nule polinoma P dele P (0). 2
Va�i sliqno tvr�eǌe za racionalne nule polinoma P (x) ∈ Z[x].

T.3.2 Ako je racionalan broj p/q (p, q ∈ Z, q ̸= 0, nzd(p, q) = 1) nula polinoma
P (x) = anx

n + · · ·+ a0 sa celim koeficijentima, onda p | a0 i q | an.
Dokaz. Imamo

qnP

(
p

q

)
= anp

n + an−1p
n−1q + · · ·+ a0q

n.

Svi sabirci osim mo�da prvog su deǉivi sa q i svi osim mo�da posledǌeg
su deǉivi sa p. Prema tome, q | anpn i p | a0qn, odakle sledi tvr�eǌe. 2

Zadatak 6. Polinom P (x) ∈ Z[x] uzima vrednosti ±1 u tri razliqite celobrojne
taqke. Dokazati da on nema celobrojnih nula.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, da su a, b, c, d celi brojevi takvi da je P (a),
P (b), P (c) ∈ {−1, 1} i P (d) = 0. Tada je po prethodnom tvr�eǌu 1 deǉivo
razliqitim celim brojevima a− d, b− d i c− d, kontradikcija.

Zadatak 7. Neka je P (x) polinom sa celim koeficijentima. Dokazati da ako je
P (P (· · ·P (x) · · · )) = x za neki ceo broj x (gde je P primeǌeno n puta), onda
P (P (x)) = x.

Rexeǌe. Posmatrajmo niz dat sa x0 = x i xk+1 = P (xk) za k ≥ 0. Neka je xk = x0.
Znamo da

di = xi+1 − xi | P (xi+1)− P (xi) = xi+2 − xi+1 = di+1

za sve i, a kako je dk = d0, mora da va�i |d0| = |d1| = · · · = |dk|.
Pretpostavimo da je d1 = d0 = d ̸= 0. Tada je d2 = d (u suprotnom imamo
x3 = x1 te se u nizu vixe nikad ne�e pojaviti x0); sliqno d3 = d, itd, pa je
xk = x0+kd ̸= x0 za sve k, kontradikcija. Sledi da je d1 = −d0, pa je x2 = x0.

Treba napomenuti da polinom koji u svim celobrojnim taqkama uzima cele
vrednosti nije obavezno polinom sa celim koeficijentima, kao xto se vidi na
primeru polinoma x(x−1)

2 .

T.3.3 Ako je vrednost polinoma P (x) celobrojna za svaki ceo broj x, tada postoje
celi brojevi c0, . . . , cn takvi da je

P (x) = cn

(
x

n

)
+ cn−1

(
x

n− 1

)
+ · · ·+ c0

(
x

0

)
.

Va�i i obratno tvr�eǌe.

Dokaz. Koristimo indukciju po n. Za n = 1 tvr�eǌe je trivijalno; neka je
n > 1. Polinom Q(x) = P (x+1)−P (x) je stepena n−1 i uzima cele vredonsti
u celim taqkama, pa po induktivnoj pretpostavci postoje a0, . . . , an−1 ∈ Z
takvi da je

Q(x) = an−1

(
x

n− 1

)
+ · · ·+ a0

(
x

0

)
.
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Za svako celo x > 0 va�i P (x) = P (0)+Q(0)+Q(1)+ · · ·+Q(x−1). Koriste�i
jednakost

(
0
k

)
+
(
1
k

)
+ · · ·+

(
x−1
k

)
=
(

x
k+1

)
za svaki ceo broj k dobijamo tra�eno

predstavǉaǌe P (x):

P (x) = an−1

(
x

n

)
+ · · ·+ a0

(
x

1

)
+ P (0). 2

Zadatak 8. Pretpostavimo da je, za dati prirodan broj m i polinom R(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a0, R(x) ceo broj deǉiv sa m kad god je x ceo broj.

Dokazati da je tada n!an deǉivo sa m.

Rexeǌe. Primenimo prethodnu teoremu na polinom 1
mR(x) (sa istim oznakama).

Vode�i koeficijent ovog polinoma �e biti jednak cn + ncn−1 + · · · + n!c0,
odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

4◦ Nerastavǉivost polinoma

Za polinom P (x) sa celim koeficijentima ka�emo da je nerastavǉiv ili ire-
ducibilan nad Z[x] ako se ne mo�e predstaviti u obliku proizvoda dva nekon-
stantna polinoma sa celim koeficijentima.

• Primer. Svaki polinom drugog ili tre�eg stepena koji nema racionalnih
nula je nerastavǉiv nad Z. Takvi su npr. x2 − x− 1 i 2x3 − 4x+ 1.

Analogno se definixe (ne)rastavǉivost nad skupom polinoma sa, recimo,
racionalnim, realnim ili kompleksnim koeficijentima. Ipak, od navedenih,
samo rastavǉivost nad Z[x] je zanimǉiva. Gausova lema (dole) tvrdi da je
rastavǉivost nad Q[x] ekvivalentna rastavǉivosti nad Z[x]. Tako�e, ve� smo
utvrdili da je realan polinom uvek rastavǉiv na qinioce u R[x] stepena 1 ili
2, dok je kompleksan polinom uvek rastavǉiv na linearne qinioce u C[x].

T.4.1 (Gausova lema) Ako je polinom P (x) sa celim koeficijentima rastavǉiv nad
Q[x], onda je on rastavǉiv i nad Z[x].

Dokaz. Pretpostavimo da je P (x) = anx
n + · · · + a0 = Q(x)R(x) ∈ Z[x], gde su Q(x)

i R(x) nekonstantni polinomi sa racionalnim koeficijentima. Neka su
q i r najmaǌi prirodni brojevi takvi da polinomi qQ(x) = qkx

k + · · · +
q0 i rR(x) = rmxm + · · · + r0 imaju cele koeficijente. Tada je qrP (x) =
qQ(x) · rR(x) razlagaǌe polinoma qrP (x) na proizvod dva polinoma iz Z[x].
Konstruisa�emo takvo razlagaǌe za P (x).

Neka je p proizvoǉan prost delilac broja q. Svi koeficijenti P (x) su
deǉivi sa p. Neka je i takvo da p | q0, q1, . . . , qi−1 i p - qi. Imamo p | ai =
q0ri+ · · ·+ qir0 ≡ qir0 (mod p), odakle p | r0. Daǉe, p | ai+1 = q0ri+1+ · · ·+ qir1+
qi+1r0 ≡ qir1 (mod p), odakle p | r1. Nastavǉaju�i na ovaj naqin dobijamo
p | rj za sve j. Prema tome, rR(x)/p ima cele koeficijente. Ovako smo
dobili razlagaǌe rq

p P (x) na proizvod polinoma iz Z[x]. Biraju�i druge
vrednosti za p i nastavǉaju�i ovaj postupak dobijamo �eǉeno razlagaǌe
samog polinoma P (x). 2

Nadaǉe, osim ako drugaqije naglasimo, pod nerastavǉivox�u podrazumevamo
nerastavǉivost nad Z[x].
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Zadatak 9. Ako su a1, a2, . . . , an razliqiti celi brojevi, dokazati da je polinom
P (x) = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an)− 1 ireducibilan.

Rexeǌe. Pretpostavimo da je P (x) = Q(x)R(x) za neke nekonstantne polinome
Q,R ∈ Z[x]. Kako je Q(ai)R(ai) = −1 za i = 1, . . . , n, va�i Q(ai) = 1 i R(ai) = −1
ili Q(ai) = −1 i R(ai) = 1, a u oba sluqaja je Q(ai) + R(ai) = 0. Sledi da
polinom Q(x)+R(x) (koji oqigledno nije nula-polinom) ima n nula a1, . . . , an
xto je nemogu�e jer je ǌegov stepen maǌi od n.

T.4.2 (Proxireni Ajzenxtajnov kriterijum) Neka je P (x) = anx
n + · · · + a1x + a0

polinom sa celim koeficijentima. Ako postoje prost broj p i ceo broj
k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} takav da

p | a0, a1, . . . , ak, p - ak+1 i p2 - a0,

tada P (x) ima nerastavǉivi faktor stepena ve�eg od k.

Specijalno, ako se p mo�e uzeti tako da je k = n − 1, tada je P (x) neras-
tavǉiv.

Dokaz. Sliqno dokazu Gausove leme. Pretpostavimo da je P (x) = Q(x)R(x), gde su
Q(x) = qkx

k + · · · + q0 i R(x) = rmxm + · · · + r0 polinomi iz Z[x]. Kako je
a0 = q0r0 deǉivo sa p, a nije sa p2, taqno jedan od q0, r0 je deǉiv sa p. Neka
p | q0 i p - r0. Sada, p | a1 = q0r1 + q1r0, odakle p | q1r0, tj. p | q1, i tako
daǉe. Ovako zakǉuqujemo da su svi koeficijenti q0, q1, . . . , qk deǉivi sa p,
ali p - qk+1. Sledi da je degQ ≥ k + 1.

Zadatak 10. Za ceo broj n > 1 posmatrajmo polinom f(x) = xn+5xn−1+3. Dokazati
da ne postoje polinomi g(x), h(x) sa celim koeficijentima i stepenom ve�im
od 0 takvi da je f(x) = g(x)h(x).

Rexeǌe. Po (proxirenom) Ajzenxtajnovom kriterijumu, f ima ireducibilni fak-
tor qiji je stepen bar n − 1. Kako f nema celobrojnih nula, mora biti
ireducibilan.

Zadatak 11. Ako je p prost broj, dokazati da je polinom Φp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1
ireducibilan.

Rexeǌe. Umesto Φp(x) posmatra�emo Φp(x+1) i pokaza�emo da je on ireducibilan.
Odatle jasno sledi tvr�eǌe. Imamo

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
= xp−1 +

(
p

p− 1

)
xp−2 + · · ·+

(
p

2

)
x+ p.

Ovaj polinom zadovoǉava sve pretpostavke Ajzenxtajnovog kriterijuma na
osnovu kojeg je ireducibilan.

Ponekad je u ispitivaǌu rastavǉivosti nekog polinoma od koristi ispitati
ǌegove nule i ǌihove module. Slede�i zadaci to dobro ilustruju.

Zadatak 12. Dokazati da je polinom P (x) = xn + 4 rastavǉiv nad Z[x] ako i samo
ako je n deǉivo sa 4.

Rexeǌe. Sve nule polinoma P imaju jednak modul 22/n. Ako su Q i R polinomi
iz Z[x] i degQ = k, tada je |Q(0)| proizvod modula nula polinoma Q i jednak
je 22k/n, i poxto je to ceo broj, zakǉuqujemo da je n = 2k.

Ako je k neparno, polinom Q ima realnu nulu, xto je nemogu�e jer P (x) nema
realnih nula. Dakle, 2 | k i 4 | n.
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Onda kada se nule ne mogu taqno odrediti, treba na�i dovoǉno dobru ocenu.
Proceniti kompleksnu nulu polinoma nije uvek jednostavno. Glavno oru�e koje
nam je pri ruci je nejednakost trougla izme�u kompleksnih brojeva:

|x| − |y| ≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Posmatrajmo polinom P (x) = anx
n + an−kxn− k + · · ·+ a1x+ a0 sa kompleksnim

koeficijentima (an ̸= 0). Neka je α ǌegova nula. Ako je M realan broj takav da
je |ai| < M |an| za sve i, va�i

0 = |P (α)| ≥ |an||α|n −M |an|(|α|n−k + · · ·+ |α|+ 1) > |an||α|n
(
1− M

|α|k−1(|α| − 1)

)
,

odakle je |α|k−1(|α| − 1) < M . Tako dolazimo do jedne ocene:

T.4.3 Neka je P (x) = anx
n+ · · ·+a0 kompleksan polinom sa an ̸= 0 i M = max

0≤k<n

∣∣∣∣akan
∣∣∣∣.

Ako je an−1 = · · · = an−k+1 = 0, tada su svi koreni polinoma P po modulu
maǌi od 1 + k

√
M .

Specijalno, u sluqaju k = 1, svaka nula polinoma P (x) je po modulu maǌa
od M + 1. 2

Zadatak 13. Ako je an . . . a1a0 dekadni zapis prostog broja i an > 1, dokazati da
je polinom P (x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 nerastavǉiv. (BMO 1989.2)

Rexeǌe. Pretpostavimo da su Q i R nekonstantni polinomi iz Z[x] sa Q(x)R(x) =
P (x). Neka su x1, . . . , xk nule polinoma Q i xk+1, . . . , xn nule R. Po uslovu
zadatka je P (10) = Q(10)R(10) prost broj, pa mo�emo bez smaǌeǌa opxtosti
smatrati da je

|Q(10)| = (10− x1)(10− x2) · · · (10− xk) = 1.

Me�utim, po teoremi o proceni korena, svaka nula xi je po modulu maǌa od
1+9/2 = 11/2 < 9; prema tome |10−xi| > 1 za sve i, xto gorǌu jednakost qini
nemogu�om.

Zadatak 14. Neka je p > 2 prost broj i neka je P (x) = xp − x+ p.

(a) Dokazati da su sve nule polinoma P po modulu maǌe od p
1

p−1 .

(b) Dokazati da je polinom P (x) ireducibilan.

Rexeǌe. (a) Neka je y nula polinoma P . Tada je |y|p − |y| ≤ |yp − y| = p. Odavde
sledi da ako je |y| ≥ p

1
p−1 , onda je

|y|p − |y| ≥ (p− 1)p
1

p−1 > p,

xto je kontradikcija. Ovde smo koristili nejednakost p
1

p−1 > p
p−1 koja sledi

npr. iz binomnog razvoja pp−1 = ((p− 1) + 1)p−1.

(b) Pretpostavimo da je P (x) proizvod dva nekonstantna polinoma Q(x) i
R(x) sa celim koeficijentima. Jedan od ova dva polinoma, recimo Q, ima
slobodan qlan jednak ±p. S druge strane, nule x1, . . . , xk polinoma Q zado-
voǉavaju |x1|, . . . , |xk| < p

1
p−1 na osnovu dela (a), i x1 · · ·xk = ±p, odakle sledi

da je k ≥ p, a to je nemogu�e.
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5◦ Interpolacija polinoma

Polinom n-tog stepena qije su vrednosti date u n + 1 taqaka jednoznaqno je
odre�en. ǋegovo odre�ivaǌe naziva se interpolacija. Pretpostavimo, dakle,
da je P polinom n-tog stepena i da je dato P (xi) = yi u razliqitim taqkama
x0, x1, . . . , xn. Postoje jedinstveni polinomi E0, E1, . . . , En n-tog stepena takvi da
je Ei(xi) = 1 i Ei(xj) = 0 za j ̸= i. Tada polinom

P (x) = y0E0(x) + y1E1(x) + · · ·+ ynEn(x)

ima tra�ene osobine: zaista, P (xi) =
∑

j yjEj(xi) = yiEi(xi) = yi. Preostaje jox
samo da se prona�u odgovaraju�i polinomi E0, . . . , En. Polinom koji se anulira u
n taqaka xj, j ̸= i, deǉiv je sa

∏
j ̸=i(x−xj), i sad lako dobijamo Ei(x) =

∏
j ̸=i

(x−xj)
(xi−xj)

.
Tako smo dobili:

T.5.1 (Lagran�ov interpolacioni polinom) Za date brojeve y0, . . . , yn i razliqite
x0, . . . , xn postoji jedinstven polinom P (x) n-tog stepena takav da je P (xi) = yi
za i = 0, 1, . . . , n i on je dat formulom

P (x) =
n∑

i=0

yi
∏
j ̸=i

(x− xj)

(xi − xj)
. 2

• Primer. Na�i kubni polinom Q takav da je Q(i) = 2i za i = 0, 1, 2, 3.

Rexeǌe. Q(x) = (x−1)(x−2)(x−3)
−6 + 2x(x−2)(x−3)

2 + 4x(x−1)(x−3)
−2 + 8x(x−1)(x−2)

6 =
x3+5x+6

6 .

Da bi se izraqunala vrednost polinoma u nekoj taqki, ponekad nije potrebno
raqunati Lagran�ov polinom. Lagran�ov polinom zapravo ima neprijatnu os-
obinu da daje odgovor u zapetǉanom obliku.

• Primer. Ako polinom P n-tog stepena uzima vrednost 1 u taqkama 0, 2, 4, . . . ,
2n, izraqunati P (−1).

Rexeǌe. P (x) je naravno identiqki jednak 1, i P (−1) = 1. Ali ako primenimo
Lagran�ov polinom, evo xta �emo dobiti:

P (−1) =
n∑

i=0

∏
j ̸=i

1− 2i

(2j − 2i)
=

n∑
i=0

∏
j ̸=i

−1− 2j

(2i− 2j)
=

(2n+ 1)!!

2n

n+1∑
i=1

(−1)n−i

(2i+ 1)i!(n− i)!
.

Umesto toga, qesto je korisno posmatrati konaqnu razliku polinoma P koja se
definixe kao P [1](x) = P (x+ 1)− P (x) i koja je stepena za 1 maǌeg nego P . Daǉe
definixemo k-tu konaqnu razliku, P [k] = (P [k−1])[1], koja ima stepen n− k (gde je
n = degP ). Opxti oblik P [k] je

P [k](x) =

k∑
i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
P (x+ i),

xto se pokazuje jednostavnom indukcijom. Izme�u ostalog, P [n] je konstantno i
P [n+1] = 0, odakle dobijamo jednakosti

T.5.2 P (x+ n+ 1) = P (x+ n) +
n∑

i=1

P [i](x+ n− i) =
n∑

i=0

(−1)n−i

(
n+ 1

i

)
P (x+ i). 2

12



Zadatak 15. Polinom P stepena n zadovoǉava P (i) =
(
n+1
i

)−1
za i = 0, 1, . . . , n.

Odrediti P (n+ 1).

Rexeǌe. Imamo

0 =

n+1∑
i=0

(−1)i
(
n+ 1

i

)
P (i) = (−1)n+1P (n+ 1) +

{
1, 2 | n;
0, 2 - n.

Sledi da je P (n+ 1) =

{
1, 2 | n;
0, 2 - n.

Zadatak 16. Ako je P (x) polinom parnog n-tog stepena, P (0) = 1 i P (i) = 2i−1 za
i = 1, . . . , n, dokazati da je P (n+ 2) = 2P (n+ 1)− 1.

Rexeǌe. Vidimo da je P [1](0) = 0 i P [1](i) = 2i−1 za i = 1, . . . , n − 1; daǉe je
P [2](0) = 1 i P [2](i) = 2i−1 za i = 1, . . . , n − 2, itd. Uopxte, lako se vidi da
va�i P [k](i) = 2i−1 za i = 1, . . . , n− k i P [k](0) je 0 ako je k neparno i 1 ako je
parno. Sada je

P (n+1) = P (n)+P [1](n) = · · · = P (n)+P [1](n−1)+· · ·+P [n](0) =

{
2n, 2 | n;
2n − 1, 2 - n.

Sliqno, P (n+ 2) = 22n+1 − 1.

6◦ Izvod polinoma

Prvih par redova iskoristi�emo da ponovimo najosnovnije qiǌenice difer-
encijalnog raquna.

Izvod realne ili kompleksne funkcije f definisane na podskupu R (ili C) u
taqki a, ako postoji, je f ′(a) = limt→0

f(a+t)−f(a)
t - tada ka�emo da je f diferenci-

jabilna u a. Za proizvoǉne diferencijabilne funkcije f i g i c ∈ R va�i

(cf)′ = cf ′; (f + g)′ = f ′ + g′; (fg)′ = f ′g + fg′;
(

f
g

)′
= f ′g−fg′

g2

f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x); (ln f)′ = f ′

f .

Polinom P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 je diferencijabilan u svakoj
taqki, i ǌegov izvod je dat izrazom

P ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1.

Obrnuta operacija, neodre�eni integral, je data izrazom∫
P (x)dx =

an
n+ 1

xn+1 +
an−1

n
xn + · · ·+ a0x+ C.

Izvodi dobro aproksimiraju tok funkcije u okolini date taqke, kao xto se
vidi iz Tejlorovog razvoja funkcije f :

T.6.1 Ako je funkcija f n puta neprekidno diferencijabilna u taqki a, u nekoj
okolini taqke a (za malo t) va�i

f(a+ t) = f(a) + f ′(a)t+
f ′′(a)

2!
t2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
tn + o(tn). 2
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Specijalno, ako je f polinom stepena n, qlan o(tn) je identiqki jednak nuli.
Slede�e tvr�eǌe tako�e va�i za sve diferencijabilne funkcije.

T.6.2 (Rolova teorema) Izme�u svake dve realne nule realnog polinoma P (x)
nalazi se bar jedna nula polinoma P ′(x).

(Posledica: ako P (x) ima sve realne nule, onda i P ′(x) ima sve realne nule.)

Dokaz. Neka su a < b dve nule polinoma P , neka je bez smaǌeǌa opxtosti P ′(a) >
0 i neka je c taqka intervala [a, b] u kojoj P uzima maksimalnu vrednost
(takva taqka postoji jer je interval [a, b] kompaktan). Znamo da va�i P (x) =
P (c) + (x − c)[P ′(c) + o(1)]. Ako je npr. P ′(c) > 0 (sluqaj P ′(c) < 0 sliqno
vodi kontradikciji), va�ilo bi P (x) > P (c) u nekoj maloj okolini c, xto
je kontradikcija. Mogu�e je jedino P ′(c) = 0, pa je c nula polinoma P ′(x)
izme�u a i b. 2

Sada �emo dati obe�ani dokaz tvr�eǌa da svaki polinom ima kompleksnu
nulu. Ova veoma va�na teorema ima vixe dokaza, od kojih ve�ina koristi osnovne
qiǌenice iz kompleksne analize ili topologije.

T.6.3 (Osnovna teorema algebre) Svaki nekonstantni kompleksni polinom P (x)
ima nulu u skupu kompleksnih brojeva.

Dokaz. Neka je P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a0. Za dovoǉno veliko R, na primer

R > 1 + 2|a0| + |a1| + · · · + |an−1|, u svim taqkama x sa |x| = R imamo |P (x)| ≥
|xn| − |an−1x

n−1 + · · · + a0| > |a0|. Posmatrajmo neprekidnu funkciju |P (x)|
na kompaktnom skupu {x ∈ C | |x| ≤ R}. Po teoremi o ekstremnoj vrednosti,
ona dosti�e svoju minimalnu vrednost na tom skupu u nekoj taqki c, i ona
zadovoǉava |c| < R. Pokaza�emo da je P (c) = 0.

Pretpostavimo da je |P (c)| > 0 i neka je P ′(c) ̸= 0. Kako je P (c + t) = P (c) +
tP ′(c)+o(t), odaberimo t u pravcu koliqnika −P (c)/P ′(c), tj. t = −rP (c)/P ′(c)
za neko r > 0, r ∈ R. Tada je P (c+ t) = (1− r)P (c) + o(r), xto je maǌe od P (c)
za dovoǉno malo r, a to je kontradikcija.

Na sliqan naqin postupamo i ako je P ′(c) = 0. Neka je P ′(c) = · · · =
P (k−1)(c) = 0 ̸= P (k)(c). Primetimo da takvo k postoji, jer je npr. P (n)(c) =
n!an ̸= 0. Tada je po Tejlorovom razvoju P (c+ t) = P (c) + P (k)(c)tk/k! + o(tk).
Ako odaberemo t takvo da je tk = −rP (c)/P (k)(c) za neko r > 0, r ∈ R, ima�emo
P (c + t) = (1 − r)P (c) + o(r), xto je opet maǌe od P (c) za dovoǉno malo r,
kontradikcija. 2

Onda kada polinom P nije zadat pomo�u koeficijenata ve� kanonski, kao
P (x) = (x − x1)

k1 · · · (x − xn)
kn , pogodniji izraz za izvod se dobija korix�eǌem

pravila za logaritamski izvod ili izvod proizvoda:

P ′(x) = P (x)

(
k1

x− x1
+ · · ·+ kn

x− xn

)
.

Sliqna formula se mo�e dobiti i za drugi izvod.

Zadatak 17. Pretpostavimo da realni brojevi 0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1
zadovoǉavaju

n+1∑
j=0, j ̸=i

1

xi − xj
= 0 za i = 1, 2, . . . , n. (1)

Dokazati da va�i xn+1−i = 1− xi za i = 1, 2, . . . , n.
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Rexeǌe. Neka je P (x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)(x− xn+1). Imamo

P ′(x) =

n+1∑
j=0

P (x)

x− xj
i P ′′(x) =

n+1∑
j=0

∑
k ̸=j

P (x)

(x− xj)(x− xk)
.

Odatle je

P ′′(xi) = 2P ′(xi)
∑
j ̸=i

1

(xi − xj)

za i = 0, 1, . . . , n+ 1, pa iz uslova sledi P ′′(xi) = 0 za i = 1, 2, . . . , n. Otuda

x(x− 1)P ′′(x) = (n+ 2)(n+ 1)P (x).

Lako se vidi da postoji jedinstven moniqan polinom stepena n+2 koji zado-
voǉava gorǌu diferencijalnu jednaqinu - dovoǉno je uporediti koefici-
jente na obe strane jednaqine. S druge strane, polinom Q(x) = (−1)nP (1−x)
tako�e zadovoǉava tu jednaqinu i moniqan je, stepena n + 2, pa mora biti
(−1)nP (1− x) = P (x), odakle sledi tvr�eǌe.

Ono xto daje izvodu polinoma posebnu upotrebnu vrednost jeste ǌegovo qu-
vaǌe vixestrukih nula polinoma.

T.6.4 Ako (x− α)k | P (x), onda (x− α)k−1 | P ′(x).

Dokaz. Ako je P (x) = (x− α)kQ(x), onda je P ′(x) = (x− α)kQ′(x) + k(x− α)k−1Q(x). 2
Zadatak 18. Odrediti realni polinom P (x) stepena najvixe 5 takav da P (x) daje

redom ostatke −1 i 1 pri deǉeǌu sa (x− 1)3 i (x+ 1)3.

Rexeǌe. Ako P (x) + 1 ima trostruku nulu u taqki 1, onda ǌegov izvod P ′(x) ima
dvostruku nulu u toj taqki. Sliqno, P ′(x) ima dvostruku nulu i u taqki
−1. Sledi da je P ′(x) deǉivo polinomom (x− 1)2(x+ 1)2. Me�utim, P ′(x) je
stepena najvixe 4, odakle je

P ′(x) = c(x− 1)2(x+ 1)2 = c(x4 − 2x2 + 1)

za neku konstantu c. Sada je P (x) = c( 15x
5− 2

3x
3+x)+d za neke realne brojeve

c i d. Iz uslova P (−1) = 1 i P (1) = −1 dobijamo c = −15/8, d = 0 i

P (x) = −1

8
(3x5 − 10x3 + 15x).

Zadatak 19. Za date polinome P (x) i Q(x) i proizvoǉno k ∈ C, oznaqimo

Pk = {z ∈ C | P (z) = k} i Qk = {z ∈ C | Q(z) = k}.

Ako je P0 = Q0 i P1 = Q1, dokazati da mora biti P (x) = Q(x).

Rexeǌe. Pretpostavi�emo bez smaǌeǌa opxtosti da je n = degP ≥ degQ. Neka je
P0 = {z1, z2, . . . , zk} i P1 = {zk+1, zk+2, . . . , zk+m}. Polinomi P i Q se poklapaju
u k+m taqaka z1, z2, . . . , zk+m. Nax rezultat �e slediti ako poka�emo da je
k +m > n.

Po uslovu je

P (x) = (x− z1)
α1 · · · (x− zk)

αk = (x− zk+1)
αk+1 · · · (x− zk+m)αk+m + 1
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za neke prirodne brojeve α1, . . . , αk+m. Posmatrajmo P ′(x). Znamo da je on
deǉiv sa (x− zi)

αi−1 za i = 1, 2, . . . , k +m; dakle,

k+m∏
i=1

(x− zi)
αi−1 | P ′(x).

Odatle imamo 2n−k−m = deg
∏k+m

i=1 (x−zi)
αi−1 ≤ degP ′ = n−1, tj. k+m ≥ n+1,

xto smo i �eleli.

Istu ideju mo�emo da iskoristimo i u dokazu slede�eg zanimǉivog tvr�eǌa
koje se pokazalo veoma korisnim u dokazivaǌu da neke diofantske jednaqine za
polinome nemaju rexeǌa.

T.6.5 (Mejson) Ako su A,B i C uzajamno prosti polinomi sa A + B = C, onda je
stepen svakog od polinoma A,B,C maǌi od broja razliqitih nula polinoma
ABC.

Dokaz. Neka je

A(x) =

k∏
i=1

(x− pi)
ai , B(x) =

l∏
i=1

(x− qi)
bi , C(x) =

m∏
i=1

(x− ri)
ci .

Napiximo datu jednakost kao A(x)/C(x) + B(x)/C(x) = 1 i diferencirajmo
je po x. Dobijamo

A(x)

C(x)

(
k∑

i=1

ai
x− pi

−
m∑
i=1

ci
x− ri

)
= −B(x)

C(x)

(
l∑

i=1

bi
x− qi

−
m∑
i=1

ci
x− ri

)
,

iz qega vidimo da se A(x)/B(x) mo�e predstaviti kao koliqnik dva polinoma
stepena ne ve�eg od k + l +m − 1. Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da su A i B
uzajamno prosti. 2

Ovo tvr�eǌe je neka vrsta polinomskog ekvivalenta takozvane ABC-hipoteze1,
otvorenog problema iz teorije brojeva. Slede�e tvr�eǌe je oqigledno ekviva-
lent Velike Fermaove Teoreme za polinome:

T.6.6 Ako postoje uzajamno prosti polinomi P,Q,R sa kompleksnim koeficijen-
tima takvi da je

P a +Qb = Rc,

gde su a, b, c prirodni brojevi, tada va�i 1
a + 1

b + 1
c > 1.

Dokaz. Primenimo teoremu 6.5 na polinome P a, Qb, Rc. Svaki od adegP , b degQ,
cdegR je maǌi od degP + degQ + degR, odakle je 1

a > degP
degP+degQ+degR , itd.

Sabiraǌem dobijamo tra�enu nejednakost. 2
Posledica: Jednaqina Pn +Qn = Rn nema rexeǌa u uzajamno prostim polinomima

za prirodan broj n > 2. 2
Mo�e se pokazati da u T.6.6 va�i i drugi smer: ako je 1

a + 1
b + 1

c > 1, onda
jednaqina ima rexeǌa. Na primer, za (a, b, c) = (2, 4, 3) imamo rexeǌe P (x) =
x12 − 33x8 − 33x4 + 1, Q(x) = 4

√
108(x5 − x), R(x) = x8 + 14x4 + 1.

1ABC-hipoteza: Za svako ε > 0 postoji konstanta K > 0 takva da je, za sve uzajamno proste cele
brojeve a, b, c sa a+ b = c, proizvod svih razliqitih prostih delilaca broja abc ve�i od Kc1−ε.
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7◦ Broj nula polinoma

Primena svojstava izvoda nam mo�e pomo�i da ocenimo broj nula datog re-
alnog polinoma na odre�enom intervalu. Pokaza�emo dve klasiqne teoreme o
broju nula.

T.7.1 Neka je P (x) realan polinom stepena n. Sa N(x) oznaqavamo broj promena
znaka u nizu P (x), P ′(x), . . . , P (n)(x). Ako je a < b, tada broj nula polinoma P
(brojanih sa mnogustukostima) na intervalu (a, b) nije ve�i od N(a)−N(b).

Dokaz. Poxto su polinomi neprekidne funkcije, pri neprekidnom prolasku x od a
do b, N(x) se mo�e promeniti samo u nuli nekog od polinoma P (x), P ′(x), . . . .

Ispitajmo ponaxaǌe broja N(x) u okolini nule x0 polinoma P . Neka je
P (x) = (x − x0)

rQ(x), Q(x0) ̸= 0. Kako je P ′(x) = r(x − x0)
r−1Q(x) + (x −

x0)
rQ′(x) = (x−x0)

r−1(rQ(x)+(x−x0)Q
′(x)) ∼ r(x−x0)

r−1Q(x), u nekoj okolini
taqke x0 P ′(x) je istog znaka kao (x−x0)

r−1Q(x0). Sliqno dobijamo da je, za
k ≤ r, P (k)(x) u nekoj okolini taqke x0 istog znaka kao (x − x0)

r−kQ(x0). U
nizu (x−x0)

r−k, k = 0, . . . , r ima r promena znaka za x < x0 i nijedna promena
za x > x0, pa se tako broj promena znaka u delu niza P (x), . . . , P (r)(x) pri
prolasku x kroz x0 smaǌio za r.

Neka je sada x0 r-tostruka nula polinoma P (i) koja nije nula polinoma P (i−1),
i ≥ 1. Sliqnim rezonovaǌem dobijamo da su P (i−1)(x), P (i)(x), . . . , P (i+r)(x)
u nekoj okolini taqke x0 istog znaka kao A, (x − x0)

rB, . . . , B, gde je A =
P (i−1)(x0) i B = P (i+r)(x0). Tako se za parno r broj promena znaka u ovom
delu niza smaǌio za r, a za neparno r taj broj se smaǌio za r ± 1, tj. opet
za paran broj.

Sledi da se, pri prolasku x kroz r-tostruku nulu polinoma P (x), N(x)
smaǌuje za broj iste parnosti kao r i ne maǌi od r, dok se u svakom drugom
sluqaju N(x) ili ne meǌa ili smaǌuje za paran broj, odakle sledi tvr�eǌe.2

T.7.2 Dekartovo pravilo. Broj pozitivnih nula realnog polinoma P (x) = anx
n +

· · ·+ a1x+ a0 nije ve�i od broja promena znaka u nizu an, . . . , a1, a0.

Dokaz. U oznakama iz prethodne teoreme, P (k)(0) = k!ak, pa je N(0) jednako broju
promena znaka u nizu an, . . . , a1, a0, dok je N(b) = 0 za dovoǉno veliko b, pa
iz prethodne teoreme sledi tvr�eǌe. 2

Neka je P (x) realan polinom. Definiximo niz polinoma Pi primeǌuju�i
Euklidov algoritam na P0 = P i P1 = P ′: za k ≥ 1, ako je R(x) ostatak pri
deǉeǌu polinoma Pk−1(x) sa Pk(x), degR < degPk, stavimo Pk+1 = −R(x). Ovaj
algoritam se oqigledno zavrxava u konaqnom broju koraka. Xturmov niz je niz
polinoma P0, P1, . . . , Pm, gde je Pm+1 = 0 ̸= Pm. Prime�ujemo da je Pm najve�i (u
odnosu na stepen) zajedniqki delilac polinoma P i P ′.

Ako P (x) ima vixestruku nulu x0, tada su i P0 i P1, a samim tim i svi Pi,
deǉivi sa x− x0, te je Pm(x) nekonstantan polinom.

S druge strane, ako P (x) nema vixestrukih nula, polinomi P i P ′ su uzajamno
prosti (zaista, ako imaju zajedniqku nulu x0, onda je x0 bar dvostruka nula
polinoma P ), tako da je Pm nenula konstanta. Isto tako vidimo i da nikoja dva
uzastopna qlana Xturmovog niza nemaju zajedniqku nulu.

T.7.3 Xturmova teorema. Neka je P (x) realan polinom bez vixestrukih nula.
Oznaqimo sa Z(x) broj promena znaka (ne raqunaju�i nule) u nizu P (x) =
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P0(x), P1(x), . . . , Pm(x). Tada je broj nula polinoma P (x) na intervalu (a, b],
a < b, jednak N(a)−N(b).

Dokaz. Dovoǉno je posmatrati ponaxaǌe Xturmovog niza u okolini nula ǌegovih
qlanova-polinoma.

Neka je ξ nula nekog polinoma Pi, 0 < i < m. Tada su Pi−1(ξ) i Pi+1(ξ) razli-
qiti od nule i razliqitog znaka. Prema tome, u nizu Pi−1(x), Pi(x), Pi+1(x)
za x u okolini ξ imamo taqno jednu promenu znaka sa obe strane ξ, pa se
Z(x) ne meǌa kada x prolazi kroz ξ.

Broj Z(x) se mo�e promeniti samo pri prolasku x kroz neku nulu ξ polinoma
P . Znamo da je tada P1(ξ) ̸= 0. Ako je P1(ξ) = P ′(ξ) > 0, P (x) je rastu�e u ξ i
meǌa znak iz negativnog u pozitivan, tako da se Z(x) smaǌuje za 1. Sliqno,
Z(x) se tako�e smaǌuje za 1 u taqki ξ ako je P1(ξ) < 0. Ovim je tvr�eǌe
dokazano. 2

• Primer. Neka je P (x) = P0(x) = x4 − 3x2 + 2x− 3. Tada je:

P1(x) = 4x3 − 6x+ 2,
P2(x) = −(P0(x)− 1

4xP1(x)) =
3
2x

2 + 3
2x+ 3,

P3(x) = −(P1(x)− ( 83x− 8
3 )P2(x)) = 10x− 10,

P4(x) = −(P2(x)− ( 3
20x+ 3

10 )P3(x) = −10.

Interval (0, 2] sadr�i taqno jednu nulu P (x). Zaista, (P0(0), P1(0), P2(0),
P3(0), P4(0)) = (−3, 2, 3,−10,−10) i (P0(2), P1(2), P2(2), P3(2), P4(2)) = (5, 22, 12,
10,−10), pa je Z(0)− Z(2) = 2− 1 = 1.

S druge strane, u (2,∞) nema nula, jer za svako dovoǉno veliko x va�i
P0(x), P1(x), P2(x), P3(x) > 0 > P4(x), pa je Z(+∞) = limx→+∞ Z(x) = 1.

8◦ Simetriqni polinomi

Simetriqan polinom po promenǉivim x1, . . . , xn je svaki polinom koji se ne
meǌa permutovaǌem indeksa promenǉivih. Na primer, polinom x2

1 je simetriqan
po x1 (xto i nije neko qudo), ali nije simetriqan po x1, x2 jer se zamenom mesta
indeksima 1 i 2 meǌa u polinom x2

2.

Def. Polinom P (x1, x2, . . . , xn) je simetriqan ako za svaku permutaciju π skupa
{1, 2, . . . , n} va�i P (x1, x2, . . . , xn) ≡ P (xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)).

Oqigledno svojstvo simetriqnog polinoma je da su ǌegovi koeficijenti uz
bilo koja dva sabirka oblika xi1

1 · · ·xin
n i xj1

1 · · ·xjn
n , gde je (j1, . . . , jn) permutacija

(i1, . . . , in), jednaki. Na primer, ako razvoj simetriqnog polinoma po x, y, z sadr�i
sabirak x2y, onda sadr�i i x2z, xy2, itd, sa istim koeficijentima.

Primeri simetriqnih polinoma su polinomi σk (1 ≤ k ≤ n) uvedeni u drugoj
glavi. Tako�e je simetriqan npr. polinom x2

1+x2
2 (po x1, x2) koji nije oblika σk.

Simetriqan polinom zovemo homogenim ako su svi ǌegovi sabirci istog ste-
pena. Ekvivalentno, polinom T je homogen stepena d ako za svako t i x va�i
T (tx1, . . . , txn) = tdT (x1, . . . , xn). Tako je npr. x2

1 + x2
2 homogen sa stepenom n = 2,

ali x2
1 + x2

2 + 1, mada simetriqan, nije homogen.
Svaki simetriqan polinom po x1, . . . , xn se mo�e napisati kao zbir homogenih

polinoma. Xta vixe, on je tako�e predstavǉiv u obliku linearne kombinacije
izvesnih “cigala”. Ove cigle su polinomi

Ta =
∑

x
ai1
1 · · ·xain

n (∗)
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za svaku n-torku a = (a1, . . . , an) nenegativnih celih brojeva sa a1 ≥ · · · ≥ an, gde
se sumiraǌe vrxi po svim permutacijama (i1, . . . , in) indeksa 1, . . . , n. U izrazu
za Ta isti sabirak mo�e da se ponavǉa vixe puta, pa zato definixemo Sa kao
sumu razliqitih sabiraka u (∗). Polinom Ta je uvek celobrojni umno�ak Sa. Na
primer,

T(2,2,0) = 2(x2
1x

2
2 + x2

2x
2
3 + x2

3x
2
1) = 2S(2,2,0).

Sve n-torke a stepena d = a1 + · · · + an se mogu pore�ati u leksikografski
poredak u kome je

a > a′ ako je s1 = s′1, . . . , sk = s′k i sk+1 > s′k+1 za neko k ≥ 1,

gde je si = a1 + · · · + ai. U ovom poretku najmaǌa n-torka je m = (x + 1, . . . , x +
1, x, . . . , x), gde je x = [d/n] i x+ 1 se pojavǉuje d− n[d/n] puta.

Polinomi Ta se mogu mno�iti po slede�oj jednostavnoj formuli:

T.8.1 Ako su a = (a1, . . . , an) i b = (b1, . . . , bn) n-torke nenegativnih celih brojeva,
va�i

Ta · Tb =
∑
π

Ta+π(b),

gde se sumira po svim permutacijama π(b) n-torke b. Pri tom je (xi)
n
i=1 +

(yi)
n
i=1 = (xi + yi)

n
i=1.

Dokaz. Dovoǉno je primetiti da va�i

x
π1(b)
1 · · ·xπn(b)

n Ta =
∑

x
a1+πi1 (b)
i1

· · ·xan+πin (b)
in

,

a zatim sabrati po svim permutacijama π. 2
Navedenih cigala ima beskonaqno mnogo, i one oqigledno nisu me�usobno neza-

visne. Zato nam trebaju jednostavniji gradivni elementi koji su me�usobno neza-
visni, a pomo�u kojih bismo osnovnim raqunskim operacijama mogli da izrazimo
svaki simetriqan polinom. Ispostavǉa se da su ti atomi upravo σ1, . . . , σn.

• Primer. Slede�i polinomi po x, y, z su predstavǉivi preko σ1, σ2, σ3:

xy + yz + zx+ x+ y + z = σ2 + σ1;

x2y + x2z + y2x+ y2z + z2x+ z2y = σ1σ2 − 3σ3;

x2y2 + y2z2 + z2x2 = σ2
2 − 2σ1σ3.

T.8.2 Svaki simetriqan polinom po x1, . . . , xn se mo�e izraziti kao polinom po
σ1, σ2, . . . , σn. Xta vixe, simetriqan polinom sa celim koeficijentima je
ujedno i polinom po σ1, . . . , σn sa celim koeficijentima.

Dokaz. Dovoǉno je dokazati tvr�eǌe za polinome Sa stepena d (za svako d). Ko-
ristimo indukciju po n-torkama a. Tvr�eǌe va�i za najmaǌu n-torku m:
zaista, Sm = σq

nσr, gde je d = nq + r, 0 ≤ r < n. Pretpostavimo, dakle, da
je tvr�eǌe taqno za sve polinome stepena maǌeg od d i za sve Sb sa b < a;
doka�imo da tada va�i i za Sa.

Pretpostavimo da je a = (a1, . . . , an) i da a1 = · · · = ak > ak+1 (k ≥ 1).
Posmatrajmo izraz Sa − σkSa′ , gde je a′ = (a1 − 1, . . . , ak − 1, ak+1, . . . , an). Na
osnovu teoreme T.8.1 lako se vidi da je taj izraz oblika

∑
b<a cbSb, gde su

cb celi brojevi, te se prema indukcijskoj pretpostavci mo�e izraziti u
obliku polinoma po σi sa celim koeficijentima. 2
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Dokaz prethodne teoreme nam tako�e daje i algoritam za predstavǉaǌe svakog
simetriqnog polinoma u funkciji σi. Ipak, za neke specijalne simetriqne poli-
nome postoje i jednostavnije formule.

T.8.3 (ǋutnova teorema o simetriqnim polinomima) Ako oznaqimo sk = xk
1+xk

2+
· · ·+ xk

n, va�i:

kσk = s1σk−1 − s2σk−2 + · · ·+ (−1)ksk−1σ1 + (−1)k+1sk;
sm = σ1sm−1 − σ2sm−2 + · · ·+ (−1)n−1σnsm−n za m ≥ n.

(Svi polinomi su po n promenǉivih.)

Dokaz. Direktan, npr. korix�eǌem formule T.8.1. 2
Zadatak 20. Neka kompleksni brojevi x1, x2, . . . , xk zadovoǉavaju

xj
1 + xj

2 + · · ·+ xj
k = n, za j = 1, 2, . . . , k,

gde su n, k dati prirodni brojevi. Dokazati da je

(x− x1)(x− x2) . . . (x− xk) = xk −
(
n

1

)
xk−1 +

(
n

2

)
xk−2 − · · ·+ (−1)k

(
n

k

)
.

Rexeǌe. Dato nam je sk = n za k = 1, . . . , n. Koriste�i ǋutnovu teoremu dobijamo
σ1 = n, σ2 = 1

2 (nσ1 − n) =
(
n
2

)
, σ3 = 1

3 (nσ2 − nσ1 + n) =
(
n
3

)
, itd. Dokazujemo

indukcijom po k da je σk =
(
n
k

)
. Ako je to taqno za 1, . . . , k − 1, imamo

σk =
n

k

[(
n

k − 1

)
−
(

n

k − 2

)
+

(
n

k − 3

)
− · · ·

]
.

Kako je
(
n
i

)
=
(
n−1
i

)
+
(
n−1
i−1

)
, gorǌa jednakost se svodi na σk = n

k

(
n−1
k−1

)
, a ovo

je upravo jednako
(
n
k

)
.

9◦ Zadaci

1. Moniqni polinom f(x) qetvrtog stepena zadovoǉava f(1) = 10, f(2) = 20 i
f(3) = 30. Odrediti f(12) + f(−8).

2. Neka su dati kompleksni polinomi P (x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an sa nulama

x1, . . . , xn, i Q(x) = xn+ b1x
n−1+ · · ·+ bn sa nulama x2

1, . . . , x
2
n. Ako su a1+a3+

a5 + · · · i a2 + a4 + a6 + · · · realni brojevi, dokazati da je i b1 + b2 + · · ·+ bn
realan broj.

3. Ako polinom P sa realnim koeficijentima zadovoǉava za svako x

P (cosx) = P (sinx),

dokazati da postoji polinom Q takav da je za svako x, P (x) = Q(x4 − x2).

4. (a) Dokazati da za svako n ∈ N postoji polinom Tn sa celim koeficijentima
i vode�im koeficijentom 2n−1 takav da je Tn(cosx) = cosnx za sve x.

(b) Dokazati da polinomi Tn zadovoǉavaju Tm+n + Tm−n = 2TmTn za sve
m,n ∈ N, m ≥ n.
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(c) Dokazati da polinom Un dat sa Un(2x) = 2Tn(x) tako�e ima cele koefi-
cijente, moniqan je i zadovoǉava Un(x+ x−1) = xn + x−n.

Polinomi Tn(x) su tzv. Qebixovǉevi polinomi.

5. Dokazati da ako je cos p
qπ = a racionalan broj za neke p, q ∈ Z, onda je

a ∈ {0,±1
2 ,±1}.

6. Dokazati da maksimum apsolutne vredonsti ma kog realnog moniqnog poli-
noma n-tog stepena na [−1, 1] nije maǌi od 1

2n−1 .

7. Ako je polinom P n-tog stepena takav da je P (i) jednako ostatku i pri deǉeǌu
sa 2 za i = 0, 1, . . . , n, izraqunati P (n+ 1).

8. Za polinom P (x) n-tog stepena va�i P (i) = 1
i za i = 1, 2, . . . , n + 1. Na�i

P (n+ 2).

9. Ako za realan polinom P (x) va�i P (x) ≥ 0 za svako x ≥ 0, dokazati da
postoje realni polinomi A(x) i B(x) takvi da je P (x) = A(x)2 + xB(x)2.

10. Dokazati da se polinom P (x, y) = x4y2+x2y4−3x2y2+1, iako je nenegativan za
sve x, y ∈ R, ne mo�e napisati u obliku zbira kvadrata nekoliko polinoma.

11. Neka su f(x), g(x) i a(x, y) polinomi sa realnim koeficijentima takvi da
je f(x) − f(y) = a(x, y)(g(x) − g(y)) za sve realne x, y. Dokazati da postoji
polinom h takav da je f(x) = h(g(x)) za sve x ∈ R.

12. Ako jednaqina Q(x) = ax2 +(c− b)x+(e− d) = 0 ima realne korene ve�e od 1,
gde su a, b, c, d, e ∈ R, dokazati da jednaqina P (x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0
ima bar jedan realan koren.

13. Moniqan polinom P sa realnim koeficijentima zadovoǉava |P (i)| < 1. Doka-
zati da postoji koren z = a+ bi takav da je (a2 + b2 + 1)2 < 4b2 + 1.

14. Dati su nekonstantni polinomi P (x) = xm + · · ·+ a1x+ a0 i Q(x) = xn + · · ·+
b1x+ b0. Dokazati da zbir kvadrata koeficijenata polinoma P (x)Q(x) nije
maǌi od a20 + b20.

15. Za koje realne vrednosti a postoji racionalna funkcija f(x) koja zadovo-
ǉava f(x2) = f(x)2 − a? (Racionalna funkcija je koliqnik dva polinoma.)

16. Na�i sve polinome P koji zadovoǉavaju P (x2 + 1) = P (x)2 + 1 za sve x.

17. Na�i sve polinome P za koje je P (x)2 − 2 = 2P (2x2 − 1).

18. Ako polinomi P i Q imaju bar po jedan realan koren, i

P (1 + x+Q(x)2) = Q(1 + x+ P (x)2),

dokazati da je P ≡ Q.

19. Na�i sve polinome P (x) sa realnim koeficijentima koji zadovoǉavaju jed-
nakost

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 2P (a+ b+ c)

za sve trojke (a, b, c) realnih brojeva takvih da je ab + bc + ca = 0. (MMO
2004.2)
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20. Niz celih brojeva (an)
∞
n=1 ima svojstvo da m− n | am − an za sve razliqite

m,n ∈ N. Pretpostavimo da postoji polinom P (x) takav da je |an| < P (n) za
sve n. Dokazati da postoji polinom Q(x) takav da je an = Q(n) za sve n.

21. Neka je P (x) polinom stepena n > 1 sa celim koeficijentima i neka je k
prirodan broj. Posmatrajmo polinom Q(x) = P (P (. . . P (P (x)) . . . )), gde se P
pojavǉuje k puta. Dokazati da postoji najvixe n celih brojeva t takvih da
je Q(t) = t. (MMO 2006.5)

22. Ako su P i Q moniqni polinomi takvi da je P (P (x)) = Q(Q(x)), dokazati da
je P ≡ Q.

23. Neka su m,n i a prirodni brojevi i p < a−1 prost. Dokazati da je polinom
f(x) = xm(x− a)n + p nerastavǉiv.

24. Dokazati da je polinom F (x) = (x2 + x)2
n

+ 1 nerastavǉiv za sve n ∈ N.

25. Polinom P (x) ima osobinu da za svako y ∈ Q postoji x ∈ Q takvo da je
P (x) = y. Dokazati da je P linearan polinom.

26. Neka je k prirodan broj. Pretpostavimo da postoji niz celih brojeva
a0, a1, . . . takav da je

an =
an−1 + nk

n
za sve n ≥ 1.

Dokazati da je k − 2 deǉivo sa 3.

27. Neka je P (x) moniqni polinom stepena n qije su nule i−1, i−2, . . . , i−n (gde je
i2 = −1) i neka su R(x) i S(x) realni polinomi takvi da je P (x) = R(x)+iS(x).
Dokazati da polinom R(x) ima n realnih nula.

28. Pretpostavimo da moniqan polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima
ima sve nule po modulu jednake 1. Dokazati prvo da takvih polinoma datog
stepena ima samo konaqno mnogo, a onda izvesti da su sve ǌegove nule koreni
jedinice, tj. da P (x) | (xn − 1)k za neke prirodne n, k.

10◦ Rexeǌa

1. Polinom f(x)− 10x se anulira u taqkama x = 1, 2, 3, pa je deǉiv polinomom
(x− 1)(x− 2)(x− 3). Iz moniqnosti sledi da je f(x)− 10x = (x− 1)(x− 2)(x−
3)(x− c) za neko c. Sada je

f(12) + f(−8) = 11 · 10 · 9 · (12− c) + 120 + (−9)(−10)(−11)(−8− c)− 80 = 19840.

2. Primetimo da je Q(x2) =
∏
(x2 − x2

i ) =
∏
(x− xi) ·

∏
(x+ xi) = (−1)nP (x)P (−x).

Sada imamo

b1 + b2 + · · ·+ bn = Q(1)− 1 = (−1)nP (1)P (−1)− 1 = (−1)n(1 +B −A)(1 +B +A),

gde su A = a1 + a3 + a5 + · · · i B = a2 + a4 + · · · .
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3. Iz uslova sledi da je P (− sinx) = P (sinx), tj. P (−t) = P (t) za beskonaqno
mnogo t, pa polinomi P (x) i P (−x) moraju da se poklapaju. Dakle, P (x) =
S(x2) za neki polinom S. Sada je S(cos2 x) = S(sin2 x) za svako x, tj. S(1 −
t) = S(t) za beskonaqno mnogo vrednosti t, xto daje S(x) ≡ S(1 − x). To je
ekvivalentno sa R(x − 1

2 ) = R( 12 − x), tj. R(y) ≡ R(−y), gde je R polinom
takav da je S(x) = R(x− 1

2 ). Sada je R(x) = T (x2) za neki polinom T , i najzad
P (x) = S(x2) = R(x2 − 1

2 ) = T (x4 − x2 + 1
4 ) = Q(x4 − x2) za neki polinom Q.

4. (a) Oqigledno T0(x) = 1 i T1(x) = x zadovoǉavaju uslove. Za n > 1 koris-
timo indukciju po n. Kako je cos(n + 1)x = 2 cosx cosnx − cos(n − 1)x,
mo�emo uzeti Tn+1 = 2T1Tn − Tn−1. Kako su T1Tn i Tn−1 redom stepena
n+1 i n−1, Tn+1 je stepena n+1 i ima vode�i koeficijent 2 ·2n = 2n+1.
Iz konstrukcije sledi i da su mu svi koeficijenti celi.

(b) Jednakost sledi iz identiteta cos(m+n)x+cos(m−n)x = 2 cosmx cosnx.

(c) Niz polinoma (Un) zadovoǉava U0(x) = 2, U1(x) = x i Un+1 = U1Un−Un−1,
odakle indukcijom sledi moniqnost i celobrojnost koeficijenata. Jed-
nakost Un(x + x−1) = xn + x−n va�i za svako x = cos t + i sin t, pa prema
tome va�i za sve x.

5. Pretpostavimo da va�i cos p
qπ = a. Prema prethodnom zadatku je Uq(2a) =

2 cos pπ = ±2, pri qemu je Uq moniqan i sa celim koeficijentima, pa je 2a
ceo na osnovu teoreme 3.2.

6. Primetimo da jednakost va�i za umno�ak n-tog Qebixovǉevog polinoma
Tn(x). Vode�i koeficijent Tn je 2n−1, pa je Cn(x) =

1
2n−1Tn(x) moniqan poli-

nom i
|Tn(x)| =

1

2n−1
|cos(n arccosx)| ≤ 1

2n−1
za x ∈ [−1, 1].

Xta vixe, Tn u taqkama 1, cos π
n , cos

2π
n , · · · , cos (n−1)π

n ,−1 naizmeniqno uzima
vrednosti 1

2n−1 i − 1
2n−1 .

Pretpostavimo da je P ̸= Tn moniqan polinom takav da je max−1≤x≤1 |P (x)| <
1

2n−1 . Tada je P (x) − Cn(x) u taqkama 1, cos π
n , · · · , cos

(n−1)π
n ,−1 naizmeniqno

pozitivno i negativno, tako da polinom P −Cn ima bar n nula, po jednu na
svakom intervalu izme�u dve susedne taqke. Me�utim, P − Cn je polinom
stepena n− 1 jer se monom xn potire, pa je to nemogu�e.

7. Kako je P [i](x) = (−2)i−1(−1)x za x = 0, 1, . . . , n− i, imamo

P (n+ 1) = P (n) + P [1](n− 1) + · · ·+ P [n](0) =

{
2n, 2 - n;
1− 2n, 2 | n.

8. Po teoremi 5.2 imamo

P (n+2) =

n∑
i=0

(−1)n−i 1

i+ 1

(
n+ 1

i

)
=

1

n+ 2

n∑
i=0

(−1)n−i

(
n+ 2

i+ 1

)
=

{
0, 2 - n;
2

n+2 , 2 | n.

9. Po teoremi T.1.9, polinom P (x) se mo�e predstaviti u obliku

P (x) = (x− a1)
α1 · · · (x− ak)

αk · (x2 − b1x+ c1) · · · (x2 − bmx+ cm), (∗)

pri qemu su ai, bj , cj realni brojevi takvi da su ai razliqiti i polinomi
x2 − bix+ ci nemaju realnih nula.
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Iz uslova P (x) ≥ 0 za sve x ≥ 0 sledi da je (∀i) αi parno ili ai < 0. Sada
je lako predstaviti svaki od qinilaca u (∗) u obliku A2 + xB2, pa je po
poznatoj formuli (a2+γb2)(c2+γd2) = (ac+γbd)2+γ(ad−bc)2 ǌihov proizvod
P (x) tako�e mogu�e predstaviti u �eǉenom obliku.

10. Pretpostavimo suprotno, da postoje polinomi Q1, . . . , Qn po x i y takvi da
je Q1(x, y)

2 + · · · + Qn(x, y)
2 = P (x, y). Tada je

∑
i Qi(x, 0)

2 = 1, pa sledi da
polinomi Qi(x, 0) = ci moraju biti konstantni po x. To znaqi da je polinom
Qi(x, y) − ci deǉiv sa y. Analogno, deǉiv je i sa x, pa zakǉuqujemo da je
Qi(x, y) = ci + xyRi(x, y) za neki polinom Ri. Kako je degQi ≤ 3, polinomi Ri

moraju biti linearni. Sada imamo
∑n

i=1(ci + xyRi)
2 =

∑n
i=1(c

2
i + 2cixyRi +

x2y2R2
i ) = x2y2(x2 + y2 − 3) + 1, tj.

x2y2

(
x2 + y2 − 3−

n∑
i=1

R2
i

)
=

n∑
i=1

(c2i + 2cixyRi)− 1.

Me�utim, na levoj strani ove jednakosti je polinom deǉiv sa x2y2 (stepena
4), a na desnoj je polinom stepena najvixe 3. To je mogu�e jedino ako je
sa obe strane 0, ali to vodi u kontradikciju jer polinom sa leve strane
oqigledno uzima negativnu vrednost za npr. x = y = 1.

11. Oznaqimo deg f = n i deg g = m. Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Ako
je n < m, onda je degx[f(x)− f(y)] < degx[g(x)− g(y)], odakle je f(x)− f(y) = 0,
tj. f je konstantno, pa tvr�eǌe trivijalno va�i.

Neka je n ≥ m. Prelaskom na f1(x) = f(x) − f(0) i g1(x) = g(x) − g(0) po
potrebi, mo�emo da pretpostavimo da je f(0) = g(0) = 0. Uslov zadatka za
y = 0 daje f(x) = A(x)g(x), gde je A(x) = a(x, 0) i degA = n−m. Sada imamo

a(x, y)(g(x)− g(y)) = f(x)− f(y) = A(x)g(x)−A(y)g(y)
= [A(x)−A(y)]g(x) +A(y)[g(x)− g(y)].

Odavde je polinom [A(x)−A(y)]g(x) deǉiv sa g(x)− g(y), dakle A(x)−A(y) =
b(x, y)(g(x) − g(y)) za neki polinom b(x, y). Po indukcijskoj pretpostavci,
postoji polinom h1 takav da je A(x) = h1(g(x)), i odatle f(x) = g(x)·h1(g(x)) =
h(g(x)) za h(t) = th1(t). Ovim je indukcija gotova.

12. Napiximo

P (−x) = ax4 + (c− b)x2 + (e− d)− b(x3 − x2)− d(x− 1).

Ako je r nula polinoma Q, imamo P (
√
r) = −(

√
r − 1)(br + d) i P (−

√
r) =

(
√
r + 1)(br + d). Vidimo da je jedan od brojeva P (±

√
r) pozitivan a drugi

negativan (ili su oba 0), pa negde izme�u −
√
r i

√
r mora postojati nula

polinoma P jer je
√
r > 1.

13. Neka je P (x) = (x − x1) · · · (x − xm)(x2 − p1x + q1) · · · (x2 − pnx + qn), pri qemu
polinomi x2 − pkx+ qk nemaju realnih nula. Imamo

1 > |P (i)| =
m∏
j=1

|i− xj |
n∏

k=1

| − 1− pki+ qk|,

a kako je |i−xj |2 = 1+x2
j > 1 za sve j, za neko k mora da va�i |−1−pki+qk| < 1,

tj.
p2k + (qk − 1)2 < 1. (∗)
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Neka su a±bi koreni polinoma x2−pkx+qk (oni su tako�e koreni polinoma P ).
Tada je pk = 2a i qk = a2+b2, pa nejednakost (∗) postaje 4a2+(a2+b2−1)2 < 1,
xto je ekvivalentno �eǉenoj nejednakosti.

14. Oznaqimo am = bn = 1. Neka je P (x)Q(x) = cm+nx
m+n + · · · + c1x + c0 i

P (x)Q(1/x) = dmxm + · · ·+ d−nx
−n.

Dokaza�emo da va�i
∑

i c
2
i =

∑
j d

2
j . Tra�ena nejednakost �e odmah slediti

odavde jer je dm = b0 i d−n = a0.

Koeficijent ck je jednak sumi
∑

i+j=k aibj, xto daje c2k =
∑

i+j=r+s=k aiarbjbs,
pa imamo

∑
k c

2
k =

∑
i+j=r+s aiarbjbs. S druge strane, koeficijent dk je jednak∑

t−u=k atbu, xto daje d2k =
∑

t−u=v−w=k atavbubw, a tada je∑
k

d2k =
∑

t−u=v−w

atavbubw =
∑

t+w=u+v

atavbubw =
∑
k

c2k,

xto smo i tvrdili.

15. Napiximo f u obliku f = P/Q, gde su P i Q uzajamno prosti polinomi i Q
je moniqan. Uslov zadatka postaje P (x2)/Q(x2) = P (x)2/Q(x)2 − a. Upored-
jivaǌem vode�eg koeficijenta zakǉuqujemo da je i P moniqan. Kako su i
P (x2) i Q(x2) uzajamno prosti (ako oni imaju zajedniqku nulu, imaju je i P
i Q), sledi Q(x2) = Q(x)2. Odavde je Q(x) = xn za neko n ∈ N. Sada imamo
P (x2) = P (x)2 − ax2n.

Neka je P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ am−1x
m−1 + xm. Upore�ivaǌem koeficijenata

P (x)2 i P (x2) vidimo da je an−1 = · · · = a2m−n+1 = 0, a2m−n = a/2, a1 = · · · =
am−1 = 0 i a0 = 1. Odavde zakǉuqujemo da je ili a = 0, ili a = 2 i 2m−n = 0.

16. Kako je P simetriqan u odnosu na taqku 0, nije texko pokazati da je P
ujedno polinom po x2, tako da postoji polinom Q takav da je P (x) = Q(x2+1)
ili P (x) = xQ(x2 + 1). Tada je Q((x2 + 1)2 + 1) = Q(x2 + 1)2 − 1, odnosno
(x2 + 1)Q((x2 + 1)2 + 1) = x2Q(x2 + 1)2 + 1. Smena x2 + 1 = y daje Q(y2 + 1) =
Q(y)2 + 1, odnosno yQ(y2 + 1) = (y − 1)Q(y)2 + 1.

Pretpostavimo da je yQ(y2+1) = (y−1)Q(y)2+1. Ubacivaǌem y = 1 dobijamo
Q(2) = 1. Primetimo da, ako je a ̸= 0 i Q(a) = 1, onda je aQ(a2+1) = (a−1)+1
pa je i Q(a2 +1) = 1. Ovako dobijamo beskonaqan niz (an) taqaka u kojima Q
uzima vrednost 1, dat sa a0 = 2 i an+1 = a2n + 1. Zakǉuqujemo da je Q ≡ 1.

Pokazali smo da ako je Q ̸≡ 1, onda je P (x) = Q(x2+1). Sada lako dolazimo do
svih rexeǌa: to su polinomi oblika T (T (· · · (T (x)) · · · )), gde je T (x) = x2+1.

17. Oznaqimo P (1) = a. Imamo a2 − 2a − 2 = 0. Kako je P (x) = (x − 1)P1(x) + a,
ubacivaǌem u polaznu jednaqinu i sre�ivaǌem dobijamo (x − 1)P1(x)

2 +
2aP1(x) = 4(x + 1)P1(2x

2 − 1). Za x = 1 imamo 2aP1(1) = 8P1(1), pa zbog
a ̸= 4 sledi P1(1) = 0, tj. P1(x) = (x − 1)P2(x), tj. P (x) = (x − 1)2P2(x) + a.
Pretpostavimo da je P (x) = (x − 1)nQ(x) + a, pri qemu je Q(1) ̸= 0. Ubaci-
vaǌem u polaznu relaciju i sre�ivaǌem dobijamo (x − 1)nQ(x)2 + 2aQ(x) =
2(2x+ 2)nQ(2x2 − 1), xto opet daje Q(1) = 0, kontradikcija. Zakǉuqujemo da
je P (x) = a.

18. Primetimo da postoji x = a takvo da je P (a)2 = Q(a)2. Ovo sledi iz qi-
ǌenice da, ako su p i q redom realni korenovi P i Q, onda je P (p)2−Q(p)2 ≤
0 ≤ P (q)2 − Q(q)2, a P 2 − Q2 je neprekidna funkcija. Sada je P (b) = Q(b) za
b = 1+ a+P (a)2. Ako pretpostavimo da je a najve�i realan broj takav da je
P (a) = Q(a), odmah dolazimo do kontradikcije.
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19. Neka je P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n. Za svako x trojka (a, b, c) = (6x, 3x,−2x)

zadovoǉava uslov ab + bc + ca = 0. Uslov po P nam daje P (3x) + P (5x) +
P (−8x) = 2P (7x) za sve x, odakle upore�ivaǌem koeficijenata dobijamo
K(i) =

(
3i + 5i + (−8)i − 2 · 7i

)
= 0 kad god je ai ̸= 0. Kako je K(i) negativno za

neparno i i pozitivno za i = 0 i parno i ≥ 6, ai = 0 je mogu�e samo za i = 2 i
i = 4. Prema tome, P (x) = a2x

2 + a4x
4 za neke realne brojeve a2, a4. Lako se

proverava da svi ovakvi P (x) zadovoǉavaju tra�eni uslov.

20. Neka je P stepena d. Postoji jedinstven polinom Q stepena ne ve�eg od d
takav da je Q(k) = ak za k = 1, 2, . . . , d+1. Doka�imo da je Q(n) = an za sve n.

Neka je n > d+1. Polinom Q mo�da nema cele koeficijente, pa ne mo�emo da
zakǉuqimo da n−m | Q(n)−Q(m), ali znamo da ima racionalne, tj. postoji
prirodan broj M takav da R(x) = MQ(x) ima cele koeficijente. Po uslovu
zadatka, M(an−Q(n)) = M(an−ak)− (R(n)−R(k)) je deǉivo sa n−k za svako
k = 1, 2, . . . , d+ 1. Prema tome, za svako n va�i ili an = Q(n), ili

Ln = lcm(n− 1, n− 2, . . . , n− d− 1) ≤ M(an −Q(n)) < Cnd

za neku konstantu C koja ne zavisi od n.

Pretpostavimo da an ̸= Q(n) za neko n. Primetimo da Ln nije maǌe od
proizvoda (n− 1) · · · (n− d− 1) podeǉenog proizvodom P svih gcd(n− i, n− j)
po svim parovima (i, j) razliqitih brojeva iz {1, 2, . . . , d + 1}. Pri tom je
gcd(n− i, n− j) ≤ i− j, tako da je P ≤ 1d2d−1 · · · d. Sledi da je

(n− 1)(n− 2) · · · (n− d− 1) ≤ PLn < CPnd,

xto nije taqno za dovoǉno veliko n jer je leva strana polinom stepena d+1.
Dakle, an = Q(n) za svako dovoǉno veliko n, recimo n > N .

Xta se doga�a za n ≤ N? Po uslovu zadatka, M(an − Q(n)) = M(an − ak) −
(R(n)−R(k)) je deǉivo sa m− n za svako m > N , pa otud mora biti jednako
nuli. Dakle, an = Q(n) za sve n.

21. U zadatku 6 iz teksta je dokazano da svako takvo t tako�e zadovoǉava P (P (t))
= t. Ako svako takvo t zadovoǉava P (t) = t, broj rexeǌa ne prelazi degP = n.
Pretpostavimo da je P (t1) = t2, P (t2) = t1, P (t3) = t4 i P (t4) = t3, pri qemu je
t1 ̸= t2,3,4. Po teoremi 2.1, t1− t3 deli t2− t4 i obrnuto, odakle sledi t1− t3 =
±(t2−t4). Pretpostavimo da je t1−t3 = t2−t4, tj. t1−t2 = t3−t4 = k ̸= 0. Kako
na sliqan naqin va�i t1−t4 = ±(t2−t3), dobijamo t1−t3+k = ±(t1−t3−k) xto
je nemogu�e. Prema tome, mora da va�i t1 − t3 = t4 − t2, iz qega zakǉuqujemo
P (t1) + t1 = P (t3) + t3 = c za neko c. Sledi da sva celobrojna rexeǌa t
jednaqine P (P (t)) = t zadovoǉavaju P (t) + t = c, te ǌihov broj ne prelazi n.

22. Pretpostavimo da je R = P −Q ̸= 0 i da je 0 < k ≤ n− 1 stepen R(x). Tada je

P (P (x))−Q(Q(x)) = [Q(P (x))−Q(Q(x))] +R(P (x)).

Ako napixemo Q(x) = xn + · · ·+ a1x+ a0, imamo

Q(P (x))−Q(Q(x)) = [P (x)n −Q(x)n] + · · ·+ a1[P (x)−Q(x)],

pri qemu svi sabirci osim prvog imaju stepen najvixe n2 − n, dok je prvi
sabirak jednak R(x)·

(
P (x)n−1 + P (x)n−2Q(x) + · · ·+Q(x)n−1

)
i otuda ima ste-

pen n2 − n+ k sa vode�im koeficijentom n. Dakle, stepen Q(P (x))−Q(Q(x))
je n2 − n + k. Stepen polinoma R(P (x)) je jednak kn < n2 − n + k, odakle
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zakǉuqujemo da je razlika P (P (x))−Q(Q(x)) stepena n2 − n+ k, xto je kon-
tradikcija.

Ostaje sluqaj kada je R ≡ c konstantno. Tada uslov P (P (x)) = Q(Q(x)) daje
Q(Q(x)+ c) = Q(Q(x))− c, pa jednakost Q(y+ c) = Q(y)− c va�i za beskonaqno
mnogo y, odakle je Q(y + c) ≡ Q(y)− c xto je mogu�e samo za c = 0 (dovoǉno
je uporediti koeficijente).

23. Pretpostavimo da je f(x) = g(x)h(x) za neke nekonstantne polinome sa celim
koeficijentima. Poxto je |f(0)| = p, va�i ili |g(0)| = 1 ili |h(0)| = 1.
Pretpostavimo bez smaǌeǌa opxtosti da je |g(0)| = 1. Zbog |g(a)h(a)| = p je
|g(a)| ∈ {1, p}, a osim toga a deli |g(a) − g(0)| ≤ p + 1 < a, pa mora da bude
g(a) = g(0) = 1. S druge strane, neka je g(x) = (x − α1) · · · (x − αk). Tada je
|α1 · · ·αk| = 1. Kako je f(αi) − p = αm

i (αi − a)n = −p, uzimaju�i proizvod po
i = 1, 2, . . . , k dobijamo 1 = |g(a)|n = |(α1−a) · · · (αk−a)|n = pk, xto je nemogu�e.

24. Pretpostavimo da je F = G ·H za neke polinome G,H sa celim koeficijen-
tima. Svedimo ovu jednakost po modulu 2. Kako je (x2 +x+1)2

n ≡ F (x) (mod
2), dobijamo (x2 + x + 1)2

n

= g(x)h(x), gde su g ≡ G i h ≡ H polinomi nad
Z2. Polinom x2 + x + 1 je nerastavǉiv nad Z2[x], pa postoji prirodan broj
k takav da je g(x) = (x2 + x + 1)k i h(x) = (x2 + x + 1)2

n−k; ovde se naravno
misli na jednakosti u Z2[x].

Nazad u Z[x], ovaj uslov postaje H(x) = (x2 + x + 1)2
n−k + 2V (x) i G(x) =

(x2+x+1)k+2U(x) za neke polinome U i V sa celim koeficijentima. Dakle,

[(x2 + x+ 1)k + 2U(x)][(x2 + x+ 1)2
n−k + 2V (x)] = F (x).

Ako sada zamenimo x = ϵ = −1+i
√
3

2 u posledǌu jednakost, dobijamo U(ϵ)V (ϵ) =
1
4F (ϵ) = 1

2 . Me�utim, ovo je nemogu�e jer polinom U(x)V (x) ima cele koefi-
cijente, te U(ϵ)V (ϵ) mora biti oblika a+bϵ za neke a, b ∈ Z (jer je ϵ2 = −1−ϵ),
a 1

2 to nije.

25. Jasno je, na primer iz teoreme 4.1, da P mora da ima racionalne koefi-
cijente. Za neko m ∈ N koeficijenti polinoma mP (x) su celi. Neka je p
prost broj koji ne deli m. Tvrdimo da, ako P nije linearno, ne postoji
racionalan broj x takav da je P (x) = 1

mp . Naime, ako bi takvo x posto-
jalo, va�ilo bi i Q(x) = mpP (x) − 1 = 0. Me�utim, Q(x) je nerastavǉiv
jer je po Ajzenxtajnovom kriterijumu to i xnQ(1/x) budu�i da su mu svi
koeficijenti osim prvog deǉivi sa p i slobodni qlan nije deǉiv sa p2.

26. Pokaza�emo da mora da postoji polinom P (x) takav da je an = P (n).

Za poqetak, primetimo da za svako k ∈ N postoje polinom Pk stepena k − 1
sa celobrojnim koeficijentima i ceo broj qk takav da je

Pk(x) =
xk + Pk(x− 1) + qk

x
. (∗k)

Naime, ako za dato k napixemo Pk(x) = bk−1x
k−1+ · · ·+b1x+b0, upore�ivaǌem

koeficijenata uz xi (i = k − 1, . . . , 0) u xPk i xk + Pk(x − 1) + qk mo�emo da
jednoznaqno odredimo bk−1, . . . , b0 redom i qk = −Pk(−1).

Iz rekurentnih relacija za Pk(x) i niz an sledi indukcijom

an − Pk(n) =
an−1 − Pk(n− 1)

n
− qk

n
= · · · = a0 − Pk(0)

n!
− qk

n−1∑
i=0

i!

n!
za sve n ≥ 1.
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Kako je u prethodnoj jednakosti leva strana ceo broj, a desna te�i nuli,
mora biti an = Pk(n) za sve n i qk = 0.

Sada iz relacija (∗k), (∗k+1) i (∗k+2) dobijamo relaciju (x2+x)(∗k)−(∗k+1)−
(∗k+2) koja nakon sre�ivaǌa postaje

xTk(x)−Tk(x−1) = 2x(Pk(x−1)+qk)−(qk+qk+1+qk+2) ≡ qk+qk+1+qk+2 (mod 2),

gde je Tk(x) = (x2 + x)Pk(x)− Pk+1(x)− Pk+2(x)− qkx.

Upore�ivaǌem stepena odmah vidimo da je ovo mogu�e samo kad je Tk ≡ 0 po
modulu 2 i qk+2 ≡ qk+1 + qk (mod 2). Kako je q1 = −1 i q2 = 0, qk je parno
samo za k ≡ 2 (mod 3) odakle sledi tvr�eǌe.

27. Oznaqimo P (x) = Pn(x) = Rn(x) + iSn(x). Dokaza�emo indukcijom po n da
su sve nule Pn realne; xta vixe, ako su x1 > x2 > · · · > xn nule Rn i
y1 > y2 > · · · > yn−1 nule Rn−1, da tada va�i

x1 > y1 > x2 > y2 > · · · > xn−1 > yn−1 > xn.

Ovo tvr�eǌe je trivijalno taqno za n = 1. Pretpostavimo da va�i za n− 1.

Kako je Rn + iSn = (x− i+ n)(Rn−1 + iSn−1), polinomi Rn i Sn su rekurentno
povezani relacijama Rn = (x+n)Rn−1+Sn−1 i Sn = (x+n)Sn−1−Rn−1. Odavde
dobijamo

Rn − (2x+ 2n− 1)Rn−1 + [(x+ n− 1)2 + 1]Rn−2 = 0.

Ako su z1 > · · · > zn−2 (realne) nule Rn−2, po induktivnoj pretpostavci
imamo zi−1 > yi > zi; kako je vrednost polinoma Rn−2 naizmeniqno pozitivna
i negativna na intervalima (z1,+∞), (z2, z1), itd, sledi da je sgnRn−2(yi) =
(−1)i−1. Sada iz relacije Rn(yi) = −[(x+ n− 1)2 +1]Rn−2(yi) zakǉuqujemo da
je

sgnRn(yi) = (−1)i,

xto znaqi da polinom Rn ima nulu na svakom od n intervala (y1,+∞),
(y2, y1), . . . , (−∞, yn−1). Indukcija je gotova.

28. Fiksirajmo degP = n. Neka je P (x) = (x − z1) · · · (x − zn) = xn + an−1x
n−1 +

· · · + a0, gde je |zi| = 1 za i = 1, . . . , n. Po Vijetovim formulama je an−i =
±σi(z1, . . . , zn) xto je zbir

(
n
i

)
sabiraka modula 1, odakle sledi da je |an−i| ≤(

n
i

)
. Prema tome, postoji najvixe 2

(
m
i

)
+ 1 mogu�ih vrednosti koeficijenta

P (x) uz xn−i za svako i, odakle sledi da je i broj mogu�ih polinoma P
stepena n konaqan.

Sada posmatrajmo polinom Pr(x) = (x − zr1) · · · (x − zrn) za svaki prirodan
broj r. Svi koeficijenti polinoma Pr su simetriqni polinomi po zi sa
celim koeficijentima, pa po teoremi T.8.2 svi oni moraju biti celi. Prema
tome, svaki polinom Pr zadovoǉava uslove zadatka, ali r-ova je beskonaqno
mnogo, a takvih polinoma konaqno mnogo. Prema tome, Pr(x) = Ps(x) za neke
razliqite r, s ∈ N, odakle sledi tvr�eǌe.
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