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1° CBojcTBa mosmHOMA

Monom O TPOMEHBUBO] = je u3pa3 obnuka cxf, rme je ¢ xomcramTa U k Hemera-

TuBaH 11eo O0poj. KoHcraumra ¢ Moske OUTH HA TpUMED IO, PAIMOHAJAH, PeaJlaH WU
KOMIIJIEKCAH OpOj.
Hoaumnom o = je 36Up KOHAYHO MHOTO MOHOMA 1O z. Ipyrum peumnma, TO je m3pa3s
obnuka
P(z) =apx" +apn—1+ -+ a1z + ap. (%)

Axo cy y OBOM mM3pasy camMo IBa WM TpU cabupka pazauuura On Hyie, onma je P
OUROM, OTHOCHO MPUHOM.

Koncranre ag,...,a, y (%) cy xoefuyujenmu nmonuaoma P. Cryn monmHOMa ca
kKoepunujenTuMa y ckymy A osmauasamo ca Alx] - Tako je Hop. R[z] ckyn momurOMA
ca peayHUM KOe(UIUjeHTUMA.

Y (%) MOKEMO IPETIOCTAaBUTH 6e3 CMamema OIIITOCTH 1a je a, # 0 (ako je a, =0,
cabupak a,z" ce Mo:ke Opucatu 6e3 Memama IONIUHOMA). Tama ce eKCIIOHEHT N HA3UBa
cmenen monuHoMa P wm o3zmauaBa deg P. CrmenujaiaHo, MOJMUHOMU IPBOL, APYLOr U
tpelier cremena ce Ha3UBAjy AUMEAPHUM, KEAOPAMHUM U KYOHUM TMONUHOMUMA. KOH-
CTAHTHU HeHyJa MOJMHOM mMma cremed 0, mok ce myna-monmsHoMmy P(z) = 0 momemyje
CTeleH —00 M3 pazJiiora Koju he yOp30 ImOCTAaTH jacHU.

o Ilpumep. P(z) = 23(z + 1)+ (1 — 2?)? = 22% + 23 — 222 + 1 je nomuuoM ca memum
Koe(UIMjeHTNMa cTeneHa 4.

Q(z) = 022 — V22 + 3 je IMHEAPHW MOJUHOM Ca PEAJHUM KOE(UIAjeHTHUMA.

R(z) = Va2 =|z|, S(z) = * u T(z) = 2z + 1 mucy monuHOMU.

T



Han monmmaoMuma ce mory obaBibaTu OCHOBHE pauyHCKe omeparuje. Tako ce oHu
MOry cabupaTu, O4y3UMaTH U MHOKUATH, IPU UYeMy Ne pe3yiaTar Takohe OUTU MOIUHOM:

Alx)=ap+ a1z +---+ana™, B(x)=by+bx+ - +buz™
A(z) £ B(z) = (ag —bo) + (a1 = b))z + -+,
A(x)B(x) = agbg + (agh1 + a1bg)x + -+ - + apbpy ™.

OnaBme je OunrieHo KAKO Ce MOHAIIA]Y CTEEeHU TOJUHOMA TP OBUM OTlePallijaMa;

T.1.1 (i) deg(A + B) < max(deg A4, deg B), ca jemmaxkomhy ako je deg A # deg B.
(ii) deg(A-B) =degA+degB. O

Komsenmnuja no xojoj je deg0 = —o0 je mpomcTersa ynpaBOo M3 OBOI CBOjCTBA CTe-
nena, jep jemsakoct nox (ii) me Ou Baskuiia Ja je apyraduje.

3a pasaury on 36upa, pa3iinke U IPOU3BOIA, KOJIUYHUK ABa HOJINHOMA HUje 00aBe3-
HO MOJIMHOM. 3aTO C€ YMECTO TOra YBOAU JE/LEeHE Ca OCTATKOM, CJIMYHO HeJuM Opo-
jeBuMaA.

T.1.2 (demwewe ca ocmamrom) Aro cy matu mommuomu A(x) u B(x) # 0, Tana mocroje
jemuacTBeHN monuHoMu Q(z) m R(x) Taksu na je

A=BQ+R u degR <degB.

Jloxaz. Hera je A(z) = ana™ +--- +ag u B(z) = bpa® + --- + by, mpu wemy je a,by # 0.
durcupajmMo k m KOpuCcTUMO UHIAYKUUjy 1m0 n. 3a n < k tBpheme je TpuBmjaHo;
npernocraBuMo na je n = N > k u nma tBphewme Basku 3a n < N. Tana je
Ai(z) = Ax)— ‘g—:z”’kB(x) [OJIMHOM CTEIleHA Mamer o4 n (jep My je Koeduuujent
y3 2™ Hyna), 0a 00 UHAYKTUBHO] IPETIOCTABLIU IIOCTOje MOanHOMU (1 1 R Taksu
na je A; = BQ1 + R u deg R. MebyrtuwMm, Tana je u

A=BQ+R, rmeje Qx)= Z—nx”_k +Qi(x). 0O
k

IIperxomuo TBpbheme He BaEkM 3a MOJMHOME BUIIE IPOMEHJ/BMBUX - HA [PUMED,
A(z,y) = x ce He Moxke nomeautu ca B(x,y) = y Tako ma ocTaTak MMa CTENEH MAmbU
on 1. Wnak, mera gpyra BeoMa BasKHA CBOjCTBAa, KAO INTO j€ HIOP. jeOUHCTBEHA (ak-
Topu3anrja, OCTajy Ha CHA3M U 34 [IOJMHOME BUIIE IPOMEH/PUBUX.

o IIpumep. llpu mememy A(x) = 23+ 2% —1 ca B(z) = 22

a ocraTak Hx + 5, jep je

— Z — 3 KOJIMYHUK je T + 2,

a2 —1 5 + 5
_— 2 —_—— .
22— -3 v +x27x73

Kaske ce ma je momuaom A denue monmuuHomoMm B ako je ocrarak R npu mememy A
ca B jemnak 0, Tj. ako mocroju moauHOM () Takas ga je A = BQ.

T.1.3 (Besyos cmas) Ilonunom P(x) je nemus GUHOMOM Z—a ako 1 caMo axo je P(a) = 0.

Jokas. Tlo nememy ca OCTATKOM IIOCTOje MOJMHOM () M KOHCTAHTa ¢ TakBu ma je P(x) =
(x —a)Q(x) + c. IIpu Tom je P(a) = ¢, ma tBpheme mocraje ouuraenuo. O



Bpoj a ce 30Be nysaa mau xopen maror noaumHoma P(z) ako je P(a) = 0, Tj. ako
(v —a) | P(a).

Hahu myny nonunoma f 3Haum pemwutu jenuauuny f(x) = 0. To uuje yser moryhe
TavyHo ypamutu. Ha mpumep, MOKa3aHO je Oa je To HeMoryhe y OmmITeM CiIydvajy Kamaa
je f crenena 5 nnm Beher. Nnaxk, Hynae monuHoMa ce yBek Mory Hahwu ca mpou3BOLHOM
raynomhy. 3amnpaso, f je HenpekumHa ¢yHruuja, na axo je f(a) < 0 < f(b), rama f
rMa mHyiny usMeby a u b. 3aT0 je m0BOBHO nomeauTu uHTEPBAI (G, b) HA NOBOBHO MaJe
UHTEpBAaJe - OHAj y KoMe [ Mema 3HAK MOpa Ha CaIp:Ky Oap jemHy HYyJIy.

o IIpumep. Ionuuom z2 — 22 — 1 uma nBe peanHe Hyne: r12 =1+ V2.
IMomuroM 2 — 22 + 2 HeMa, peajHUX HyJa, aJd UMa IBE KOMIICKCHE: T1,2 = 140

[Monurom x° — 5z + 1 mva myty y maTepsasy [1.44,1.441] Kojy He MOXKEMO TAUHO
u3pavyHaTH.

Omnmruje on Besyosor crasa, Baxku caenehe jemnocraBuO TBpheme.

T.1.4 Axo je mosunom P nemus mosuuOoM (), OHOa je cBaka HyJia IOJUHOMA () yjemHo
u HyJla noguHoMa P. O

3adamax 1. 3a xoje n je mommsoM 2" + 2 — 1 memus ca a) 22 —x+ 1, 6) 2% — 2 + 17

Pewemwe. a) Hyne nomunoma 2 —z+1 cy €12 = # Aro 22 —2+1 memu 2™ + 2 — 1,

OHIA Cy €1, HyJe nmomueoMa " + 2 —1, Tj. € =1—¢ = 6;1. Kako je €* =1 axo

u camo ako 6 | k, ogrosop je n = 6i — 1.

6) Aro f(z) =2 —x+1 memm 2™ + 2 — 1, memu u 2" + 2°. To 3maum ma cpaka
Hysna momuHOMa f(2) 3amoBosaBa 12 = —1, a omaTie ciaema ma mMa MOmya 1.
Mebyrnwm, f(x) nma myny mameby —2 u —1 (jep f(—2) < 0 < f(—1)) roja Huje
Mmonyina 1. Ilakie, TakBO M HE IOCTOjHU.

CBakKy HEKOHCTAHTAH MOJUHOM ca koedunujentuma y C uma Hyay y CKyILy KOM-
mirekcHux Opojesa. OBo tBpheme hemo morazartu kacHuje, a KOTam ra KOPUCTUMO “HA
Bepecujy” .

Crnenehe tBpbheme je aHAIOrHO TEOPEMHU O je AMHCTBEHO] (GaKTOPU3ANLjU IPUPOTHOT
Opoja Ha TPOCTE YUHUOIIE.

T.1.5 Tloaunom P(z) crenena n > 0 uMa jeIMHCTBEHO IPEACTABIHALE Y OBIUKY
P(x)=clzr —x1)(x —22) - (& — xp),
He pauyHajyhwu penocnen unaniana, riae cy ¢ # 0 u xq, ..., T, KOMIUIEKCHA OPO-
jeBu, HE 00ABE3HO PA3IUYUTH.

Haxrise, nonuaom P nva wajBume deg P = n pa3audutux Hyna.
Jloxas. TlpBo mokaskmmo jemmucTBeHOCT. lIpermocTraBuMo ma je
P(x) = c(x —21)(x —32) -+ (= xn) = d(z —y2)(z —y2) -+ (= = yn)-

ITopebeme Bogehux roepunujenara gaje ¢ = d. Mowke ce cmarpaTu 6€3 cCMamemna
ONIITOCTH A& He IOCTOje i M j 3a Koje je x; = y; (UHAYE Ce UMHWIAL T — T;
Moske ckpaTuTu Ha obe crpane). Tana je P(x1) = 0. C mpyre crpane, P(x1) =
d(x1 —y1) - (x1 — yn) # 0, KOETpaAUKIM]A.

I[Mocrojame nmorasyjemo muaykrmujom mo n. Cse je jacuo ako je n = 1. Herka je
n > 1. Ilosusom P(x) uma kommiiekcHy Hyiy, pemumo zp. llo Gesyosom crasy
je P(z) = (x — z1)P1(x) 3a mexu nosmuoM P; cremena n — 1. Ilo MHAYKTHUBHO]
OPETIOCTABIM TOCTOje KOMILUIEKCHU OpOjeBU Ta, ..., T, 3a koje je Pi(x) = c(z —
x2) - (x — xy), onarne caequ P(z) =c(z — 1) - (x — zp). O



IHocaeduya: Axo monmumaomMu P u () umajy cremene He Behie oxm n m y3uMmajy jemHake
BpEOHOCTU y N + 1 PA3INYNTOj TAUKU, OHIA Cy OHU jeTHAKU.

I'pynmumyhwu jemnake ymHMOIEe HO0OMjaMO KAHOHCKY PeEnpe3eHmanuly:
P(z) = c(x — a1)* (z — a2)™® -+ (z — ax)™",

Ipy YeMmy Cy «; IpUpoTHU OpojeBr u o +- - -+ag = n. Bpoj a; ce HA3uBa guwecmpyro-
why KopeHa a;. Bpenuo je ucrahu:

T.1.6 [losumHOM N-TOT CTEIEHA MMA TAYHO N KOMIJIEKCHUX HYJIa OPOjaHUX Cca BUMIECTPY-
KoCcTuUMa. O

[Tonuaome @ m R 30BeMO y3ajammo npocmum ako HeMajy 3ajenHmdkux Hysaa. OBo
je eKBUBAJIEHTHO YCJIOBY Ja HE IMOCTOjU HEKOHCTAHTAH IOJUHOM Koju meiu u QQ u R,
TO je y aHAJOTHUjU Ca MOjMOM y3ajaMHO mpoctux meiaux opojeBa. Cienehe tBpbheme
OIMaX CJeIV U3 IPETXOTHE TeopeMe:

T.1.7 Axko je momuuoMm P mesbuB y3ajaMHO OIPOCTUM HOJMHOMEMA () m R, OHIA je mesbuB
mosmuaOMOM @) - R. O

Hanomena: To ce moxe nmorkaszatu 0e3 xopumhema mocrojama Hyna. 1lo Eyknu-
[OBOM aJITOPUTMY IPUMEHEHOM Ha IMOJMHOME HocToje moiamHomMu K u L TakBu
na je KQ+ LR = 1. Axo je P = QS = RT 3a meke nmomunome R, S, omma je
R(KT —LS)=KQS —LRS =S, onarse R| S u QR | QS =P.

Axo nomuaoM P(2) = apz™ 4+ -+ a12 4+ ap UMa peasHe KoeQUIUjeHTe U KOMIUTIEKCHY
myny &, tama je P(§) = a,&" + -+ a1€ + ag = P(§) = 0. IIpema Tome:

T.1.8 Axo je & mysa peassor mommaoMa P(z), orna je To u €. O

Y ¢arropusamuju peassor monuHoMa P(z) Ha JuHeapHe YMHUOLE MOMKEMO Ia TDY-
MUIIEMO KOMIIJIEKCHE HYJI€ O KOH]yraTuMa:

P(z)=c(z =) (z—m)(@ = &)z = &) (2 - &)z — &),

rae cy r; peanne myie, & kommiekcue u k + 2l = n = deg P. Iomumom (z — &)(x — &) =
22 —2Reé+|€|? = 22 —p;x+¢q; nMa peasHe KoeduujeHTe Koju 3a10B0basajy pr—4q; < 0.
Ilokasanu cmo caenehe tBpbheme:

T.1.9 Peannu nonunom P(x) uma jeauHcTBeHy (arropusanujy (40 Ha pemocien YUHU-
jgana) y obiuky

P(x) =c(z —r1)--- (¢ =) (@ = pre + q1) - (2° — iz + q),
rie cy r; u pj,q; peasnu opojesu ca pr <4g; mu k+20=n. O

Cuenn ma peajiaH MOJMHOM HEMAPHOT CTENMEHA YyBEK WMMa HemapaH Opoj peajHux
Hyna (makie, 6ap jemHy).

T.1.10 Axo je P(x) peanan moJauHOM KOjU 3a CBakO T € R y3uMa HEHEraTUBHY BPEIHOCT,
Tanga je OH MPEeACTaBJ/FUB Y OOJUKY 30Mpa KBaapaTa IBa MOJUHOMA.

oxasz. Y daxropusamuju P(r) ma mumeapre umHmOne Kao c(r — r1)* -« (v — ag)* (z —
&)(x—&) - (x—&)(x—&), cBu o; Mopajy na Oyny napuu u ¢ > 0. Ocum tora,
ako je (r—¢&1) - (v —&) = A(z) —iB(r), rne cy A m B peannu moamHOMHU, OHIA je

u(z—&) - (x—&) = A(z)+iB(x). Tlpema tome, (x—&)(x—&;) - (z—&)(z—&) =

A(z)? + B(z)? n P(z) = (Velll_, (@ — r:)*/?A(x))? + (Ve i, (z — r:)*/?B(x))>.
O



OBo TpreI—be HE BaKM 3a IIOJMHOME BUIIE IIPOMEHJ/LMBHUX - BUACTU HIIP. 3alaTaK

10.
2° HyJse mosuaOoMa

Y npBOj riaBd CMO BUIEJM HEKA OCHOBHA CBOjcTBa Hysa nosumnoma. Cana hemo
UX OONATHO MCIUTATU, a Ha Kpajy IJjiaBe NeMO IIOKa3aTU Ja CBAaKU IIOJIWHOM 3aKCTa
uMa HYyJILy.

Kako cy nmoBesanu roedurujentu u Hysie noiauaoma? I[locmarpajMo MoHMYAH MOIH-
HOM

Pl)=z"4+az" '+ Fap 1z +a, = (x—x1) (2 —22) - (T — )

crenena n > 0. Ha mpumep, ynopebusamem koedunujenara y3 z" ! Ha obe crpame

nobujamo x1 + x2 + -+ + T, = —ay; camuno, ynopebusame cioGOMHUX KOehUIUjeHATA
naje r1xs---xy, = (—1)"a,. Onmty Be3y majy T3B. Bujerose ¢opmyiie, HEKOIUKO
pemoBa UCIO.

EaemenmapHy cumMempuimy, NOAUHOMY TIO X1, . . . , Ly, Cy NOJUHOMU O1, 02, . . ., Op, TIE
je

o = 0p(T1, T2, ..., Tpn) = g Xy Tig « - Ty s

OpuU UeMy ce CyMHupa IO CBUM A-TOUIAHUM HOACKYmOBUMA {i1,...,it} om {1,2,...,n}.

UNameby ocrasor, 01 = 1+ 29+ +x, 1 0, = x1T2 - - - Tp. OBUYHO ce nomeduHMITE
oo=1uor=03ak>n.

T.2.1 (Bujemose fopmyae) Axo cy 1,xa,...,x, Hyle noturoMa P(x) = 2" + ajz" 1 +
azx" 2 + .-+ a,, Tana je ar = (—1)*op(xy,...,z,) 3a k=1,2,...,n.

Loxas. Nanyknuja mo n. Cse je jacuo 3an = 1. IlpernocraBumo na je n > 1. Hanmumwumo
P(z) = (x—z,)Q(x), rae je Q(x) = (x—x1) -+ (T —Xp—1), 1 OAPEOUMO KOECPUIU]EHT

ap momuroMa P(z) y3 zF. Kako cy woedummjentu Q(z) y3 2! u zF penom
jenmaku aj,_, = (—DF 1o (21, ,0pq) & aj, = (=DFop(21,. .., Tn_1), ©MaMO
ap = —Tpay_y +aj, = op(T1,..., 7). O

o IIpumep. Hymne x1,xs, 13 momuuoma P(x) = 1° — ax? + bx — ¢ 3amoBomaBajy a =

T1 + X2 + 23, b = 1122 + Tox3 + T3X1, C = T1X2T3.

3adamax 2. Hokazatu ma mommuOM " + 2nz" 1 4+ 2n22" "2 + ... He MOKE Oa MMa CBE
peaJIHe HyJIe€.

Pewewe. IlpernocraBuMo Oa Cy CBe IErOBE HyJeE X1,ZLs,...,~L, peaane. OHe 3a10BO-
JbaBajy
in = —2n, inxj =22
i i<j

MebyTtum, no mejemuaxkoctu namely cpenuua Basku

2

2
inzj:% in *% I?SnQ;l Zmz =2n(n—1),

1<j 7 i

KOHTPAIUKIN]a.

3a0amax 3. OxpenuTu cBe HOJUMHOME OOMMEA anT” + Gp_12" L + - 4 a12 + ag, Tae je
a; € {-1,1} (j =0,1,...,n), Koju UMajy caMO peajHe HyIe.



Pewewe. Hera cy x1,...,z, HyJe maror noauHoMa. Tana je:

it as 4ty = (0 w)? 2000, wiwg) = ap_y — 20,2 < 3;
izl 2% =1
ITo mejemmakocT u3aMeby cpemwHa ApyTa jeTHAKOCT TMOBIAYU T7 + -+ + 12 > n,
omarye je n < 3. Ilpm Ttom je cayuaj n = 3 moryh camo ako cy x1,%e,r3 = £1.
IIpoBepoM JaKo MONA3UMO M0 CBUX pemema: o+ 1, 22+ o — 1, 23 — x4 (22 — 1).

Ila bucMmo moka3zanau na MOJMHOM HEMa CBE peajlHe HyJje, HOBOJpHA HAM je caMo
jenmna roTpamuknuja. llapamokcasno, ako Tpeba Ha MOKAKEMO Oa IMOJIWHOM UMG CBE
peaJyiHe HyJe, a HUCMO y MOI'yNHOCTH na MX CBe OAPEIVMO, CATyaluja Ce YeCTO yC-
JIOKILABA.

3adamax 4. Horazatu ma cy cse myJe noaunoma f(x) = z(x — 2)(x — 4)(z — 6) + (x —
1)(x — 3)(x — 5)(z — 7) peanne.

Pewemwe. Karo je f(—o0) = f(o0) = +o0, f(1) <0, f(3) >0 u f(5) < 0, monuaom f
“Ma peasiHy HyJIy Ha CBAKOM on mHTepBasaa (—oo, 1), (1,3), (3,5), (5,00), mro je
YKYIHO YeTUDHU.

Kao mro je Beh peueno, y HeKMM cmenujasHuUM CIydajeBuMa je MoOryhe TadHO
onpemutu Hyse nator noguaoma f. Ciyuaj mommHoma cremena 1 mnu 2 je 6uo mo3HaT
jom y crapom Beky. Ilosmara ¢opmyrna Bpenna mamhema naje pemrema KBaIpaTHE
jemmaunme az? +bx +c=0 (a #0) y obauky

N3pa3z mox xopesoMm D = b? — 4ac HAZUBAMO OQUCKPUMUHAHMOM KBAIPATHE jeTHAUIHE
az? + bx + ¢ = 0. Bumumo ma oma wMma 1Ba peanma pemema ako je D > 0, u Hema
peasHUX pememna axko je D < 0.

Kana je f crenena 3 unu 4, pememe jeqnaunte y 001Ky (HEIPAKTUYHUX ) GOPMyIa
Iajy Cy UTaJInjaHcKu MaTtemMatuuapu Taprasma nu Pepapu y 16-tom Bery. [lokaszahemo
Tapramua MeTon pemmaBama KyOHe jeqHaunHE.

IIpe cBera, cMeHOM 2 = ¥ — a/3 cBOomMMO KyOmy jemmauwmny z° + ax® +br +c =0 ca
peasHUM KOoe(pUINjeHTUMa Ha je JHAUYWHY OOJIMKA
a® ab  2a3

3 .
+py+q=0, rmeje =b——, =c— —+ —.
Yy Py T+4q e ] p 3 q 3 o7
Crasmajyhu y = u + v nobujamo jemmaumuy u® + v3 + (3uv + p)y + ¢ = 0. MebyTum,
U ¥ U JOU YBEK MMAajy jelaH CTEIeH Caobome, IMTO 3HAUM Aa jé HO3BOJLEHO BE3aTHU UX

ycaoBoM 3uv + p = 0. Tako Hama jegHadvmHa MOCTAje CUCTEM

uv = —B, ud 403 = —q
3
3
KOJU Ce jeAHOCTABHO pemasa: u’ u v° Cy pemema KBaaparTse jeauaunse t*+qt—5 =0,
npu yemy uv = —p/3 Mopa ma Gyme peasHo. Tako Qoga3uMO 10 pelema:

T.2.2 (Kapdanosu obpacyu) Pemema jemmaumne y> +py+q =0 ca p,q €R cy

a4 @ v el e J@ v
vi 6\/2+\/4+27Jr6 2 Vit 17002

27 :
3 IIPUMUTUBHN Ky6HI/I KOPEH jJeOVHUIEC. O

rue je e:cos%’r—kisin



IuckpuMuHanTa jensauuse y° + py + ¢ je D = —108 (% + g—i) Y ommreMm cuyuajy,

MUICKPUMHUHAHTA KyOHe jemmaunue ax® 4+ bx? 4+ cx +d =0 je
D = b*c* — 4ac® — 4db® + 18abed — 27a’d>.

Kybna jemmaumna mma Tpu peaJsiHa DEIEma aKo je HmeHa AUCKpuMuHaHTa [ HeHera-
TVBHA; ¥ CYIPOTHOM, OHA MMa TAYHO j€IHO PEAJHO DEIICHHE.
3a nomuom P(z) = a,a™ + -+ + ag n-Tor cremena ca (He 00ABE3HO PA3IMUUTIIM )

HYJaMa T1,..., Ty, IACKDUMUHAHTA CE€ NeQUHUIIE KAo
_ 2n—2 _ 2
D =aZ H(mz—xj) .
1<

OBa ¢opmyia je y cknangy ca Beh mnarum nedurunujama 3a n = 2,3. Iloka3yje ce na ce
D, ka0 cUMETPUYAH MOIUHOM MO I1,...,T,, MOXKE MPEACTABATA KAO XOMOTE€H MOJIUHOM
creneHa 2n — 2 no koepUIUjeHTUMA dg,...,0,. AKO Cy CBe HyJle X; peajHe, jJaCHO je
na je D > 0. MebhyruMm, 3a n >4 npyru cMep He BayKu.

Momuuaom f(x) = apx™+- -+ a1z +ap je cumempuuan ako je a,—; = a; 3a cBe i. Axo
je deg f = n menapmno, —1 je mysna nomuroma f u nomuaoMm f(z)/(x+1) je cumerpuuan.
Axo je n = 2k mapuo, Tana je

f(x)/:z:k = ao(xk + xik) +otap iz Fag

MOMUHOM TO Yy = = + 1, jep je To cakm om m3pasa z' + x~% (Bumeru 4. 3amarak y
rnasu 9). Tako je 22 + 272 =9? -2, 23 + 273 = 93 — 3y, wrn. OBo cBomM jenmaummy
f(z) =0 Ha jemmauuny crenexa n/2.

3adamax 5. Iloxaszatu na nonunoM f(x) = 25 — 22° + 2% — 223 + 22 — 22 + 1 uma Tauno
yeTupu HyJIe Momysa 1.

Pewewe. CraBumo y =z + 2z~ !. Tana je

% =g9(y) =y’ -2 -2 +2.

IIpumerumo ma je x momyma 1 ako m caMo ako je x = cost + isint 3a HeKoO t,
a Tama je y = 2cost; obparno, u3z y = 2cost caenu x = cost + isint. lpyrum
peunMa, |z| =1 ako n camo ako je y peanso nu —2 < y < 2, IpU UeMy CBaAKOM
TAKBOM Yy OIroBapajy MBe BPETHOCTU I ako je y # +2. IIpema Tome, ocTaje camo
a noka:keMo na ¢(y) uMa TadvHO B peaJiHe HyJe y uHTepBaity (—2,2). 3a To je
noBosbHO npuMmeruTu ma je g(—2) = —10, g(0) = 2, g(2) = —2, u na upema Tome ¢
“Ma o jemHy HydIy y cBakoM onx mHTepBana (—2,0), (0,2) u (2,00).

3° IlonmmHOMM Cca HEeJIMM Koe(UIUjeHTIMA

ITocmarpajmo monmuuaoMm P(x) = anx™ + -+ + a1 + ap ca ueauM Koe(UIujeHTUMA.
Pasmura P(z) — P(y) ce MOke HanucaTu y OOIUKY

an(z™ —y") + - +ax(2® = y?) + ar(z — y),

y KOjeM Ccy CBHU cabupnu OeJbMBU HOJMHOMOM T — Y. Tako momasmMo IO jeqHOCTaBHOT
aJI BEOMa Ba:KHOT apUTMETHUYKOI CBOjCTBA NMOJMHOMA U3 Z[r]:



T.3.1 Ako je P nonunoMm ca mnenum koedpunujerntuma, tana je P(a) — P(b) memuso ca
a — b 3a cBe paznuuure 1ese Opojese a u b.

Crnenujanso, cse nenobpojue myse nmonuaoma P neme P(0). O
Baskun camuno tBpbheme 3a panmonanze Hyse noaunoMa P(z) € Zx].

T.3.2 Ako je pammonasan 6poj p/q (p,q € Z, q # 0, uw3an(p,q) = 1) myna nomuaOMA
P(z) = ana™ + - + ag ca ueaum roeduuujeHTrMa, OHAA P | ap u q | ay,.

Jloxasz. VImaMmo
q"P (Z) = app" + ap-1p" Mg+ + aoq”.

Csu cabupny ocuM MOKIA MPBOT Cy NEJLUBU CA ¢ U CBU OCUM MOZKIA MOCJIEIHEr
cy memusu ca p. Ilpema tome, ¢ | a,p™ u p | apq™, omakne cnenu tBpbheme. O

3adamax 6. Momurom P(z) € Z[x] y3uma Bpeanoctu +1 y Tpu pasiauunre 1enobpojae
taure. /lokazaTu ma OH HeMa IEJIOOPOjHUX HYJIA.

Pewewe. IlpernocraBuMo CynpoTHO, na Cy a,b,c¢,d nenu Gpojesu taksu ma je P(a),
P(),P(c) € {-1,1} u P(d) = 0. Tanma je mo mperxomsom TtBpbhemy 1 memuso
paszauuutuM 1eauM opojeBuma a — d,b — d u ¢ — d, KOHTpaAUKIA]ja.

3adamax 7. Hera je P(z) mosuHOM ca nesuM koepunujentuma. JlokazaTu ma ako je
P(P(---P(x)---)) = « 3a Heru neo 6poj x (rme je P mpumemeno n myTa), OHIA

P(P(x)) = x.
Peweme. TlocmaTpajMo HU3 maT ca ©o = ¢ 1 T4, = P(xg) 3a k > 0. Hera je x5 = xo.
3uamMo ma
d; = Ti41 — T4 \ P($¢+1) - P(%) = Ti42 — Ti41 = di+1
3a cBe 1, a Kako je dy = dg, Mopa na Baxu |dg| = |di| = -+ = |dy].

IIpernocrasumo na je di = dg = d # 0. Tana je do = d (y cynpoTHOM mMaMo
X3 =21 Te ce y HU3y Bume Hukaz Hehe mojaButu xp); cauvno ds = d, ura, na je
xr = o+ kd # xg 3a cBe k, kourpamuknuja. Craenu na je dp = —dy, na je xo = xg.

Tpeba HAIOMEHYTH Oa IOJWHOM KOjU y CBUM LEJIOOPOJHMM TadkaMa y3uMa Iese

BPEOHOCTU HUje 0DABE3HO MOJMHOM Ca [eJINM KOe(UIMjeHTMMAa, Ka0 MITO Ce BUIU HA

z(z—1)
IpUMepy MOJTUHOMA, — 5.

T.3.3 Axko je Bpemnoct nonunoma P(z) nenobpojra 3a ¢Baku meo 6poj T, Taga MOCToje
uenu 6pojesu cy,...,C, TAKBU A4 je

P(:c)cn(z> +cn_1<nf1) +.~+c0<§>.

Basxku u obparao tBpbheme.

Zoxas. Kopuctumo uunykmujy mo n. 3a n = 1 rBpheme je TpuBujasHo; HEKA je
n > 1. Homurom Q(x) = P(z+1)— P(z) je crenena n—1 u y3uMa nese BpeIOHCTH
y OeJUM TAadKaMa, [a M0 WHIYKTUBHO] MPETHOCTABIM IMOCTOJE ag,...,0n_1 € Z

TaKBU 14 je
T T
Q) —an_1<n_1> +"'+a0<0)-



3a cBako neno x > 0 Baxn P(x)
jemHAKOCT (2) + (i) I (m;l)
npencrasibame P(x):

P0)+Q(0)+Q(1)+---+Q(z—1). Kopucrehn
(kj_l) 3a CBakKM I1e0 Opoj k mobujamMo TpaskeHO

P(z) = an_1<z> 4+ ag (f) + P(0). O

3adamax 8. IlpermocraBumo zma je, 3a gaTu OpuponaH 0poj m u moaunoM R(z) =
™ + ap_12" 1+ -+ + ag, R(x) meo 6Gpoj memus ca m Kam ron je T meo 6poj.
IlokasaTu na je tana nla, mKeLUBO ca m.

Pewemwe. TIpuMeHNMO IPETXOMOHY TEOPEMY HA MOJIWHOM %R(m) (ca ucTuM o3HaKaMa).
Bonmehu roe¢punumjent osor monmuoma he Outy jemHak ¢, + nc,—1 + --- + nleg,
omakiye ciaenu TBpbheme 3amaTka.

4° HepacTaBJsMBOCT HOJWHOMA

3a monmuoM P(x) ca meaumM KoeQUIMjeHTHMA KaskeMO 14 je€ Hepacmas.npue I upe-
Ooyyubunar HAL Z[r] aKO ce He MOKe HPEeACTABUTU y OOJIMKY IPOM3BOLA IBA HEKOH-
CTAHTHA IOJUHOMA Ca [EJIUM KOe(PUIjeHTUMA.

e [Ipumep. CBakm moswHOM Apyror mau Tpeher cremeHa KOju HeMa DPANMOHAJHNAX
Hysa je Hepactasmus Hand Z. Taxsu cy mop. 22 —x — 1 u 22% —4a + 1.

Amnasorno ce mepunume (HE)PACTABLUBOCT HAJ CKYIOM MOJUHOMA Ca, DEIUMO,
PAIMOHAJHUM, DEAJHUM WM KOMIUIEKCHUM KoepunujeHTnMma. Vnak, ol HABEICHUX,
caMO pacTaBibuBOCT Han Z[r| je 3ammMmuBa. [aycoBa nema (mose) TBpaud na je
pacrasmuBocT Hanx Q[z] exBuBanenTHa pacraBmuBoctu Hanx Z[x]. Takobe, seh cmo
YTBPIWIN 14 jé PEAJaH IOJMHOM yBEK DACTaBLUB Ha uduHuoue y R[z] cremena 1 mim
2, MOK je KOMILIEKCAH IOJMHOM yBEK DACTaBLUB Ha jguHeapHe umanone y Clx].

T.4.1 (Taycosa aema) Axo je nomuaoMm P(x) ca menuM KOoe(hUIMjeHTUMA PACTABJLUB HA,I
Q[z], orma je om pacrasmus u Haxm Zlzx).

Joxas. IIpernocrasumo na je P(z) = apz™ + -+ + ap = Q(z)R(z) € Z[z], rme cy Q(zx)
n R(r) HEKOHCTAHTHU NOJMHOMU C& DAIUOHAJHUM KoepuiujeHtuMa. Heka cy
¢ M 7 HajMam¥W TpUpPOMHM OpojeBum TakBu Aa moimHOoMu ¢Q(x) = qpt + - +
go u "R(z) = rpx™ 4+ -+ + 1o umajy unene xoepunujente. Tana je qrP(z) =
qQ(z) - rR(x) paznarame nosusoMa ¢rP(x) Ha mpou3Box nBa moauHOMa U3 Z[x].
Koncrpyucahemo rakso pasnarame 3a P(x).

Heka je p mpowmssoman npoct meawaarn 60poja q. Csu roedpunujentu P(z) cy
nmemwusBu ca p. Heka je ¢ TakBo ma p | qo,q1,---,¢i—1 1 pt ¢;. Vimamo p | a; =
qori + -+ qiro = ¢iro (mod p), omariue p | ro. Hame, p| ajr1 = qorip1+- -+ qr1+
Gi+1m0 = ¢qir1 (mod p), omawrme p | r1. HacraBmajyhu ma oBaj maumn mobujamo
p | r; 3a cBe j. Ilpema Tome, rR(x)/p mma neme xoeguumjenre. OBako cMo
[O0UIN pasiarame %P(x) Ha Tpom3Box moiamHOMa u3 Z[r]. DBupajyhn mpyre
BPEIHOCTU 3a P U HACTaBbajynu oBaj mocTymak HOOUjaMO »KebeHO Da3jIarame

camor noiuroma P(z). O

Haname, ocuM ako Apyradnje HariIacuMoO, IIOJ HEPACTABJFUBOIMINY IOAPA3YMEBAMO
HEpacTaBBUBOCT Ha Z[z].



3a0amax 9. Ako cy a1,as,...,G, PA3IUIATU NeIU OPOjeBU, HOKA3ATHU A& je IOIUHOM
P(z)=(x—a1)(x —a2) - (x — ap) — 1 upenynubunan.

Peweme. Tlpernocrasumo na je P(x) = Q(z)R(x) 3a Heke HEKOHCTAHTHE IOJIUHOME
Q, R € Z[z]. Kako je Q(a;)R(a;) = —13ai=1,...,n, Baxku Q(a;) =1 u R(a;) = —1
nm Q(a;) = —1 u R(a;) = 1, a y 0b6a cayuaja je Q(a;) + R(a;) = 0. Cuenun na
nonuuaoM @Q(z)+ R(x) (koju odnriie 1HO HUje HyJIA-[MOJUHOM) UMA N HYJA A1, . . ., Ay
mTo je HeMoryhe jep je meroB CTemeH Mamu O M.

T.4.2 (Ipowupernu Ajsenwmagnoe xpumepujym) Hera je P(z) = apax™ + - -+ a1z + ag
MOJIMHOM Ca [eJUM KOoe(UIUjeHTMMa. AKO MOCTOje mpOCT Opoj p U 1meo Opoj
ke {0,1,...,n— 1} TakaB ma

p|a0;a1a"'7ak¢7 pTal%H. u pQTCLQ,

rana P(x) uma mepacrasmusu dakxrop crenena seher ox k.

Cuemujasso, ako ce p MOke y3eru Tako xa je k = n — 1, tana je P(x) mepac-
TaBJHUB.

Uoxas. Canuno nokasy I'aycose sneme. Ilpernmocrasumo na je P(z) = Q(x)R(x), rae cy
Q(z) = qa®* + - + g m R(z) = rpya™ + -+ + 1o monmmEomu u3 Z[z]. Kako je
ap = oTo OELUBO Ca P, & HUje ca p?, TAYHO jemaH Of o, To je JesbuB ca p. Hexa
pl g uptre. Cama, p|a = qor1 + qiro, onakmne p | ¢1ro, Tj. p | q1, U TAKO
name. OBakKo 3aKbydyjeMO na Cy CBU KOCQUIU]EHTU (g, (1, -.,qk ACILUBU Ca p,
amu pfqrsr1. Cuemu na je deg@ >k + 1.

3adamax 10. 3a meo 6poj n > 1 nocmarpajmo monuroM f(x) = " +5x" 1 +3. Ilokazatu
na He mocroje monuHoMu g(x), h(z) ca neauM KoepuimjeHTUMA U CTeeHOM BeliuM
oxn 0 raksu na je f(z) = g(x)h(z).

Pewewe. ITo (mpommpenom) Aj3eHmTAjHOBOM KPUTEPU]YMY, f UMa UpenyuubuIHy hak-
TOop unju je cremed 6ap n — 1. Kako f mema menobpojHux HyJa, Mopa OuTué
upenynubuIaH.

3adamarx 11. Axo je p npoct 6poj, nokasaru ga je mommaoM P, (z) = 2P 1+ o +1
upenynubnIaH.

Pewewe. Ymecro ®,(z) nocmarpahemo ®,(r+1) u nokazahiemo na je o uperynubuian.
Oparne jacuo cuaenu tBpheme. Mmamo

(z+1)P—1 -1 p —2 P
(b 1 N St A———— p .. .
p(z+1) . P+ po1)" tot g )ete
OBaj moaMHOM 3a10BOJbABA CBE NMPETIOCTABKE Aj3€HIITAJHOBOT KPUTEPUjyMa HA

OCHOBY KOj€r je upenynuOuniIaH.

[Toreran je y mcnuTuBamy pacTaBBUBOCTU HEKOD MOJWHOMA O KOPUCTU WCIUTATHU
merose HyJse u muxoBe monyie. Cuenehu 3anamu 1o 106po UIyCTPyjy.

3adamax 12. Horaszatu na je nonuuom P(z) = x™ + 4 pacrasmus Han Z[r] ako u caMo
aKo je nm mesmuBO ca 4.

Pewewe. Ce myme momunomMa P umajy jemmax momyn 22/". Aro cy Q u R monumOMM
u3 Z[z] u deg Q@ = k, rana je |Q(0)] npoussox Monyia Hysa HOJUHOMA () U jeTHAK
je 22k/" 'y momro je To meo 6poj, 3akmyuyjemo ma je n = 2k.

Axo je k menapuo, mosusaOM () UMa peasHy Hyiy, mTo je Hemoryhe jep P(z) mema
peannux Hyna. lakne, 2|k u 4 |n.
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Omnpa Kanga ce HyJe He MOTYy TayHO oxpemutu, Tpeba Haliv HOBOJBHO HOOPY OIeHy.
IIpouennTy KOMIIEKCHY HyJIy HOJWHOMA HUje YBEK jemHoctaBHO. ['maBHO opybhe koje
HAM je TIpu Pylu je HejeTHAKOCT TPOoyria m3MeDy KOMIIEKCHUX OpojeBa:

2| = |yl <[z +y| < |z|+ [yl
IMocmaTpajmo nomuaoM P(z) = ana™ 4+ ap—gan — k+ -+ -+ a12 + ap ca KOMIIEKCHUM

rkoedpumujentuma (a, # 0). Hera je o merosa myna. Ako je M peasan 6poj Takas na
je la;| < Mlay,| 3a cBe i, Baxkn

M
0= [P(a)] = lanlla]” = Mlan|(|o]"™* + - + a] + 1) > |an[la]" (1 - ) ’
=1 (laf = 1)

omakze je |a*~!(Ja| — 1) < M. Tako momasumo no jemme onene:

. ag
T.4.3 Heka je P(z) = an2™ + - - -+ ap KOMILIEKCAH HOJIUHOM Ca an # 0 u M = max |—
0<k<n |Gy

Axo je ap_1 = -+ = ap_k+1 = 0, TAma cy CBU KOpeHu moiauHOMa P mo Momyiy

Mamu ox 1+ VM.

Cuemujanno, y cayuajy k = 1, cBaka myna noauaoma P(z) je mo Monyny Mama
on M +1. O

3adamax 13. Axo je @, ...G10G¢ AEKATHU 3a0UC TPOCTOr Opoja u a, > 1, moraszatu na
je momuuOoM P(z) = ana™ + -+ 4+ a1z + ag Hepacrasmus. (LMO 1989.2)

Peweme. IIpernocrasumo na cy @ u R HekoHCTaHTHU noauHoMU u3 Z[z] ca Q(z)R(x) =
P(z). Hera cy x1,...,x) Hyjde moauHoMa (Q U Tpii,...,T, oyie R. Ilo ycuosy
sagarka je P(10) = Q(10)R(10) mpoct 6poj, ma MoxkeMO 6e3 CMamema ONMITOCTH
cMaTpaTu n1a je

|Q(10)| = (10 — 21)(10 — x2) - - - (10 — x) = 1.

MebyTumM, o TeopeMu O IPOLEHU KOPEHA, CBAKA HYJIa X; je 10 MOAYJIY Mama O
149/2 =11/2 < 9; upema Tome |10 —z;| > 1 3a cBe i, WTO TOPHY jeAHAKOCT YUHU
HeMoryhow.

3adamax 14. Hera je p > 2 npoct 6poj u Hera je P(x) = zP — z + p.

-
(a) Iorasarm ma cy cBe Hyse moamHOMAa P MO MOLYJNy Mame o1 pr—1.

(6) Horaszaru nma je mosnuuoMm P(x) upenyunGuias.

Peweme. (a) Heka je y myna nmonusnoma P. Tana je |y|P — |y| < |yP — y| = p. Onasze
cremm na ako je |y| > pﬁ, oHZA je

_1
lyl* — [yl > (p— D)pz=T > p,

mwTo je KoHTpaguknrja. OBIe CMO KOPUCTUIU HEje THAKOCT pﬁ > % KOja caenu
HOp. m3 6GuHOMHOT paszsoja pP~ ! = ((p—1) + 1)P~ L.

(6) IIpernmocraBumo na je P(x) mpouwsBox IBa HEKOHCTAHTHA IHOoauHOMA (%) 1
R(z) ca uenunMm koepunujenTuma. Jemad on oBa ABa MOJIMHOMA, penuMo (), mma
crnobonan unau jenaak +p. C mpyre crpane, HyJe I1,...,Z) ToauHOMAa () 3a,10-
BOWBABAjy |1, ..., Tk < pﬁ Ha OCHOBY gHena (a), U &+ T = P, ONAKIE CIEIU
na je k> p, a To je nemoryhe.
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5° VlHTepmosanmuja moJIrHOMA

IlonmuaOM n-TOr CTemeHa uWje Cy BPETHOCTHM JaTe y 1 + 1 Tadaka jeqHO3HAUHO je
ompeben. Hberoso ompebuBame HazuBa ce unmepnoaayuja. llpermocraBumo, makie,
na je P nomusom n-tor cremeHa um ma je gmaro P(x;) = y; y DA3IUUYUTAM TauvyKaMma
g, T1,-...,Ty,. 1locTOje jemmucTBenu monuuomu Fg, Fy, ..., E, n-Tor cTenena TakBu ma
je Ei(z;) =1 n E;(z;) =0 3a j # 4. Taga nomunoM

P(x) =yoEo(x) + 1 Er(x) + - + yn En(2)

rMa Tpa:keHe ocobune: 3aucra, P(x;) = Zj y;iEj(x;) = yiEi(x;) = y;. Ilpeocraje jom
camo ma ce mpouaby oarosapajyhu momuuaomu Ey, ..., F,. [lontunoMm Koju ce anyaupa y

n ravaxa r;, j # i, nemwns je ca [[;,(r—=;), u cax maxo nobujamo Ej(z) =[], ((;_73;]',)).
i~y
Tako cmo moOwuiu:

T.5.1 (Jlazpanacos unmepnoacyuory noauHom) 3a nate 6pojese yo, . - ., Yp U PASIAUATE
2o, - - - , Ly, HOCTOJU jeMUHCTBEH mosuHoM P(x) n-Tor crenena takas xa je P(z;) = y;
3at=0,1,...,n u oH je maT GopMyIOM

|

=0  jF#i 1—33])

o IIpumep. Hahm xy6ru mommom @Q takas ma je Q(i) = 2¢ 3a i =0,1,2,3.

Pewewe. Q(z) = <x—1>(x:62)<z—3> + 2x<w—22)(x—3) n 4x(x—j>2<x—3) n 82(:8—16)(96—2)

2345246
% -

Ila 6u ce m3pauyHaga BPEIHOCT IOJIMHOMA Y HEKOj TAYKM, IOHEKA I HUje MOTPeOHO
pauynatu Jlarpamios noanaOM. Jlarpam:KoB IOJMHOM 3aIIPaBO UMa HEIPUjaTHY OC-
obuHY ma maje OaroBOp y 3aMeTJHLAHOM ODJIUKY.

e [Ipumep. Axro monmuuoMm P n-tor cremena y3muma BpenHocT 1 y taukama 0,2,4, ...,
2n, uspauynaru P(—1).
Pewemwe. P(x) je napasuo unentuuru jenuak 1, u P(—1) = 1. Anu ako npuMeHrMo

Jlarpam:k0B MOJMHOM, €BO ITa heMo mobuTu:

 ntl (—1)n

1—2¢ —1-2j _(2n—|—1)..
ZH (25 — 2i) ZH (2 — 29) on ;(Zi—l—l)il(n—i)!'

=0 j#i =0 j#i

YMecTo Tora, 4ecTo je KOPUCHO MOCMATPATH KOWAYHY pasauky moauHoMa P koja ce
nepunmme kao PM(z) = P(z + 1) — P(x) u koja je cremena 3a 1 mamer mero P. Ilame
nedunmmeno k-ty komauny paszmuky, PF = (PF-1 koja mma cremen n —k (rme je
n = deg P). Ommru o6mux P* je

7

Pl (z) = Zk:(_n’“’ <k> Pz +1),

LITO ce MOKa3yje jemHocTaBHOM mHAykuujoMm. Mameby ocrasor, P je xomcranTaO M
Pt = 0, onakne nobujamo jeaHaxocTu

n

T.5.2 P(x+n+1)=Px+n)+ iP[i](x +n—i)= Z(—l)”_i (n —; 1>P(9c +1i). O
i=1 i=0

12



3adamax 15. Tlomusom P cremena n 3amososmasa P(i) = (”jl)_l za i = 0,1,...,n.
Onpenutu P(n + 1).

Pewewe. MImamo
n+1
_ if M +1 S\ n+1 ]-a 2 | n;
0—;(—1) ( ; )P(z)_(—l) P(n+1)+{ 0 24n.

1,  2|mn;

CﬂeamnajeP(n—i—l):{O 24n

3adamax 16. Axo je P(r) mommmom mapror n-tor cremena, P(0) =1 u P(i) = 207! 3a

i=1,...,n, norazatu ga je P(n+2)=2P(n+1)—1.

Pewewe. Bumivo ma je PM(0) = 0 m PMNG) = 271 3a i = 1,...,n — 1; name je
PRI0) =1 u PPI(i) =2  3ai=1,...,n — 2, uTa. YommTe, JaKo ce BUIA 12
Baskn PFl(i) =2""13ai=1,...,n—k u P*(0) je 0 aro je k memapro u 1 axo je

mapuo. Cana je

n, 2| n;

Pla+) = P+ PV) = = Plap Pyt = {30 51

Cauano, P(n +2) = 22+ — 1.

6° 3Bo O mosmHOMA

[IpBux map pemosa MCKOpUCTUNEMO & MOHOBUMO HAJOCHOBHUjE UMH-€HUIE AU(ep-
€HIINjQJIHOT PAUyHA.

H3600 peanne nau xoMiuiekcue Qyurimje [ mepunucane Ha noackyny R (umm C) y
Tayku a, ako nocroju, je f'(a) = limy_q w - Taga Ka:xkeMo ma je f Jufepenyu-
jabuara y a. 3a mpon3BosbHe mupepeHiujabuinne gpyurmuje f u g u ¢ € R Bakn

) =cf'sy (f+9)=[f+ds (f9)=F9+/[g" (5)/ = Loty
o)) = f(g())g'(@);  (nf) =2

MonuaoMm P(x) = apx™ + ap_12™ 1 + -+ + a1x + ap je mudpepernujabuian y CBakoj
TauKU, U HErOB U3BOJ j€ IaT U3Pa30oM

P'(x) = nap,a" "t + (n = Dag_12" > 4+ -+ a1
Obpuyra onepamuja, Heogpebenn uaTerpad, je mara mzpaszom

a Ay
/P(m)dm = grtl gy Tholan 4 4o 4 C
n+1 n
N3Boau nobOpo anpokcmMupajy TOK (YHKIMje Yy OKOJIMHU JaTe Tadyke, Kao LITO Cce
Bunu u3 Tejaopogoz passoja dyuruuje f:

T.6.1 Ako je ¢yurmumja f n myra HenpekuIHO mudepEHIMjabuIHa y TaYKU @, Y HEKO]
OKOJIMHIN Tauke a (3a MaJio t) BaskU

"(a ") (a
fla+1t) = f(a) + f'(a)t + ## +t fT!()t" +o(t"). O
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Cuenujanso, ako je f mosuHOM cremena n, dial o(t") je UAEHTUYRU jeqHAK HYJIU.

Cnenehe tBpheme Takobhe Baku 3a cBe qudpepenujabunne GyHrOuje.

T.6.2 (Poaosa meopema) W3ameby cBake mBe peasnne myse peasHor mnojusHoma P(x)
HaJa3u ce 6ap jenna mysa monmHoMma P’(z).

(Hocaeduya: axo P(x) mMa cBe peasne Hyue, ouna u P/(z) uma cBe peasne Hyie.)

Jokas. Hera cy a < b nse mysne monmunoMa P, Heka je Ge3 cMmamema ommroctu P'(a) >
0 u Hera je ¢ Tauka uHTepBaJya [a,b] y K0joj P y3uMa MakCUMAaJHy BpPEIHOCT
(TakBa Tayka MOCTOjU jep je mHTepBaJ [a,b] kommakran). 3Hamo na Baxu P(x) =
P(c) + (z — ¢)[P'(c) + o(1)]. Aro je mup. P’(c) > 0 (cayuaj P'(c) < 0 cnmuno
BOAY KOHTDPaIMKIMju), Baxkuio ou P(x) > P(c) y HEKO] Majoj OKOJIMHU €, LITO
je rourpamukmmja. Moryhe je jemuno P'(c) = 0, ma je ¢ myna monumaoma P’(x)
usmeby a u b. O

Cana hemo matu obehanm moka3 tBphema na CBAKM MOJMHOM KMa KOMILJIEKCHY
mysny. OBa BeoMa Ba:kKHA TeOpeMa MMa BUIIE IOKa3a, O KOjuX Behuaa KOpUCTH OCHOBHE
YUEEHUIE U3 KOMIUIEKCHE aHAJM3€e UJIU TOMOJIOTU]E.

T.6.3 (Ocnosna meopema anzebpe) CBaky HEKOHCTAHTHU KOMILIEKCHU moauHOM P(z)
uMa HyJly y CKYILy KOMIUIEKCHUX Opojesa.

Jokas. Hera je P(z) = 2™ + ap_12" 1 + --+ + ap. 3a m0BOBHO Benuko R, Ha mpumep
R > 1+ 2|ag| + |a1]| + -+ + |an—1|, y cBuM Taukama x ca |z| = R umamo |P(x)| >
|z"| — |an—12"" ! + -+ 4+ ag| > |ag|. Hocmarpajmo mempexummy ¢ynrmujy |P(x)]
Ha KoMmakTHOM ckymmy {z € C | |z| < R}. Ilo TeopemMu 0 €KCTpEMHO] BPETHOCTH,
OHA JOCTUKE CBOjy MUHUMAJHY BPEIHOCT HA TOM CKyIly Y HEKOj TAUKU C, U OHa
3anoBosasa |c| < R. Ilokazaliemo ma je P(c) = 0.

IIpernocrasumo na je |P(c)| > 0 un mera je P'(¢) # 0. Kako je P(c+1t) = P(c) +
tP'(c)+o(t), omabepumo t y npasuy konuunuka —P(c)/P’(c), Tj. t = —rP(c)/P'(c)
3a Hero r > 0, r € R. Tana je P(c+t) = (1 —7r)P(c) + o(r), wro je mamwe ox P(c)
3a JMOBOJbHO MAJIO 7', & TO je KOHTPAIUKII]A.

Ha canuan mauma noctymamo u ako je P/(¢) = 0. Hera je P'(c) = -+ =
PE=D(e) = 0 # P¥)(¢). Tlpumermmo ma Taxso k moctojum, jep je mmp. P (c) =
nla, # 0. Tana je mo Tejmoposom passojy P(c+t) = P(c) + P¥ (c)th /k! + o(tF).
Axo omabepemo t TakBo na je t* = —rP(c)/P®)(c) 3a mexo r > 0, r € R, umahenmo
P(c+t) = (1 —r)P(c) + o(r), mro je omer mMame ox P(c) 3a moBOBHO Majo T,
KOHTpAIUKIUja. [

Onna raga momuaoMm P Huje 3amar momolly koedpunumjenarta Bell KaHOHCKM, Kao
P(z) = (x — )" - (z — 2,)¥", morommuju uspas 3a mssox ce mobuja kopmmhemem
OpaBUIIa 33 JIOTAPUTAMCKA M3BOJ MU U3BOJ IPOU3BOJIA:

P’(m):P(w)( LRI )

T — I T — T,

Cunnyna dopMmyiia ce MOKe JOOUTHU U 3a OPYTHU MU3BOI.

3adamax 17. TlpermocraBumo ma peasau 6pojesu 0 = 2 < 1 < -+ < Xy < Tpgp = 1
3a0BOJHABAjY
n+1
1 )
Z =0 3ai=1,2,...,n. (1)
. . Ly — Xy
J=0,j#i
IokazaTu na BaKU Tpii—; =1 —x;3a1=1,2,... n.
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Pewewe. Hera je P(z) = (x —xo)(x —21) -+ (x — 2p) (¥ — Tpy1). Vmamo

n+1 n+1
P(z) P(z)
P'(z) = u P'(z)= .
;w—% ;;(JC—%‘)(%—%)
Onatie je
1
P'(z;) = 2P (z) S ———
() (x)Z(xi—xj)
J#
3a1=0,1,...,n+ 1, na u3 ycnosa caemu P’(x;)=03ai=1,2,...,n. Oryna

z(x —1)P"(x) = (n+2)(n+ 1)P(z).

Jlako ce BUAM na MOCTOjU jeAMHCTBEH MOHUYAH MOJIUHOM CTENeHa N+ 2 KOju 3a10-
BOJbABA TOPHY AUPEPEHIMANHY jeIHAUNUHY - NOBOJLHO je yIOPEIUTH KOe(uIm-
jente Ha 06e crpane jennaumne. C npyre crpane, noausom Q(z) = (—1)"P(1—x)
TakoDe 3aM0BOJbaBA Ty jeIHAUMHY W MOHMYAH je, cTemeHa n + 2, ma Mopa OuTu
(=1)"P(1 — z) = P(z), omakne cuenu tBpheme.

Ono mTO maje M3BOLY HOJMHOMA IOCEOHY yHOTPEOHY BPENHOCT jecTe HErOBO Uy-
Balb€ BUIIECTPYKUX HYJIA IOJIUHOMA.

T.6.4 Axo (z — a)* | P(z), ouma (z — a)*~1 | P'(z).
Jokas. Axo je P(z) = (x — a)*Q(x), ouma je P'(z) = (v — a)*Q'(z) + k(z — 2)*1Q(z). O

3adamax 18. Onpemutu peasnuu nonmuuoMm P(x) cremena majsume 5 takas na P(x) maje
pemnom ocratke —1 u 1 pu mememy ca (v —1)% u (x + 1)3.

Pewewe. Arxo P(x)+ 1 uma TpocTpyky Hydy y Tadku 1, onma meros usson P'(x) uma
MBOCTPYKY Hyusy y Toj Taukn. Cuowmuno, P/(r) mMa mBOCTPYKYy HyJIy W y TAuKd
—1. Caemn ma je P'(x) memuso momunomom (x — 1)3(z +1)%. Mebyrum, P'(z) je
creneHa HajBurre 4, omakie je

P'(z) =c(z — 1)*(x +1)? = c¢(z* — 222 +1)

3a Heky koncranty c. Cana je P(z) = c(12° — 223+ x)+d 3a Here peanne 6pojese

cud. I3 ycnosa P(—1) =1u P(1) = —1 mobujamo ¢ = —15/8, d =0 nu
1
P(z) = —§(3x5 —102% + 152).
3adamark 19. 3a nare nomuaome P(z) m Q(x) u npoussosmro k € C, o3naunmo
P,={2€C|P(z)=k} n Qr={z€C|Q(z)=k}.

Axo je Py = Qo u Py = @1, nokazatu ma Mopa outu P(x) = Q(z).

Pewewe. Ilpernocrasuhiemo Ge3 cmamema onmroctu aa je n = degP > deg@. Heka je

Py ={z1,22,... 2} u Pt = {2Zk41, Zkt2y - - - s Zktm - LomuaOMU P 11 ) ce nokmanajy
v k+m ravaka 21,29, ..., Zk+m. Ham pesynrar he ciaenuTy ako MOKaKEMO Oa je
k+m >n.

IIo ycnoBy je

P() = (2= 21) - (2= 2 = (2= 204) ™+ - (@ = )47 4 1

15



3a HEKe IPUpPOIHE OPOjeBe 1, ..., Ngt+m. llocMmarpajmo P'(x). 3mamo ma je om
nemus ca (r — z;)% P 3ai=1,2,..., k+m; naxme,

k+m

I[@—z)~"" | P(a).

i=1

Onarae umamo 2n—k—m = deg Hfi{n(x—zi)ai’l < degP' =n—1, tj. k+m > n+1,
IITO CMO ¥ 3KEJIeJIN.

Ucty nnejy MokeMO ma MCKOPUCTUMO W y MOKa3y ciaeneher sanuMmimuBor TBphema
KOje ce IOKa3aJlo BeoMa KOPUCHUM y NOKa3WBamlmY Oa HEKe MUO(GAHTCKE jeTHAUYWHE 38
MOJINHOME HEMA]y pelekha.

T.6.5 (Mejcon) Axo cy A, B u C ysajamuo npoctu nomuaomu ca A + B = C, ouna je
creneld cBakor on nosunoMa A, B, C' Mamu o1 6poja pasinuyuTUX HYJIa TOJIUHOMA

ABC.

Jloxas. Hexka je
k l m

A(z) = H(JI —pi)*, B(x)= H(Jc —q)%, C(x)= H(Jc — ;)¢

i=1 =1 =1

Hanumumvo nary jemmakoct kao A(x)/C(z) + B(x)/C(x) = 1 u mudepermmpajmo
je mo z. Iobujamo

l m

A(II?) u a; m C; - B(l’) bl C;
C(x) Zm—piizx—ri 770(1‘) Zx—qiizx—n

=1 i=1 i=1 =1

n3 vera BuauMo aa ce A(x)/B(x) Moxe IpeIcTaBATH KAO KOJUYHUK [BA MOJIUHOMA
crenena He Beher on k+ 1+ m — 1. Tepbhemwe caenu u3 yumenune na cy A u B
y3ajaMHO IpocTd. O

OBo TBpheme je HeKa BpCTa MOJMHOMCKOT eKBUBaJeHTa Tako3Bane ABC-xumorese!,

oTrBOpeHor mpobiema us teopuje OpojeBa. Cuenehe tBpheme je ounmrienno exkBuBa-
nent Benure $epmaose Teopeme 3a mosuuOME:

T.6.6 Ako mocrtoje yzajamuo mpoctu moauHoMu P, (), R ca KOMIUIEKCHUM KOe(UIIN]jeH-
THUMa TAKBU 14 je
pae + Qb _ Rc7
rme cy a,b,c npuponau 6GpojeBu, Tana BasKU % + % + % > 1.

Jloxas. Ilpumenumo teopemy 6.5 ma mommmome P% QP R°. Caaku ox adeg P, bdegQ,
cdeg R je mamu ox deg P + deg @ + deg R, onakie je cg I UTH.
CabupameMm nobrjaMo TpaskeHy HejemTHAKOCT. [

1y degP
a deg P+deg Q+deg R’

Hocaeduya: Jemnaunna P™ 4+ Q™ = R™ Hema pelnema y y3ajaMHO TPOCTUM MTOJIUHOMUMA
3a mpupogaH 6poj n > 2. O

Mosxe ce moraszatu ga y T.6.6 Baxku u Opyru cMmep: ako je % + % + % > 1, onna
jemHaunHa uMma pemema. Ha npumep, 3a (a,b,c) = (2,4,3) umamo pememe P(x) =
212 — 3328 — 332* + 1, Q(x) = V108(2® — z), R(z) = 28 + 142 + 1.

LABC-zunomesa: 3a cBaxo € > 0 noctoju xoucramra K > 0 TakBa na je, 3a CBe y3ajaMHO MPOCTE IeJe
Gpojese a,b,c ca a + b = ¢, IPOM3BOL CBUX Pa3IMUMTHX IPOCTUX AeNuiana 6poja abc Behium ox Kel—¢.
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7° Bpoj Hyma mosmHOMA

[Ipumena cBojcraBa M3BOAA HAM MO:Ke MOMONW ma OneHUMO OpOj HyJia AaTOr pe-
aJiHOT moJuHOMa Ha ompebemom muHTepBasay. Ilokazahemo nBe kiaacuume Teopeme O
Opojy mHyia.

T.7.1 Heka je P(x) peanan monuuoM crenena n. Ca N(z) o3HauaBaMo 6poj IpOMeHA
smaxa y musy P(z), P'(z),...,P™(z). Axo je a < b, Tama 6poj Hysna mosuoma P
(6pojanux ca MHOTYCTYyKOCTHUMA) Ha uHTepBauay (a,b) auje sehim ox N(a) — N(b).

Jokas. IlomTo cy MOAMHOMU HeIpekuaHe (YHKOUje, IPU HEIPEKUIHOM IIPOJIACKY T OX G
)
o b, N(z) ce MOske IDOMEHUTH CaMO y HyJau HeKor ox noausoma P(x), P'(z),....

Ucnurajmo monamame 6poja N(z) y okomunu mysie xo nonunoma P. Heka je
P(x) = (z — 20 Q(), Qro) # 0. Kaxo je Px) = r(z — z0)'' Q) + (& -
20)"Q'(z) = (x—20)" 1 (rQ(z) + (z—20)Q'(z)) ~ r(z—20)"'Q(z), y HEKO] OKOIUEY
tauke ¢ P'(z) je ucror 3maka kao (r — )" tQ(x¢). Camuno mobujamo ma je, 3a
k <r, P®)(z) y Hekoj OKOMMHE Tauke T, HCTOr 3HAKA Kao (x — xo)" *Q(xg). Y
mu3y (z—x)" "%, k=0,...,7 uMa 7 TpOMeHa 3HaKa 3a T < T( U HUjeJHA TPOMEHA,
3a T > Tp, ma ce TaKo OpPOj mpoMmeHa 3Haka y mery mmsa P(zx),...,P")(x) mpn
OPOJIACKY T KPO3 T( CMAWKUO 34 T.

Hexa je cana xo r-toctpyka myaa mommaoma P4 koja muje mysta nomuaoma PO~
i > 1. CawunrmM pesoroBamem mobujamo ma cy PO~ (z), PO (x),..., PO+ ()
Yy HEKOj OKOJIMHU Tauke Ty UCTOor 3Haka kao A, (x — x9)"B,...,B, rme je A =
P=D(z9) u B = P+ (zy). Taro ce 3a mapuo r 6poj MpPOMEHa 3HAKA Y OBOM
IeJly HW3a CMAmLUO 3a 7, a 3a HemapHO 7 Taj 6poj ce cMmamwuo 3a 7+ 1, Tj. omer
3a mapas Opoj.

Crnenu ma ce, mpu IPOJACKy & KPO3 r-TOCTPYKY Hyxay mnosawmsHoma P(x), N(z)
cMamyje 3a 6p0oj MCTe MAPHOCTU KO I M HE MAKU OX 7, JOK C€ ¥ CBAKOM JPyTrOM
cayuajy N(z) nau He Mema UK cMamyje 3a napad 6poj, oxakie cienu TBpheme.
O

T.7.2 Zexapmoso npasuso. Bpoj mo3uTusHuX Hysa peasHor noawHoma P(r) = ap,z™ +
--- 4+ a1 + ag HUje Behn ox 6poja mMpoMEeHA 3HAKA Y HU3Y G, ..., A1, QQ-

Joxas. Y osmaxama u3 nperxomme teopeme, P*)(0) = klay, ma je N(0) jenmako Gpojy
OpOMeHa 3HakKa y HU3Y On,.-.,01,00, JOK je N(b) = 0 3a mososmHO Benmko b, ma
U3 IpeTXojHe TeopeMe ciema TBpheme. O

Heka je P(x) peaman nosnusoMm. [lebumrumwmmo uu3 nosaursHoMa P; npumemy]jyhiu
Eyrmunos aaropuram Ha Py = P u Pp = P: 3a k > 1, ako je R(z) ocrarak mpu
nebewy monmHoMa Pi_i(x) ca Py(x), deg R < deg Py, craBumo Pri1 = —R(z). Onaj
aJCOPUTAM Ce OUUIJIEIHO 3aBpIIaBa y KOHAYHOM Opojy ropaka. I[[Imypmoe wuz je HU3
nonmuaoma Py, Py, ..., Py, vae je Ppy1 = 0 # Pp,. Ilpumehyjemo na je P, najsehu (y
ONHOCY Ha CTEIEH) 3ajeJHUYKM meauian monuaomMa P u P

Axo P(z) mMa BumecTpyKy HyJy Zo, Tama ¢y u Py u P, a camum tuM u csu P,
NEJUBU Ca T — X, Te je P, () HEKOHCTAHTAH ITOJIMHOM.

C npyre crpane, ako P(z) Hema BumecTpykux Hysa, nomuaomu P u P’ cy y3ajamuo
npoctu (3amMcra, ako UMajy 3ajeQHUYKy HyJIy Tg, OHIA je g Dap ABOCTPYKa HyJa
nonuroMma P), tako na je P, menysa koHcranra. Mcro Tako BUAMMO U Ha HUKOja IBa
y3acronna unana [IITypMOBOr HM3a HEMA]y 3ajeTHUYKY HYJLY.

T.7.3 IHImypmosa meopema. Hexra je P(x) peaman mosuHoM 6e3 BUIIECTPYKUX HYJA.
Osnaunmo ca Z(x) 6poj npomena 3mnaka (me pauynajyhu mymne) y musy P(z) =
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Py(z), Pi(x),...,Py(z). Tana je 6poj mysna monuuoma P(x) Ha uaTepBaxy (a,b],
a < b, jemnax N(a) — N(b).

Joxas. IloBompHO je mocMarpaTu noHamame [IITypMOBOr HU3A Y OKOJIVHU HyJIa EHETrOBUX
YJIaHOBA-TIOJIUHOMA.

Heka je & myna mekor nonuuaoma P;, 0 < i <m. Tana cy P;_1(§) u Piy1(€) pazmu-
YUTY OJ HyJle U Pa3iIuuuTor 3Haka. llpema tome, y musy Pi_1(z), Pi(z), Pit1(x)
3a T y OKOJMHU £ MMaMO TAYHO jeAHY NPOMEHY 3HakKa ca obe cTpame &, ma ce
Z(x) HE Mema Kajla T IpoJiasu Kpo3 §.

Bpoj Z(x) ce MOxke IPOMEHUTH CaMO IIPU IPOJACKY & KPO3 HEKY HYJILy & HOJIMHOMA
P. 3uamo ga je tana Pi(§) #0. Axro je Pi(§) = P'(§) > 0, P(x) je pactyhe y £
Memha 3HaK U3 HEMATUBHOL y IO3UTUBAH, TAKO Aa ce Z(x) cmamyje 3a 1. Cununo,
Z(z) ce rarobe cmamyje 3a 1 y rauru £ aro je Pi(§) < 0. Osum je tBpbheme
JOKa3aHo. O

e Ilpumep. Heka je P(x) = Py(z) = 2* — 322 4+ 2z — 3. Tana je:
Pi(z) = 423 — 6z + 2,
Py(x) = —(Po(z) — zPi(2)) = 32 + 32 + 3,
Py(x) = —(Pi(x) - (32— §)Py(a)) = 10z — 10,
Py(z) = —(P2(z) — (552 + ) Ps(z) = —10.

WNurepsan (0,2] canpxu Tauno jenny myiry P(x). 3awmcra, (Py(0), P1(0), P2(0),
P5(0), P,(0)) = (—3,2,3,-10,—10) u (Py(2), P1(2), P2(2), P5(2), P+(2)) = (5,22,12,
10,—10), ma je Z(0) — Z(2)=2—-1=1.

C npyre crpame, y (2,00) HeMa HyJa, jep 3a CBAKO NOBOJLHO BEJIUKO I BaKW
Py(z), P1(x), P2(x), Ps(z) > 0 > Py(z), na je Z(+00) =lim,, o0 Z(x) = 1.

8° CuMeTpUUHN MOJIUHOMU

CuMeTpuyaH MOJMHOM IO NMPOMEHJLUBUM I1,...,ZL, j€ CBAKU IIOJUHOM KOjU C€ He
Mema MePMyTOBaHEM UHAEKCA MPOMEHBUBUX. Ha mpumep, mOITUHOM x% je cuMeTpuvan
no z; (WTO M HUje HEKO UyHO), alu HUje CUMETPUYAH IO I1,Z2 jep Ceé 3aMEeHOM MecTa
uHAeKCUMa 1 1 2 Mema Y IOJIMHOM :c%

Hed. Homuuom P(z1,22,...,T,) je cumempuuan aKO 3a CBaKy HEPMyTalujy T CKyIa
{1,2,...,n} Basm P(x1,22,...,Zn) = P(Tr(1), Tn(2), - Tr(n))-

OunrneqHo CBOjCTBO CHMETPUYHOT HOJMHOMA je na CYy HEeroBu KOeYUIUjeHTU Y3
6uio Koja aBa cabupka obmmka zi'---xlr m i -+ xdn ) rme je (ji,...,Jn) IEpMyTaIUja
(i1,...,1n), jenmarku. Ha mpumep, ako pa3Boj CHUMETPUYHOT MOJUHOMA TIO &, Y, 2 CAAPIKA
cabupak x?y, opma campEu U r2z, ry?, UTI, Ca UCTUM KOe(UIUjeHTAMA.

IIpumepu cuMeTpuyHUX noaMHOMA €y moauHomu ok (1 < k < n) yBemeHnu y Apyroj
rnasu. Takobe je cumerpuuan HIp. moawHOM T3 + 3 (MO T'1,T2) KOjU HUje OOIMKA 0.

CuMerpryaH IOJMHOM 30BEMO TOMOZEHUM AKO CY CBU EHETOBU CAOUPIM MCTOr CTe-

nena. ExBuBajJeHTHO, moJuHOM T je XOMOreH cremeHa d akKO 3a CBAKO ¢ UM & BaKWU

T(tzy,... tr,) = t4T(x1,...,z,). Taro je mnp. z? + r3 XoMoren ca cremeHom n = 2,
anmu 73 + 23 + 1, Maza cuMeTpuYaH, HUje XOMOTeH.
CBaku cUMeTpUYaH IOJUHOM IO Z1,...,T, CE MOKE HAINCATU Kao 30Mp XOMOIEHUX

noauaoMa. Illta Bume, oH je Takobhe mpencTraB/pUB y OOJUKY JUHEApHE KOMOWHAIN]E
usBecHux “muratia’. OBe nurie cy MOJUHOMU

To=D " oan” (+)
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3a CBaKy n-TOpKy a = (ay,...,a,) HEHETATUBHUX IEJIUX OPOjeBa ca a1 > -+ > 4y, LA
ce cyMupame BpHU IO CBUM mepMmyramujama (i1,...,I,) uEgekca 1,...,n. Y uspasy
3a T, uctu cabupak MO¥Ke Ia Ce MOHABJbA BUIIE MyTa, Ia 3aTO aeGuHUmEeMo S, Kao
cyMmy pasaunumuz cabupara y (x). Ilonmmom T, je yBer menobpojun ymHO®EAK S,. Ha
npuMep,

T(2.2.0) = 2(aTa3 + 2523 + 2327) = 25(2,2.0)-

Cse n-topke a crenesna d = a3 + -+ + a, ce Mory nmopebarm y nexcmrorpagciu
nmopenak y KOMe je

!/

a>ad akoje s;=8,...,5, =S, U Spp1 > Sp,q 38 HeKO k > 1,
rae je s; = ay + -+ a;. Y OBOM moOpeTKy HajMama n-Topka je m = (z 4+ 1,...,2 +
l,z,...,z), voe je = [d/n] m © + 1 ce mojaBmyje d — n[d/n] myTa.

I[Monuuomu T, ce Mory MHOKUTH IO cienehoj jeqHOCTABHO] (HOPMYIIH:

T.8.1 Ako ¢y a = (a1,...,a,) u b= (by,...,b,) N-TOPKe HEHETATUBHUX LENUX OPOjeBa,
BAKN
T, Ty = ZTa-‘rﬂ'(b)a
s

rie ce cymmpa no csuMm nepMmyranujama m(b) n-topke b. Ilpm Tom je (x;)P, +
(yi)izy = (@i + yi)isy.

Joxas. IloBOBHO je IPUMETUTU O3 BAKU

z;"l(b) . xzn(b)Ta _ Z .’L‘(‘ll-‘rﬂ-il (b) . zqn-‘rﬂ'in (b)

21 in ’

a 3aTuM cabpaTu IO CBUM IepMyTanujaMa 7. O

Hapenenux muraaa nma 6€CKOHAYHO MHOTO, ¥ OHE OUMIJIE THO HUCY MeycoOHO He3a-
BuCHe. 3aTo HaM Tpebajy je IHOCTABHUjU IPAIUBHU €JIeMEHTH Koju cy MeDhycobHo Hesa-
BUCHU, a MTOMONY KOjUX OMCMO OCHOBHUM PAYYHCKUM OIe€PalrjaMa MOTJIU 18 U3Pa3UMO
CBaKM cuMeTpudad nojauaoM. VcmocraBsma ce ma Cy TH aTOMU YIPABO 071, ..., 0.

e [Ipumep. Cnenehm moavHOMU WO Z, Y,z Cy OPEICTABILUBU IPEKO O1,092,03:
xy+yzt+zr+xr+y—+z2=02+01;
xzy + a2z 4 yzx + y2,z + 22z + 22y = 0109 — 303;
m2y2 + y222 + 2222 = O’% — 207103.

T.8.2 CBaku cuMeTpuUYaH MOJUHOM IO X7,...,T, CE MOXKE U3PA3UTU KAO IIOJUHOM IIO
01,02,...,0,. 1lTa BuIle, CUMETPUUYAH NOJIMHOM Ca IEJUM KOe(UIMjEeHTHMA je

YjeAHO ¥ MOJUHOM IO 07, ...,0, Ca LHeJUM Koe(pUIUjeHTUMA.

Jokas. osomwuo je mokasaru tBpheme 3a mommnome S, cremena d (3a csako d). Ko-
PUCTUMO MHAYKIHX]Y 1O n-Topkama a. TBpheme Baku 3a HajMamy M-TOPKY 17
3aucra, Sy, = olo,, rme je d =ng+r, 0 <r < n. IlpernocraBumo, nakie, na
je tBpbheme TauHO 3a CBe mOJMHOME CcTemeHa Mamer on d u 3a cee S, ca b < a;
IOKAKUMO Ia Tald BAKU U 34 S,.

IIpernocraBumo na je a = (a1,...,a,) W D& a; = -+ = a > agy1 (K > 1).
IMocmarpajmo uspasz S, — oSy, rae je ' = (ay — 1,...,ax — 1,a541,...,a,). Ha
ocuoBy Teopeme T.8.1 nako ce Buau na je Taj m3pa3 obIuUKa Zb<a Sy, TIE CY
¢y meau OpojeBU, Te ce MpeMa WHAYKIM]CKO] MPETIOCTABIM MO:KE W3PA3UTU Yy
00JIMKY HOJMHOMA IO 0; Ca LEeJUM KoeuuujeHTrMa. [
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Iloka3 nmpeTxonHe TeopeMe HaM TakoDe maje u ajaropuraM 3a IPeACTaBHAHE CBAKOTD
CUMETPUYHOT MOJMHOMA y OYVHEIUju 0;. Vnak, 3a HeKe clienujajHe CUMETPUYHE IOJIU-
HOME IIOCTOj€ W jeTHOCTaBHUje (GopMyIIe.

T.8.3 (Fbymnosa meopema 0 CUMEMPUIHUM NOAUHOMUME) AKO 03HAUNMO S = x’f +x§ +
R xfl, BayKN:

_ k kel .
ko = s10p-1— 820k—2+ -+ (1) sp_101 + (=1)"Tlsy;
O1Sm—1—028m—2+ -+ (=1)" o, 80—, 3am>n.

Sm
(CBu nmosmHOMM Cy TO N TPOMEHJLUBUX. )
Joxas. Hupekran, Hup. xopumhemeMm ¢popmyne T.8.1. O
3adamax 20. Heka KoMIiekcHu GpPOjeBU X1, Ta, ..., T 3a8T0BOJHABAJY
x{—i—xé—i—---—kxi:n, 3a j=1,2,...,k,

rme cy n,k natu npuponau 6pojeBu. llokazaru ma je

( — 21)(x — @) ... (& — xp) = 2" — (T)ﬁ-l + (Z)x’f—Q — et (—1)k<;‘).

Pewewe. Haro vam je sy =n3ak=1,...,n. Kopucrehu FbyraHoBy Teopemy nobujamo
oL =mn, o3 = %(nal —n) = (72’), o3 = %(nag —noyp +n) = (g), ura. Hokasyjemo
UHAYKIUjOM 1O k ma je op = (Z) Axo je To Taumo 3a 1,...,k — 1, umamo

)G

Kako je (7) = (";") + (?7}), ropma jemmarocr ce csomu ma o = *(}~]), a oBo

je ympaBo jemHaKo (Z .
9° 3amamu

1. Moununu nonuuoMm f(x) werBpTOor crenesa 3anososmasa f(1) = 10, f(2) = 20 u
f(3) =30. Ompemutu f(12) + f(—38).

2. Heka cy natu xommiekcuu nomunomu P(z) = 2™ + a1z ! + -+ + a, ca myrama
X1y Ty, 1 Q(x) = 2™ +b12" L4+ + b, camynama z%,...,22. Ako cy a; +az+
as + -+ W ag+aq4+ ag+ -+ peaqnu 6pojeBu, morazatu ma je u by +bs + -+ + by,

peasan 6poj.
3. Ako nmosmaOM P ca peasiHUM KOoe(hUIUjeHTMMa 33,10BOJHABA 38 CBAKO T
P(cosz) = P(sinz),
MOKa3aTH fa MOCTOju TOAMHOM () Takas ma je 3a cBako x, P(x) = Q(z* — 2?).

4. (a) Hoxrasaru na 3a caro n € N nocroju nomuaom T, ca neauM KoepuujeHTuMa
u Bonehum koepurmjerTom 271 takas ma je T, (cosx) = cosnz 3a cBe x.

(b) IHorazatu nma momuuomu T, 3a10B0maBajy Tmin + Tm—n = 21,1, 3a cse
m,n € N, m > n.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

. Hokazatu nma axo je cos

(¢) Horazaru ma momuuom U, nar ca U,(2x) = 2T, (x) Takobhe nma nese xoedu-
ujeHTe, MOHWYAH je U 3am0Bosbasa U, (r +x~ 1) = 2" + 27",

Monunomu T, (z) cy T38. Yebuwos.mesu TOTUHOMU.

P

;T = G paluMoHAJaH Opoj 3a Heke p,q € 7Z, ouma je

a€{0,+£5,£1}.

. Hoxrazaru Ja MaKCUMYM allICOJIYTHE BPEAOHCTU Ma KOI' peaJIJHOT' MOHUYHOT IIOJIM-

HOMa n-Tor cremeHa Ha [—1,1] Huje Mamu ox 2%1

Axo je monuuoM P n-tor cremena takas na je P(i) jeAHAKO OCTATKY ¢ IPU Hebemy

ca23ai=0,1,...,n, uspauynaru P(n+ 1).
. 3a momuuoM P(z) n-tor cremena Basxku P(i) = % 3a ¢ = 1,2,...,n+ 1. Hahnu
P(n+2).

. Axo 3a peanan nomunom P(z) Basku P(x) > 0 3a csako z > 0, mokaszaru jna

nocroje peasru momuaoMu A(x) mw B(r) Taksu ma je P(x) = A(x)? + xB(z)2.

Ilokazatu na ce mommaoM P(z,y) = x*y?+2%y* —322y% +1, nako je HemeraTusam 3a
cBe z,y € R, He MOoke HamMCaTH y OOJUKY 30Upa KBAIpaTa HEKOJUKO MOJUHOMA.

Heka cy f(x),9(z) n a(z,y) nonuaoMu ca peayHUM KOE(DUIUjEHTUMA TAKBU 14
je f(z) — fly) = a(z,y)(g(z) — g(y)) 3a cBe peamne z,y. Ilokazatm na moOCTOju
nosuaoM h Takas na je f(z) = h(g(z)) 3a cse x € R.

Axo jemmaumna Q(x) = ax? + (¢ —b)x + (e — d) = 0 uma peasne xKopene Behe on 1,
rme cy a,b,c,d,e € R, noxaszatu na jemmaumna P(z) = ax* +bx3 +cx? +dx+e=0
uma bap jemaH peaJiaH KOPEH.

Mounwnuan nonunoMm P ca peangnuM xoeduimjertumMa 3an0somasa |P(i)| < 1. Hoka-
3aT; 1A MOCTOJU KOpeH z = a + bi Takas ma je (a 4+ b% +1)? < 4b% + 1.

Haru cy mekoncrautau noavaoMmu P(z) = 2™+ -+ a1z +ap u Q(z) =z +---+
bix + by. Hokaszaru ma 36up rBagpara koepunujenara nonunoma P(z)Q(z) Huje
Mamu o a2 + b3.

3a Koje peasiHe BPENHOCTU @ IOCTOjU panuoHajHa QyHKIMja f(T) Koja 3am0BO-
masa f(2?) = f(x)? —a? (Pamuonanna GyHKNUja je KOJUYHUK ABA TOJUHOMA.)

Hahu cse nomunome P koju 3amososmasajy P(z? + 1) = P(z)? + 1 3a cse z.
Hahu cse nonunome P 3a xoje je P(z)? —2=2P(22% — 1).

Axo momuuomMu P u (Q umajy 6ap 1o jenan peajiaH KOPeH, U
P(l+z+ Q)% =Q1+z+ P(x)?),
nokazaru na je P = Q.

Hahu cBe nonunome P(x) ca peamHuM KoeQuIUjeHTUMA KOjU 3a0BOJHABA]Y jel-
HAKOCT

Pla—b)+P(b—c)+ P(c—a)=2P(a+b+c)

3a cBe Tpojke (a,b,c) peamnux 6pojeBa TakBux ma je ab+ bec+ ca = 0. (MMO
2004.2)
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20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

Hu3s nenux 6pojesa (a,)S2; MMa CBOJCTBO A& M — N | Gy — Gy 38 CBE PA3INYNTE
m,n € N. IIpernocraBumo ma mocroju nosuaoMm P(z) Takae ma je |a,| < P(n) 3a
cBe n. Jlokazatu na mocroju nmoauHoM @Q(x) Takas ma je a, = Q(n) 3a cBe n.

Heka je P(x) mosuuoM cremena n > 1 ca meauM koepuuujeHTUMA U HEKa je k
npupogan 6poj. Ilocmarpajmo momuuom Q(z) = P(P(...P(P(x))...)), rue ce P
nojaBipyje k nmyra. JlokaszaTu na mocToju HajBUIIE N neaux OpojeBa ¢ TaKBUX Ia

je Q(t) =t. (MMO 2006.5)

Axo cy P u Q mornunu nosusomu taksu ma je P(P(z)) = Q(Q(z)), nokaszaru na
je P=Q.

Heka cy m,n u a npuponau 6pojeBu u p < ¢ — 1 mpocr. JlokazaTtu na je mOJIUHOM
f(x) = a2™(xz — a)™ + p HepacTaBbUB.

Tokazatu na je momusom F(x) = (22 + )2 4 1 mepacrasmus 3a ce n € N,

IMonuuom P(x) mma ocobuny ma 3a cBako y € Q mocroju x € Q Takso ma je
P(z) =y. Hokazaru na je P nuneapan HOJIUHOM.

Hera je k mpupomam 6poj. IlpermocraBuMo ma mocTOju HU3 MMEJIUX OpojeBa
ap,ai,... TAKaB 04 je
Ap—1 + nk

a, = ——— 3acBen>1.
n

Ilokasaru na je k — 2 memuBo ca 3.

Heka je P(r) MOHWYHU TIOAMHOM CTENEHA N duje cy Hyae i—1,i—2,... i—n (rme je
i? = —1) n mera cy R(z) u S(x) peasnu nomunomu taksu na je P(z) = R(x)+iS(z).

IokazaTtu na monrHOM R(x) MMa 1 PEAJHUX HYJIA.

IIpernocraBuMo na MoHWYaH moauHoM P(z) ca menoOpojHuM KoepuuujeHTuMa
“Ma CBe HyJe mo Monayiy jemuake 1. JlokazaTu OpBO Ia TAKBUX HOJIMHOMA IJATOT
CTeneHa UMa CaMO KOHAYHO MHOTO, & OHJIa M3BECTU Ia Cy CBE HeroBe HyJle KOPEHU
jemuaume, Tj. na P(x) | (#™ — 1)F 3a mexe mpuponue n, k.

10° Pemema

1.

Momuuowm f(x) — 10z ce amynupa y taukama x = 1,2,3, na je KesbUB HOJUHOMOM
(x —1)(x — 2)(x — 3). VI3 mormunoctu ciemu xa je f(x) —10x = (xz — 1)(z — 2)(x —
3)(z — ¢) 3a mero c. Cana je

F(12) + f(=8) =11-10-9- (12 — ¢) + 120 + (—9)(—10)(—11)(—8 — ¢) — 80 = 19840.

. Opmvernvo ma je Q(z?) = [[(22 — 22) = [[(z — ;) - [[(z + ;) = (=1)"P(z) P(—=x).

Canma nmamo
by+bo+---+b,=Q(1)—1=(-1)"P(HP(-1)-1=(-1)"(1+B—-A)(1+ B+ A),

rnecy A=a1+as+as+--- u B=as+ag+---.
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. N3 ycaosa caemqu ma je P(—sinz) = P(sinz), 1j. P(—t) = P(t) 3a GeckonauHo
MHOrO ¢, ma nonunomu P(z) u P(—x) mopajy ma ce moknamnajy. Hakae, P(z) =
S(x?) 3a mexu nmommmom S. Cana je S(cos?z) = S(sin®z) 3a cBako x, tj. S(1 —
t) = S(t) 3a Geckomauno MHOrO Bpemuoctu t, mrto naje S(z) = S(1 —z). To je
exsuBasienTHO ca R(z — 3) = R(3 — z), 1j. R(y) = R(-y), rae je R moaunoM
Takas ma je S(x) = R(z—3). Cana je R(x) = T(2?) 3a mexu nonuuom T, u Haj3an

P(z) = S(2?) = R(2? — %) =T(z* — 2% + %) = Q(z* — 2?) 3a Heku mosmHOM Q.

(a) Ouurnenuo Ty(z) = 1 u Ti(x) = = 3amoBosmaBajy ycioe. 3a n > 1 Kopuc-
TUMO MHAYKIUjy mo n. Kako je cos(n 4+ 1)z = 2coszcosnz — cos(n — 1)z,
moxkemo yzertu Ty, = 21171, — T,,—1. Kaxo cy ThT, un T,,_1 pemoMm cremeHa
n+lun—1, T, je cremena n+ 1 u uma Bogehu koedpumujent 2-2" = 2n+1,
W3 romCcTpyKIMje cirenu M na Cy MYy CBU KOE(DUIjEHTU IIEJIN.

(b) Jemmaroct cienu u3 mueHTHTETA COS(M +N)T + CcOS(M —N)x = 2 COSMT COSNT.

(¢) Hus nosunoma (U,,) 3amosomasa Ug(x) =2, Uy(z) =z u U,y = U1U,—U,_1,
OJlaKJie MHIYKIUjOM CJI€Ar MOHUYHOCT U IeJIOOPOJHOCT KoeduiujeHara. Jem-
wakocT U, (z + 27 1) = 2™ + 27" Baskm 3a cBako T = cost + isint, ma mpema
TOME BasKU 3a CBe I.

. IIpermocraBuMo ma BasKU COS %’N = a. IIpema mperxomuoMm zamarry je U,(2a) =

2cospm = £2, npu uemy je U, MOHMYAH U ca IeJUM KOC(PUIMjeHTUMA, Ia je 2a
1Ie0 Ha OCHOBY Teopeme 3.2.

. IIpuMeTuMo na jeAHAKOCT BakKM 3a YMHOKAK N-TOr YeOUITOBILEBOT MOJIMHOMA
T,(z). Bonehu roedumujent T, je 2" !, na je Cy(z) = 52T, (z) Mornuan mosm-
HOM U

1
[T (z)] = ST |cos(n arccos )| < g1 A TE [—1,1].
-1
IIra Bume, T),, v Taukama 1,cos =, cos 2F, ...  cos ("7)7“’ —1 HAM3MEHUYHO Y3UMa
n n n

1 1
BpemHOCTHN In-T n ~on—1-

IIpernocrasumo ga je P # T,, MOHMYAH IIOJMHOM TAKAB Aa je max_i<z<1 |[P(x)] <
. -1
1. Tama je P(z) — Cy(z) y Tausama 1,cos Z,- - cos ("T)ﬂ, —1 HAW3MEHUYHO
MO3UTWBHO M HETaTUBHO, Tako ma nojmaoM P — C), uma 6ap n HyJaa, IO jeqHy Ha
cBakoM mHTepBasy m3Meby mBe cycemme tauke. Mebyrtmm, P — C, je monumuHOM

crenena n — 1 jep ce MonoMm x" moTWpe, ma je TO HeMoryhe.

. Kako je Pll(z) = (=2)""}(~1)* 3a 2 =0,1,...,n — i, umamo
_ Wi 1) 4. q Py =4 2% 24m
P(n+1)=Pn)+PHn—-1)+---+P (O){ 1Z9n 2|n

. Ilo Teopemu 5.2 mmamo

P(n+2) :zn:(_l)n_iiil (nj1> B n—1|-2 g(_l)n_i(?ilz> :{ : ;Tz

_2
i=0 n+2’

. ITo Teopemu T.1.9, nonuuom P(z) ce MOke IPenCTABUTU y OOIUKY
Px)=(z—a)® - (x—ap)® - (22 — bz +c1) - (2% = bz + c), (%)
opy 4YeMy Cy a;,bj,¢; pealHu GPOjeBH TAaKBU la Cy G; PA3IUYUTH U IIOJINHOMU

2% — b;x + ¢; HeMajy peaJHUX HyJa.
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10.

11.

12.

13.

U3 ycnosa P(x) > 0 3a cse x > 0 caemu na je (Vi) a; napuo wim a; < 0. Cana
je Jmako mpeacTaBUTM CBAaKM OX umHMIana y (x) y obmmky A% + xB2% ma je mo
no3zuaToj popmysu (a?+vb?)(c? +~d?) = (ac+bd)? +(ad — bc)? muxos mpoussox
P(z) rakobe moryhe mpencraButu y skemLeHOM OBIUKY.

IIpernocraBuMoO CympOTHO, [a MOCTOje HMOJauHOMU (1, ...,Q, IO T ¥ Yy TAKBU A4
je Qi(z,y)? + -+ Qun(z,y)? = P(x,y). Tana je > ,Qi(z,0)? = 1, na crenn na
nonuaoMu Q;(z,0) = ¢; Mopajy 6utu KOHCTaHTHE 1O x. TO 3HAUM A& je MOIUHOM
Qi(x,y) — ¢; mewuB ca y. AHAJOrHO, HEDUB je U ca T, Ia 3aKDYyUyjeMO Oa je
Qi(z,y) = ¢; + zyR;(x,y) 3a neku nonunom R;. Kaxro je deg@; < 3, nonunomu R;
Mopajy 6utu nuneapuu. Cama mmamo Y . (¢; + zyR;)? = >0 (¢? + 2c;zyR; +
2?y*RY) = 2*y* (2 + y* = 3) + 1, 1j.

n n
(a3 <3 ) -

=1 i=1

MebyTuM, Ha JTeBOj CTPaHU OBe jeIHAKOCTH je TIOTMHOM nessus ca r2y? (cremena
4), a Ha IECHO] je MOJAMHOM cTeneHa HajBume 3. 1o je moryhe jemuno ako je
ca obe crpane 0, ajau TO BOAM y KOHTPAAUKIM)Y jep MIOJMHOM Ca JIE€BE CTPAaHe
OUUIJIENHO y3VMa HETaTUBHY BPEIHOCT 3a HID. T =y = 1.

Osunaunmo deg f =n u degg = m. TBpbeme morasyjemo mugykuujom mo n. Axko
jen <m, onna je deg,[f(z) — f(y)] < deg,[g(x) — g(y)], onaxne je f(x)— f(y) =0,
Tj. f je KOHCTAHTHO, a TBpDHEeHe TPUBUjATHO BAKU.

Heka je n > m. Ilpemackom ma fi(x) = f(z) — f(0) u ¢g1(x) = g(z) — ¢g(0) mo
norpebu, mosxemo ma upernocrasumo xa je f(0) = g(0) = 0. Ycuaos 3amatka 3a
y =0 maje f(z) = A(z)g(x), rme je A(x) = a(r,0) n deg A = n —m. Cana umamo

a(z,y)(g(z) —g(y)) = f(z) = fly) = A(z)g(z) — A(y)g(y)
= [A(z) — A(y)lg(z) + A(y)[g(x) — g9(y)].

Opnasne je monuuoMm [A(z) — A(y)]g(x) memus ca g(x) — g(y), nakne A(x) — A(y) =
b(x,y)(g(x) — g(y)) 3a Herm mommuoMm b(x,y). Ilo MHAYKUMjCKO] IpPETIOCTABIM,
nocroju noauuoM hy takas na je A(x) = hy(g(x)), n omarae f(x) = g(x)-hi(g(x)) =
h(g(z)) 3a h(t) = thi(t). OBuM je MEAYKIMIja TOTOBA.

Hanumommo
P(—z) = az* + (c — b)2® 4 (e — d) — b(a® — 2%) —d(z — 1).

Axo je r myna nomumoma @, umamo P (y/r) = —(y/r —1)(br +d) u P(—/r) =
(vr + 1)(br +d). Bumumo na je jemam onm Gpojesa P (4+/r) mosutusan a npyru
Heratusal (umu cy oba 0), ma merme usmeby —+/7 u /7 Mopa mocTojaTu Hysa
nosuuoMa P jep je /7 > 1.

Heka je P(x) = (x —x1) -+ (x — 2m)(2? —pro+ q1) - (2% — ppx + q,), Tpu uemy

nosmaEOMHU 22 — PR + @ HeMajy peasHux Hymaa. MMamo

1> |P@)| =[] li— = J]|—1—pri+axl,
j=1 k=1

a Kako je [i—z;|? = 1+x? > 1 3a cBe j, 3a HeKO k Mopa na Basku |—1—pri+qi| < 1,
Tj.
) 2 2
pr+ (e —1)" < L. (*)
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14.

15.

16.

17.

18.

Heka cy a+bi kopern nomuaoma 12 —prr+qi, (oHu cy Takobe kKoperu nosmaOMa P).
Tana je pr = 2a u g = a® +b?, ma Hejemnaroct (x) mocraje 4a’+ (a®+b>—1)? < 1,
ITO je eKBUBAJIEHTHO sKeJbeHO] HejeTHAKOCTH.

Osznauumo a,, = b, = 1. Hera je P(@)Q(z) = cpinx™™ + .- +c1x +co 1
Px)Q(1/z) =dpa™ + - +d_pz™".

Ilokazahiemo ma Bamu y,; ¢ = Zj d?. Tpaskena HejenuakocT he ogMax cilenuTu
omasge jep je dp, = by u d_, = agp.

Koedunujent ¢y je jemuar cymu Zzﬂ . @ibj, mTO maje ¢i = Zi+j=T,+s=k a;arb;bs,

na IMaMo y_, Ci = ZHJ —rps @iarbjbs. C mpyre crpane, koepunujent dj, je jemnax
> i wep Gtby, mTO maje di =", . aa,buby,, a Tana je

Z d? = Z a1Gyby by = Z At Ay by by = Zci’
k

t—u=v—w t+w=u+tv k

mTO CMO W TBPAWUJIN.

Hanumwumo f y obauky f = P/Q, roe cy P u @ y3ajaMHO IPOCTU HOJUHOMU U Q)
je Mommwam. Ycmos 3amatka moctaje P(x?)/Q(z?) = P(x)?/Q(z)? — a. Ymnopen-
juBameM Bomeher koedpunujerrta 3akbydyjeMo na je u P monmuan. Kako cy u
P(2?) u Q(z?) y3ajaMHo npocTu (aKO OHU MMajy 3ajeHUYKY HyIy, uMajy je u P
u Q) caenu Q( ) = Q(I)Q. Omnasne je Q(z) = 2™ 3a merko n € N. Canma umamo
P(2?) = P(x)* — aa?

Heka je P(x ) =ag+ a1z + -+ apm_12™ 1 + 2™, YnopebusameM KoedunujenaTa
P(z)? u P(2?) Bumumo ma je an_1 = -+ = Gam-nt1 = 0, Gam—pn = a/2, a1 = -+ =
am—1=0uag =1. OnaBne 3akpyuyjemo na je uau a = 0, mnm a = 2 u 2m—n = 0.

Kako je P cumerpuuan y omHocy Ha Tauky 0, Huje Temko mokaszatu na je P
yjemro mosmHOM 1O 2, Tako ma mocToju moamHOM Q Takas ma je P(r) = Q(z?+1)
wm P(z) = zQ(z? + 1). Tazma je Q((z% + 1) + 1) = Q(z* + 1)? — 1, omsocHo
(@2 +1D)Q((z2 +1)2+1) = 22Q(2®> + 1)2 + 1. Cmena 22 +1 =y maje Q(y> +1) =
Q(y)* + 1, ommocno yQ(y? +1) = (y — 1)Q(y)* + 1.

[Ipernocrasumo aa je yQ(y?+1) = (y—1)Q(y)?>+1. Ybamsamem y = 1 mobujamo
Q(2) = 1. Ipumetumo na, axo je a # 0 u Q(a) = 1, ouga je aQ(a’>+1) = (a—1)+1
ma je u Q(a?+1) = 1. Osako mobujamo 6ec1~c0Haan u3 (a,) Tadaka y kojuma
yauMa BpemHocT 1, maT ca ag =2 ¥ an,y1 = a2 + 1. 3akmyudyjemo ma je Q = 1.

[Mokazamu cMo Aa ako je Q # 1, onza je P(r) = Q(z?+1). Cana mako nomasmmo 10
cBux pemema: To cy nosuaomu obmuka T(T(--- (T'(x))---)), rae je T(z) = 2%+ 1.

Osmraunmvo P(1) = a. Umamo a® — 2a — 2 = 0. Kako je P(z) = (z — 1)Pi(z) + a
ybarmuBameM y ToJasHy jeaHauumny u cpebusamem mobujamo (z — 1)P;(x)?
2aP(z) = 4(x + 1)P(22%> — 1). 3a z = 1 umamo 2aP;(1) = 8P(1), ma 360r
a# 4 cremm Pi(1) =0, 1j. Pi(z) = (z — 1)Py(2), 1j. P(z) = (z — 1)?Pa(z) + a.
IIpernocrasumo na je P(z) = (x — 1)"Q(z) + a, upu uemy je Q(1) # 0. ¥Yo6aun-
BameM y TOJasHy peramujy u cpebusamem mobujamo (z — 1)"Q(z)? + 2aQ(z) =
2(2x + 2)"Q(22% — 1), mro omer maje Q(1) = 0, KOETPAIUKNHIja. 3aKDYUIyjeMO da
je P(x) = a.

[pumernmo ma moctoju * = a Takso xa je P(a)? = Q(a)?. Oso ciemu m3 um-
HeHUIe 71a, aKo Cy P U q pefoM peasnu koperosu P u Q, onma je P(p)? —Q(p)? <
0 < P(g)? — Q(¢)?% a P? — Q? je menperxumna dynrmja. Cana je P(b) = Q(b) 3a
b=1+a+ P(a)?. Axo mpernoctaBuMo na je a Hajsehn peasan 6poj Takas ma je
P(a) = Q(a), onmax mona3uMo N0 KOHTPAIUKIU]E.
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19.

20.

21.

22.

Heka je P(z) = ap + a1z + -+ + a,2™. 3a cBako x tpojra (a,b,c) = (6x, 3z, —2x)
3a10BoJbaBa ycuoB ab + be + ca = 0. Ycnos no P mHam naje P(3z) + P(5z) +
P(—8z) = 2P(7z) 3a cBe z, omakiae yunopebusamem koedunujenara nobujamo
K(i) = (3" 45"+ (—8)" —2-7") =0 xaxn rox je a; # 0. Kaxo je K(i) meratusuo 3a
HEIapHO ¢ U MO3UTUBHO 3a ¢ = 0 u mapuo ¢ > 6, a; =0 je moryhe camo 3a ¢t =2 u
i = 4. Ilpema Tome, P(x) = asx? + asx? 3a mere peasme Gpojese as,as. Jlako ce
nposepaBa ma cBu OBakBU P(x) 3a10BOMmaBajy TPasKeHU yCJIOB.

Heka je P cremena d. IlocrToju jemuucTBeH mosmuoM () cremena ue Beher on d
rakaB na je Q(k) =ag 3a k=1,2,...,d+ 1. Horazkumo na je Q(n) = a, 3a cBe n.

Hera je n > d+1. IlomuroMm Q) Mok Ia HEMa 1eiie Koe(pUIUjeHTe, ma He MOKEMO Ja
3akpyunMo ga n—m | Q(n) — Q(m), anu 3HAMO Oa MMa PAIUOHAJHE, Tj. HOCTOjU
npuponan 6poj M rakas ma R(x) = MQ(x) numa nene koedpunujenre. Ilo ycmaosy
sanarka, M(a, —Q(n)) = M(an, —ar) — (R(n) — R(k)) je memuso ca n—k 3a CBako
k=1,2,...,d+ 1. IIpema ToMe, 3a CBAKO N BaKU WA a, = Q(n), nau

L,=lem(n—1,n—-2,...,n—d—1) < M(a, — Q(n)) < Cn?

3a HeKy koHcTaHTy C' KOja He 3aBUCU OI M.

IIpernocraBumo na a, # Q(n) 3a wexko n. Ilpumerumo ma L, Huje Mame o
npoussona (n—1)---(n—d— 1) nogemenor npoussonom P csux ged(n —i,n — j)
no csuM naposuma (4,j) pasaumuautux O6pojesa u3 {1,2,...,d + 1}. Ilpm Tom je
ged(n —i,n — j) <i—j, Tako ma je P < 192971...d. Cnemn ma je

(n—1)(n-2)---(n—d—1) < PL, < CPn?,

IITO HUj€ TAYHO 3a HOBOJLHO BEJIUKO N jep je JeBa CTpaHa MOJMHOM cremena d+ 1.
Haxkie, a, = Q(n) 3a cBakO NOBOJBHO BENUKO 1, pemumo n > N.

IIra ce moraba 3a n < N7 Ilo ycnosy 3anmatka, M(a, — Q(n)) = M(a, — a) —
(R(n) — R(k)) je memuBo ca m —n 3a cBako m > N, ma oTyx MOpa OUTHU jemTHAKO
wynu. Hakie, a, = Q(n) 3a cBe n.

Y 3anmaTky 6 U3 TeKCTa je MOKA3aHO Oa CBaKO TakBO ¢ TakoDe 3anosomasa P(P(t))
= t. Ako cBako Takso t 3an0Bomasa P(t) = t, 6poj pemema He npenasu deg P = n.
IIpernocrasumo na je P(t1) = to, P(ta) =t1, P(ts) = t4 u P(t4) = t3, upu yemy je
t1 # to34. 1o Teopemu 2.1, ¢ —t3 menu to —ty m OOPHYTO, OnakiIe cuenn t] —t3 =
+(ta—t4). IIpernocrasumo ma je 1 —t3 = to—tyg, Tj. t1 —ta =t3—t4 = k # 0. Karo
HA CJIMYAH HAUWH Baku 1 —ty = +(t2 —t3), nobujamo ¢ —tz+k = (1 —t3 —k) mro
je memoryhe. Ilpema Tome, Mopa ma Basku t1 —t3 =ty — to, U3 Yera 3akibydyjeMo
P(t1) +t1 = P(t3) +t3 = ¢ 3a mero c. Cuemu ga cBa 1eno0pojHa pemema t
jemnauune P(P(t)) =t 3amoBomasajy P(t) 4+t = ¢, Te BUXOB O6POj HE HpeIA3U N.

Ipernocrasumo na je R=P—-Q #0u na je 0 <k <n—1 crenen R(x). Tana je

P(P(z)) - Q(Q(x)) = [Q(P(x)) — Q(Q(x))] + R(P(x)).
Axo mamumemo Q(x) = z™ + -+ + a1z + ag, EMaAMO

Q(P(x)) = Q(Q(x)) = [P(x)" = Qx)"] + - + a1 [P(z) — Q(a)],

OpU UeMy CBM CAOUPLIHM OCHM IPBOr MMajy CTeIeH HajBume n’ — n, HOK je IPBU
cabupax jennak R(x)- (P(z)" ' + P(z)"2Q(z) + - -+ + Q(z)" ') m oryna mma cre-
nen n? —n + k ca Bogehum xkoedurmjentom n. Hakne, crenen Q(P(z)) — Q(Q(x))

je n? —n + k. Crenen nomunoma R(P(z)) je jemmak kn < n? —n + k, onariue
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23.

24.

25.

26.

3akmyuyjemo ma je pasmmra P(P(x)) — Q(Q(z)) cremena n? —n + k, mTo je Komn-
TpaauKINja.

Ocraje cayuaj kana je R = ¢ koucrantao. Tama ycuos P(P(z)) = Q(Q(z)) maje
Q(Q(z)+¢) = Q(Q(x)) — ¢, ma jemmaroct Q(y+c¢) = Q(y) — ¢ Baku 3a GeCKOHAYHO
MHOTO Y, omakie je Q(y +c¢) = Q(y) — ¢ mro je moryhe camo 3a ¢ = 0 (moBOBHO
je ynopemnutu KoeuImjenTe).

IIpernocrasumo na je f(x) = g(x)h(x) 3a HEKe HEKOHCTAHTHE MOJIUHOME Ca LEIIUM
rkoepuuujenTuma. Ilomro je |f(0)] = p, Baxkm unn |g(0)] = 1 wum |A(0)| = 1.
IIpermocrasumo Ge3 cmamema ommroctu na je |g(0)] = 1. 36or |g(a)h(a)| = p je
lg(a)| € {1,p}, a ocum Tora a nenn |g(a) — g(0)] < p+ 1 < a, na mopa na Oyze
g(a) = g(0) = 1. C mpyre crpane, mera je g(z) = (r — a1) - (x — ax). Tanma je
lag - -ax| = 1. Kako je f(o;) —p = of"(oy; — a)" = —p, y3umajyhu nponssoxn mo
i=1,2,...,k nobujamo 1 = |g(a)|” = |(a1—a)--- (ar—a)|” = p¥, mT0 je memoryhe.

[IpernocraBumo na je F'= G - H 3a Heke nonuaome G, H ca uenaum KoeuimjeH-
tma. CBemuvo OBy jemmaroct mo mMoxyity 2. Kako je (22 +z+1)2" = F(z) (mod
2), nobujamo (z2 + = + 1)2" = g(z)h(z), rae cy g = G u h = H nomusoMu HAX
Zsy. Tlomuuom 22 4+ x + 1 je mepacrasmus Han Zso|r], ma mocToju mpupoman 6poj
k takas ma je g(z) = (22 + 2+ 1)* u h(z) = (2 + x4+ 1)>"~*; oBne ce mapasmo
MUCJIH Ha jeTHAKOCTU y Zs|x].

Hazan y Z[z], oBaj ycmos mocraje H(z) = (22 4+ x4+ 1)2"~F 4 2V (2) u G(z) =
(2242 +1)k 42U (z) 3a vexe mommmome U n V ca nemum koepunujentuma. akie,

(2% + 2+ 1DF +2U(@)][(2® + 2+ 1) 7% + 2V (2)] = F(x).

AKo cama 3aMEHUMO T = € = y mocaenmy jenHaroct, nobujamo U(e)V () =
1F(e) = £. MebyTuwm, oBo je nemoryhe jep mosmumom U(z)V (z) uma nene xoedu-
mujente, Te U(e)V (€) Mopa 6utu o6mka a+be 3a Heke a,b € Z (jep je €2 = —1—e),

a 5 TO Huje.

—144v/3
2

Jacuo je, ma mpumep u3 Teopeme 4.1, ma P Mopa ga uma panuoHAJHE Koehu-
mujenre. 3a Hexko m € N rkoepunmjentu nmomumuoma mP(x) cy nemu. Heka je p
npoct Opoj koju He meam m. TBpamMo na, ako P HUje JIVWHEApHO, HE TOCTOjU
panuonaJsan 6poj x Takas ma je P(x) = mip. Hamme, ako ©6u TakBO T IOCTO-
jamo, Basxkmio 6u u Q(x) = mpP(x) —1 = 0. Mebyrum, Q(z) je mepacraBmus
jep je mo AjzenmrajuoBoMm kpurepujymy 1o u x"Q(1l/x) 6ymyhu ma cy My cBum
KOe(UIMjeHT! OCUM IPBOT NEJbUBU Ca P U CIOOOMHM YJIaH HUje Je/bUB ca po.

ITokazahemo ma Mopa ma mocroju nmonusoMm P(z) Takas ma je a, = P(n).
3a mouerak, mpuMeTUMO aa 3a cBako k € N mocrtoje monmuuom Py cremena k — 1
ca 1eJI00POjHUM Koe(uuujeHTnMa 1 11eo Opoj ¢ Takas na je

_xk+Pk(gc—1)+qk

Pk($) -

(k)

Hamme, axo 3a mato k mamamemo Py(x) = by 121+ +bix+by, ymopebusamenm
koepunujenara y3 z; (i =k —1,...,0) y 2P, u 2 + P.(z — 1) + g Moxemo na
jemHo3HaYHO ompemumo by_1,...,by pemom u g = —Pr(—1).

W3 pekypentaux penanuja 3a Py(x) u HU3 @, CJIeIM MHIYKIU]jOM
ap—1— Py(n—1) @

n—1 .
ag — P (0 7!
an — Py(n) = - n:...zoni'k()_qu o 3a cBe n > 1.
! “— nl
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27.

28.

Kako je y mperxomHOj jemHAKOCTH JieBa CTpaHa Ie0 Opoj, a mecHa TeKU HYyJIU,
Mopa 6utu a, = Py(n) 3a cee n u g = 0.

Cana u3 penamaja (*5), (xx11) 1 (*442) mobujamo peramujy (z2+z)(xx) — (kpp1) —
(*k+2) KOja HakoH cpebuBama mocraje

2Ty (x) = Th(x—1) = 22(Py(r—1)+qr) — (qr + qet1 + ht2) = Qo+ Qi1+ Qry2 (mod 2),

rae je Ty(z) = (2% + 2) Pp(2) — Pog1(2) — Prya(2) — g
Yuopebupamem cremena onMax BUAMMO 1a je oBo Moryhe camo kan je Ty = 0 mo

MOTYTy 2 M Gri2 = k41 + gk (mod 2). Kako je 1 = —1 m g2 = 0, gx je mapmo
camo 3a k =2 (mod 3) onakne cienu tBpheme.

Osnaunmo P(z) = P,(z) = Ry(z) + iSy(x). Horazahiemo mmaykmujoMm mo n na
cy cBe Hyse P, peasHe; mTa BuUlle, akO Cy X1 > Xy > --- > T, Hyle R, u
Y1 > Y > - > yYp_1 Hyde R, 1, ma tama Baxku

T1>Y > X2 >Yg > > Tp—1 > Yn—1 > Tn.

Oso tBpheme je TpuBujanuno tauno 3a n = 1. IlpernocraBumo na Basku 3a n — 1.

Kaxro je R, +iS, = (x —i+n)(Ry—1 +iSy—_1), momuaomMu R, u S,, Cy peKypeHTHO
nosesanu penanujama R, = (x+n)R,-1+Sp—1 1 S, = (x+n)Sp_1—Rp_1. Onasze
nobujamo

R,—(2z+2n—1)R, 1 +[(x+n—-12*+1R, o =0.

Ako cy z1 > -+ > z,_o (peaune) mysne R, o, IO MHAYKTUBHO] HPETIOCTABIU
MMAaMO Z;_1 > ¥; > %;; KaKO je BPEIHOCT NOJMHOMA R, o HAM3MEHUYHO IO3UTUBHA
V HeraTWBHA Ha MHTepBaiuMa (z1,+00), (22,21), uTa, crnemu na je sgnR, o(y;) =
(—1)""L. Canma us penanuje R, (y;) = —[(x +n —1)? + 1]R,_2(y;) 3axmydyjemo na
je
sgnlRn(y:) = (—1)",

[ITO 3HAYM JAa NOJMHOM R, WMa HyJdy Ha CBakKOM O n uHTepBaja (yi,+00),
(y2,y1)s -+, (—00,Yn—1). lHOyEIH]a je TOTOBA.

durcupajmo deg P = n. Hera je P(x) = (z— 21) -+ (x — 2,) = 2" + ap_12" 1 +
-+- 4 ag, vme je |z =13ai¢=1,...,n. Ilo BujetoBum ¢popmynama je a,_;, =
+oi(21,...,2,) mTO je 30up (7;) cabupaka Monyua 1, omakie caenu ma je |a,—;| <
(T;) IIpema TOME, TMOCTOjU HA]BUIIE Q(T) + 1 moryhux BpemHoctu rKoedunujenTa
P(z) y3 2™* 3a cBako i, ojakie ciaemu na je u 6poj moryhux mosunoma P
CTENeHa 1 KOHAYAH.

Capna nmocmarpajmo monmuoM P.(z) = (z — 27)---(z — z]) 3a cBaku IpUpPOIaH

6poj r. CBu roedpunujeHTV moNMHOMA P, Cy CUMETPUYHU MOJUHOMU IO Z; Ca
neanM KoeduirjenTuMa, na o reopemu 1.8.2 cBu onu Mopajy buru meau. IIpema
TOMe, CBaKU MOJUHOM P, 3am0BOJbaBa yCciaoBe 3a4aTKa, ajld r-OBa je DECKOHAUYHO
MHOT'0, & TAKBUX IOJMHOMa KOHAUYHO MHOTO. IIpema tome, P.(x) = Py(x) 3a meke
pazauuure 1, s € N, omakie ciaenu TBpheme.
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