IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Ako ce Tpoyrao MOKe Pas3JIOKUTU HA ABa MehycoOHO momymapHa TpOyria,
OHIa je OH jemHakokpaku. /lorazartu.

Y nmeramHOM 3amucy maTor O6poja n mojaBipyjy ce camo mudpe 1, 3, 7 u 9
(cBara Oap jemmom). Jloraszaru nma je mepMmyToBameM Iudapa OBOr Opoja
Moryhe mobutu Opoj memus ca 7.

Ha ronumko maunna ce us cxyna {1,2,...,1999} moske nzabparu 1000 6pojesa
Tako na Mebhy muMa He mocToje aBa yuju 36up je jemuar 1999 mam 20007

Ila nmu mocToju Tpoyrao noBpmuHe 1 yuje cTpaHuie b u ¢ 3a10B0baBajy ¢ < b,
b=1,47

Ilate cy mBe omepamuje F' u G koje mpeBome maty ypebheHy TPOjKy peaHux
OpojeBa y ApPyry TPOjKy mo cienehuM mpaBuInMa:

F upesomu tpojry (a,b,c) y tpojry (a+ 1,b+c,c+ 1),
G upesomu Tpojry (a,b,c) y tpojry (a,b—1,c+1).

Ila n1u je moryhe, mpumemyjyhu romauno muOro myrta omnepamuje F' u G,
npesectu TPoOjry (3,4,1) y tpojry (6,5,8)7

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

Ilpyru pa3pem — A Kareropwuja

Heka je O nenrap ynucanor kpyra, a O neaTap IpUOUCAHOT KPyra KO CTpa-
uunie BC tpoyrana ABC. Iokaszatu na Baxku AO - AO; = AB - AC.

Ilare cy wBampaTtHe jemmaumue 2 —x +m =0 u 22—z +3m = 0 (m # 0).
OmpenuTu BpeIHOCT M TAKO [a jeIHO pelleme Apyre jeaHaduHe Oye jeaHaKo
ABOCTPYKOj BPETHOCTH jeTHOI pelleha MPBE jeTHadnHe.

Hato je 20 pazauuutux npuponaux OpojeBa e Behux on 70. [lokazartu na
meby pasaukama Ttux OpojeBa mma Oap uveTupu jemHakre (mocMaTpa ce yBeK
[O3UTUBHA DA3JINKA).

8
3a a,b> 0 mokazaTu HejeIHAKOCT: <\/E+ \/5) > 64ab(a + b)?.

Y wpysxkHM mcedak ox 90° (dyeTBpTMHA Kpyra) HOJNyNpEeUYHUKA 25 yIOuUCaH je
IIPpaBOYTaOHVK UMjU je ONHOC Oy:KWHa cTpaHuna 6 : 1, Tako ma My IBa TeMeHa
npunanajy JyKy HCeYKa, a OCTajla OBa JIeKe Ha IMOJYIPEUYHUINMa WCEYKA.
OppenuTu cTpaHUlle TPaBOYTaOHUKA.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

Tpehu paspen — A kareropuja

Konuko mma ¢ymrmmja f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} 3a roje Baxu f(1) <
F2)<... < fn)?

Pemury jemmaunmy sin® x + sin® 22 + sin® 32 = (sin x + sin 2z + sin 3x)3.

IlaT je monmenap moBpmuHe S y KOjU ce MOKe ynucaTtu chepa 1 OKO KOra ce
Moke omucatu chepa. Chepa ynucana y oBaj moamenap UMa MOJIYIPEYHUK T,
a cepa ommcana OKO moawenpa noaynpedvnuk R. /lokazatm na Baku

2/7rS
R>\/E.

Herka je O menrap omnmcamor kpyra maror omrpoyrior tpoyraa ABC. Axko
cy Ay, By u Cy penom cpemumra crpanuna BC, AC u AB oBor tpoyria,
nokazatu na je OA; + OBy +0OC; = R+ r, rue je R MOJyIpeyHUK OMUCAHOT
kpyra orko tpoyraa ABC, a r je NOJYyIpeYHUK YHOUCAHOT KPyra y WUCTHU
TPOyrao.

IokaszaTu ma je, 3a cBa omaH Opoj n 6o'< 2 )”+ 34 V5 ’
K nn , BaKU IPUPOT ,
J pup po) po) 3 \/5 5

oeo.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IlpymrBo marematuuapa Cpouje

OIINITNHCKO TAKMMNYEILE U3 MATEMATUKE

05.02.2000.

YerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Iokazatu na 3a peajnHe Opojese a,b,n,p TakBe ma je a > b >0 u p > n BaKu
HEejeTHAKOCT:
a? —b? _ a" - b"

> .
aP + b2 " an 4 bn

[Ira je Behe:
a) e™ unu m°7

6) ¢ wmm e™ 7

W3 kBamparHOr mapuyera KapTOHA CTPAHUIE G W3pe3aHa je Mpeka IpaBe
MpaBUJIHE YETBOPOCTPAHE MUPAMUIE
(kA0 Ha CIWIM) TAKO A& Ce IpU CAC-
TaBJbAY TEMEHa KBaApaTa CacTajy y
BpXy mupamuae. KRomauka Tpeba ma
Oyme OCHOBHA WBUIlA MUPAMUIE 18 OU
ImeHa 3alpeMuHa Oujaa MaKCHUMAaJIHA!

3a KakBe mpupoaHe OpojeBe n MOCTOju MPUPOIAH OPOj M TAKO ma n Jeau CBe

opojese m+1, m™+1, m™" +1, ..., m™ +1,...7

Ha Tpamu ox nmanupa manucan je Hu3 on 360 mudapa: 123123...123. Koju je
—_—

360
HajBehu O6poj memoBa Ha KOje ce Tpaka Moske pacehm Tako ma cBu OpojeBU Ha

nobujenuM nemoBuMma Oymy MelhycoOHO pasauuntu?

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IlpymrBo marematuuapa Cpouje

OIINITNHCKO TAKMMNYEILE U3 MATEMATUKE

05.02.2000.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je A Tpomudpen 6poj ca mebhycobuo paznamumruMm muppama. llepmyro-
BameM Iudapa 6poja A mobujeno je jom mer Tpoumdpenux O6pojeBa. 30up
cBUX mmecT Opojesa je Tpu nyTa Behwm ox 6poja koMme cy cBe Tpu mupe jeqHake
mudpu croruna 6poja A. Oaxpemuru 6poj A.

Ha cnemehoj memu m03BOBEHO je KpeTaTu ce IMyTEBUMA Y CMEPY CTPEIUIA:

Ha kosnuko maumna ce moske ctuhu on usopa S mo usopa 17

OnpemuTu cBe mapoBe meaux OpojeBa x,y Takse na je xry + 3x — by — 5 = 0.

Pemnru jennauuny ||z| — a| + ||z] + a| = 2a, rme je a maru peasan Gpoj.

Ha kosuko HaumHa ce Ha OOHK0j cauiu Moxke npouutatu ped CPLHJA?
[Ipurom, m03BOJBEHO je mpu yuTamy npehun ca HEKOr CIIOBa HA HEeMy CYCeIHO
CIIOBO C NECHE CTPaHe WU Ha CJIOBO UuCnod TOr cycemHor (a He M Ha CJIOBO
M3HA,J CYCEIHOT ).

ONONORORON®
gelaviiaviiaviiav)
sz llvz v Rivp!
SN

o

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Tlokazatu 1a je v/ 20 + 14v/2 + v/20 — 142 = 4.

Iate cy xBampartne jemHaumue 22 —x +m =0 u 22 —x +3m = 0 (m # 0).
OnpemuTu BpeaHOCT M TAKO 12 jeTHO pellleme Apyre jeaHavyunHe Oymae jemaHaKo
IOBOCTPYKO] BPEIHOCTHU J€IHOT pellerma MPBE jeTHAUYUHE.

Ha crpanunama BC u CD xkBanpara ABCD, penom, nare cy tauke M u K
Tako na Baxku <BAM = <MAK. Horazatu na je AK = BM + KD.

OpnppenuTu cBe mapoBe T,y peasHUX OpojeBa 3a KOje BasKu
2?+y*=1 un :1:<\/y—3
16

Hahu cBe rommiekcue 6pojese z 3a Koje Bawku —z(z +2) = [z + 1| + 1.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

Tpehu pazpen — B kareropuja
Pemuru mejemnauuny In(3 + 2z — 22 + €?) < 2.

IlokazaTu ma 3a yrioBse «, /3,7y IPOU3BOJLHOT TPOYTJIa BAKM HEjeTHAKOCT:

33

sin a 4 sin 3 4 siny < 5

Horkazaru na je 36up yranosa BAC u BAD y kBamgparHoj mpexu 5 X 2 (Ha
caunu) jenHak 45°. D

IlaTa je mpaBa mpaBuJIHA TpocTpaHa nmupamuma Bucuae H. Ako je s my:RuHA
OouHe UBUIlE OBe UpaMuae 1 h Bucuaa O0UYHE CTpaHe KOja OAroBapa OCHOBHO]
MBUIM, JOKa3aTu HejenHaxkocT sH> < k.

Pemuru cucrem jennauwmna:

ryz = 16
2

w2
Y

xyzt =2

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
OIIIMTNMHCKO TAKMNYEIHLE N3 MATEMATURE

05.02.2000.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

3a kakBe mpuponHe Gpojese n je 6poj 1-2+2-3+---+n(n+ 1) nemus ca
14+2+4-- +n?

Pemurn nvejennaunny:

(\/962—4:8—1—34—1) (log5x—1)+é(\/890—2902—6—1—1) <0.

Pemurn cucrem jennauwnua:

T+y+z = 4

Pyt = 6

2 +y3+23 = 10.
z—1

Ilato je mpecmukaBame f(z) = 2% (2 je Kommiexcan 6poj pasmuuanut ox —i).
Axo je H momckyn koMmiuiekcue pasuu 3azxat ca H = {z | Sz > 0}, oapenurn
CKYII CBUX CJUKa ejieMeHaTa u3 H mpu mpeciukaBamy f.

Ako 3a Hu3 (a1,asz,as,...) HEHETATUBHUX DPEAJHUX OpoOjeBa IOCTOjU peaJiaH
Opoj A TakaB ma 3a CBaKU NPUPOAAH OPOj N BayKU

1 1 1 _ Van —y/an

+ +o ,
\/a—1+\/a_2 \/a_2+\/a—3 \/an—1+\/an A

IOKA3aTU Oa je Taj HU3 apUTMETUIKU.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



