
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Prvi razred – A kategorija

Ako se trougao mo�e razlo�iti na dva me�usobno podudarna trougla,1.
onda je on jednakokraki. Dokazati.

U dekadnom zapisu datog broja n pojavǉuju se samo cifre 1, 3, 7 i 92.
(svaka bar jednom). Dokazati da je permutovaǌem cifara ovog broja
mogu�e dobiti broj deǉiv sa 7.

Na koliko naqina se iz skupa {1, 2, . . . , 1999} mo�e izabrati 1000 brojeva3.
tako da me�u ǌima ne postoje dva qiji zbir je jednak 1999 ili 2000?

Da li postoji trougao povrxine 1 qije stranice b i c zadovoǉavaju c 6 b,4.
b = 1, 4?

Date su dve operacije F i G koje prevode datu ure�enu trojku realnih5.
brojeva u drugu trojku po slede�im pravilima:

F prevodi trojku (a, b, c) u trojku (a+ 1, b+ c, c+ 1),

G prevodi trojku (a, b, c) u trojku (a, b− 1, c+ 1).

Da li je mogu�e, primeǌuju�i konaqno mnogo puta operacije F i G,
prevesti trojku (3, 4, 1) u trojku (6, 5, 8)?

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Drugi razred – A kategorija

Neka je O centar upisanog kruga, a O1 centar pripisanog kruga kod stra-1.
nice BC trougla ABC. Dokazati da va�i AO ·AO1 = AB ·AC.

Date su kvadratne jednaqine x2 − x + m = 0 i x2 − x + 3m = 0 (m ̸= 0).2.
Odrediti vrednost m tako da jedno rexeǌe druge jednaqine bude jednako
dvostrukoj vrednosti jednog rexeǌa prve jednaqine.

Dato je 20 razliqitih prirodnih brojeva ne ve�ih od 70. Dokazati da3.
me�u razlikama tih brojeva ima bar qetiri jednake (posmatra se uvek
pozitivna razlika).

Za a, b > 0 dokazati nejednakost:
(√

a+
√
b
)8

> 64ab(a+ b)2.4.

U kru�ni iseqak od 90◦ (qetvrtina kruga) polupreqnika 25 upisan je5.
pravougaonik qiji je odnos du�ina stranica 6 : 1, tako da mu dva temena
pripadaju luku iseqka, a ostala dva le�e na polupreqnicima iseqka.
Odrediti stranice pravougaonika.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Tre�i razred – A kategorija

Koliko ima funkcija f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} za koje va�i f(1) 61.
f(2) 6 . . . 6 f(n)?

Rexiti jednaqinu sin3 x+ sin3 2x+ sin3 3x = (sinx+ sin 2x+ sin 3x)3.2.

Dat je poliedar povrxine S u koji se mo�e upisati sfera i oko koga se3.
mo�e opisati sfera. Sfera upisana u ovaj poliedar ima polupreqnik r,
a sfera opisana oko poliedra polupreqnik R. Dokazati da va�i

R >
3

√
rS

4π
.

Neka je O centar opisanog kruga datog oxtrouglog trougla ABC. Ako4.
su A1, B1 i C1 redom sredixta stranica BC, AC i AB ovog trougla,
dokazati da je OA1 + OB1 + OC1 = R + r, gde je R polupreqnik opisanog
kruga oko trougla ABC, a r je polupreqnik upisanog kruga u isti
trougao.

Dokazati da je, za svaki prirodan broj n, broj
(

2

3 +
√
5

)n

+

(
3 +

√
5

2

)n

5.

ceo.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Qetvrti razred – A kategorija

Dokazati da za realne brojeve a, b, n, p takve da je a > b > 0 i p > n va�i1.
nejednakost:

ap − bp

ap + bp
>

an − bn

an + bn
.

Xta je ve�e:2.

a) eπ ili πe?
b) πeπ ili eπ

e

?

Iz kvadratnog parqeta kartona stranice a izrezana je mre�a prave3.
pravilne qetvorostrane piramide
(kao na slici) tako da se pri sas-
tavǉaǌu temena kvadrata sastaju u
vrhu piramide. Kolika treba da
bude osnovna ivica piramide da bi
ǌena zapremina bila maksimalna? �

�
��

��
��

A
A
AA

HHHH
�
�
��

����

A
A
AA

HH
HH
�
�

@
@

@
@

�
� a

Za kakve prirodne brojeve n postoji prirodan broj m tako da n deli sve4.

brojeve m+ 1, mm + 1, mmm

+ 1, . . . , mm..
.m

+ 1, . . . ?

Na traci od papira napisan je niz od 360 cifara: 123123 . . . 123︸ ︷︷ ︸
360

. Koji je5.

najve�i broj delova na koje se traka mo�e rase�i tako da svi brojevi na
dobijenim delovima budu me�usobno razliqiti?

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Prvi razred – B kategorija

Neka je A trocifren broj sa me�usobno razliqitim ciframa. Permuto-1.
vaǌem cifara broja A dobijeno je jox pet trocifrenih brojeva. Zbir
svih xest brojeva je tri puta ve�i od broja kome su sve tri cifre jednake
cifri stotina broja A. Odrediti broj A.

Na slede�oj xemi dozvoǉeno je kretati se putevima u smeru strelica:2.
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Na koliko naqina se mo�e sti�i od qvora S do qvora T?

Odrediti sve parove celih brojeva x, y takve da je xy + 3x− 5y − 5 = 0.3.

Rexiti jednaqinu ||x| − a|+ ||x|+ a| = 2a, gde je a dati realan broj.4.

Na koliko naqina se na doǌoj slici mo�e proqitati req SRBIJA?5.
Pritom, dozvoǉeno je pri qitaǌu pre�i sa nekog slova na ǌemu susedno
slovo s desne strane ili na slovo ispod tog susednog (a ne i na slovo
iznad susednog).

S
S R
S R B
S R B I
S R B I J
S R B I J A

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Drugi razred – B kategorija

Dokazati da je 3
√
20 + 14

√
2 +

3
√
20− 14

√
2 = 4.1.

Date su kvadratne jednaqine x2 − x + m = 0 i x2 − x + 3m = 0 (m ̸= 0).2.
Odrediti vrednost m tako da jedno rexeǌe druge jednaqine bude jednako
dvostrukoj vrednosti jednog rexeǌa prve jednaqine.

Na stranicama BC i CD kvadrata ABCD, redom, date su taqke M i K3.
tako da va�i ^BAM = ^MAK. Dokazati da je AK = BM +KD.

Odrediti sve parove x, y realnih brojeva za koje va�i4.

x2 + y2 = 1 i x <

√
y − 5

16
.

Na�i sve kompleksne brojeve z za koje va�i −z(z + 2) = |z + 1|+ 1.5.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Tre�i razred – B kategorija

Rexiti nejednaqinu ln(3 + 2x− x2 + e2) < 2.1.

Dokazati da za uglove α, β, γ proizvoǉnog trougla va�i nejednakost:2.

sinα+ sinβ + sin γ 6 3
√
3

2
.

Dokazati da je zbir uglova BAC i BAD u kvadratnoj mre�i 5 × 2 (na3.
slici) jednak 45◦.
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Data je prava pravilna trostrana piramida visine H. Ako je s du�ina4.
boqne ivice ove piramide i h visina boqne strane koja odgovara osnovnoj
ivici, dokazati nejednakost sH3 6 h4.

Rexiti sistem jednaqina:5. 
xyz = 16

xz2

y
= 4

xyz4 = 2.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

05.02.2000.

Qetvrti razred – B kategorija

Za kakve prirodne brojeve n je broj 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n(n + 1) deǉiv sa1.
1 + 2 + · · ·+ n?

Rexiti nejednaqinu:2. (√
x2 − 4x+ 3 + 1

)
(log5 x− 1) +

1

x

(√
8x− 2x2 − 6 + 1

)
6 0.

Rexiti sistem jednaqina:3.  x+ y + z = 4
x2 + y2 + z2 = 6
x3 + y3 + z3 = 10.

Dato je preslikavaǌe f(z) = z−i
z+i (z je kompleksan broj razliqit od −i).4.

Ako je H podskup kompleksne ravni zadat sa H = {z | ℑz > 0}, odrediti
skup svih slika elemenata iz H pri preslikavaǌu f .

Ako za niz (a1, a2, a3, . . . ) nenegativnih realnih brojeva postoji realan5.
broj ∆ takav da za svaki prirodan broj n va�i

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
an−1 +

√
an

=

√
an −√

a1
∆

,

dokazati da je taj niz aritmetiqki.

Vreme za rad 180 minuta.


