
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2001.

Prvi razred – A kategorija

Neka su a1 < a2 < · · · < an dati realni brojevi. Na�i sve realne brojeve1.
x za koje je izraz |x− a1|+ |x− a2|+ · · ·+ |x− an| najmaǌi.

Na�i sve trojke me�usobno razliqitih dekadnih cifara a, b, c > 0 tako2.

da razlomci ab
bc

i a
c imaju istu vrednost.

U trapezu ABCD zbir uglova na osnovici AB je 90◦. Dokazati da je du�3.
koja spaja sredixta osnovica tog trapeza jednaka polurazlici osnovica.

U odeǉeǌu je 30 uqenika. Svakog dana troje ǌih imaju obavezu de�urstva4.
u xkolskoj kuhiǌi. Dokazati da nije mogu�e tako napraviti raspored
de�urstava da svaki par uqenika taqno jednom bude zajedno na de�urstvu.

Da li je mogu�e, koriste�i samo slova A i B, napraviti skup sa 3 reqi5.
od po 4 slova, 10 reqi od po 5 slova, 30 reqi od po 6 slova i 5 reqi od
po 7 slova, uz uslov da poqetak nijedne reqi iz skupa ne sme i sam da
bude req iz skupa?

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2001.

Drugi razred – A kategorija

Ako su sa ta, tb i tc oznaqene du�ine te�ixnih du�i koje odgovaraju1.
stranicama a, b, c datog trougla i ako je t = ta+tb+tc

2 , dokazati da se
povrxina S ovog trougla mo�e izraqunati formulom

S =
4

3

√
t(t− ta)(t− tb)(t− tc).

Ako su a, b, c stranice trougla i s ǌegov poluobim, dokazati nejednakost2.

1

s− a
+

1

s− b
+

1

s− c
> 2

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
.

Dokazati da je tg 9◦ − tg 27◦ − tg 63◦ + tg 81◦ = 4.3.

Na�i ona rexeǌa sistema jednaqina4.

y + 2 = (3− x)2

(2z − y)(y + 2) = 9 + 4y
x2 + z2 = 4x

koja zadovoǉavaju uslov z > 0.

Dokazati da je 3
√
2 +

√
3 iracionalan broj.5.

Vreme za rad 180 minuta.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

03.02.2001.

Tre�i razred – A kategorija

Za kakve realne brojeve p sistem jednaqina1.

2x− log2(1 + y2) = p
−x+ cos y = 19− p2

ima taqno jedno rexeǌe?

Neka je zk = cos 2kπ
p + i sin 2kπ

p za k = 0, 1, . . . , p− 1, gde je p prost broj. Za2.
ma koji prirodan broj n, izraqunati zn0 + zn1 + · · ·+ znp−1.

Data je osnova ku�e koja se sastoji od kvadrata stranice 8 i kvadrata3.
stranice 4, tako da ku�a ima xest spoǉnih zidova du�ina 12, 8, 8, 4, 4 i
4. Od nivoa oluka, krov se nad svakim zidom uzdi�e pod jednakim uglom
45◦. Gledano sa bilo koje taqke krova, krov se spuxta prema najbli�em
zidu; krov se deli u taqkama podjednako udaǉenim od vixe zidova. Nacr-
tati povrx krova, a zatim izraqunati zapreminu ispod krova.

Data su dva kruga k1 i k2 koji se dodiruju spoǉa u taqki A. Neka su4.
B i C promenǉive taqke na k1 i k2 takve da je ^BAC = π/2 i neka je D
podno�je normale iz A na BC. Na�i geometrijsko mesto taqaka D.

Izraqunati vrednost determinante reda n:5. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 . . . 0
0 x y . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . y
y 0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Vreme za rad 180 minuta.
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Qetvrti razred – A kategorija

Dokazati jednakost:1.

n! =

n∑
k=1

(−1)n−k

(
n

k

)
kn.

Na kru�nici je raspore�eno nekoliko realnih brojeva. Ako su a, b, c, d2.
qetiri broja koja tim redom stoje jedan za drugim na kru�nici i ako je
(a−d)(b−c) > 0, dozvoǉeno je zameniti b i c. Dokazati da posle nekoliko
koraka ne�e biti mogu�e izvesti nijednu takvu zamenu.

Na�i najmaǌi prirodan broj n takav da se broj 7777n u dekadnom zapisu3.
zapisuje samo jedinicama.

Neka je p polinom sa celobrojnim koeficijentima takav da je p(5) = −8,4.
p(7) = −2 i p(12) = 13. Dokazati da on ne mo�e imati celobrojnih nula.

Neka su r1, r2, . . . , rm racionalni brojevi iz intervala (0, 1) qiji je zbir5.
1. Za svaki prirodan broj n neka je f(n) = n −

∑m
k=1[rkn]. Odrediti

najve�u i najmaǌu vrednost koju mo�e uzeti f(n) za prirodne brojeve n.

Vreme za rad 180 minuta.
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Prvi razred – B kategorija

Koliko ima prirodnih brojeva maǌih od 1000 koji nisu deǉivi ni sa 2,1.
ni sa 3, ni sa 5?

Dokazati da jednaqina x2−10y2−2x−10y−2 = 0 nema celobrojnih rexeǌa.2.

U ravni je dato 17 pravih, od kojih je 6 me�usobno paralelno, a od3.
ostalih 11 nikoje dve nisu paralelne, niti su paralelne sa prvih 6
pravih. Odrediti broj trouglova qije stranice le�e na datim pravim.

Dokazati da broj
√
5 +

√
3−

√
8 nije racionalan.4.

Koliko ima preslikavaǌa F iz skupa A = {a, b, c, d, e, f} u skup B =5.
{1, 2, 3, 4, 5, 6} sa osobinama F (a) > 4, F (c) 6 4 i F (e) = 4? Koliko je
me�u ǌima 1-1 preslikavaǌa?

Vreme za rad 180 minuta.
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Drugi razred – B kategorija

Prava p je spoǉna zajedniqka tangenta krugova k1 i k2 koji se spoǉa1.
dodiruju. Krug k spoǉa dodiruje oba ta kruga i pravu p. Ako su r1, r2 i
r polupreqnici krugova k1, k2 i k redom, dokazati jednakost

1√
r
=

1
√
r1

+
1

√
r2

.

Rexiti nejednaqinu2.

x2 + x+ 2− |3x+ 1|
x12 − x9 + x4 − x+ 1

> 0.

Stranice pravougaonika ABCD su AB = 12 i BC = 10. Taqka A spojena3.
je sa sredixtem E stranice BC i iz taqke D povuqena je normala DM
na du� AE (M je podno�je normale). Izraqunati du�inu du�i DM .

Ako su x1 i x2 rexeǌa kvadratne jednaqine x2 + px− 1
2p2 = 0, gde je p ̸= 04.

realan broj, dokazati da va�i x4
1 + x4

2 > 2 +
√
2.

Neka je z kompleksan broj razliqit od 1 i −1. Dokazati da je broj z−1
z+15.

qisto imaginaran ako i samo ako je |z| = 1.

Vreme za rad 180 minuta.
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Tre�i razred – B kategorija

Rexiti nejednaqinu1.

sin2 x1 + · · ·+ sin2 x1000 +
1

sin2 x1

+ · · ·+ 1

sin2 x1000

6 2000.

U zarubǉenu kupu je mogu�e upisati sferu. Pritom je polupreqnik2.
opisane sfere oko zarubǉene kupe

√
30 puta ve�i od polupreqnika upi-

sane sfere. Odrediti ugao koji zaklapa izvodnica kupe sa ravni osnove.

Dokazati da je cos 24◦ + cos 48◦ − cos 84◦ − cos 12◦ = 1
2 .3.

Neka je a0 proizvoǉan ceo broj i an+1 = 4 + a0a1 · · · an (n > 0). Dokazati4.
da su svi brojevi an (n > 2) potpuni kvadrati.

Na te�ixnoj du�i AA1 trougla ABC na�i taqku M tako da zbir AM2 +5.
BM2 + CM2 bude minimalan.

Vreme za rad 180 minuta.
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Qetvrti razred – B kategorija

Data je funkcija f : R → R sa1.

f(x) =

{
x2 − 4x+ 6, x 6 2,
−x+ 4, x > 2.

Dokazati da postoji ǌena inverzna funkcija i izraqunati f−1(x).

Dokazati da je tg 10◦ iracionalan broj.2.

U nizu a1 = 2, a2 = 3, a3 = 6, a4 = 11, . . . razlike uzastopnih brojeva qine3.
aritmetiqku progresiju. Izraqunati a2001.

Dat je komad papira kvadratnog oblika stranice n. Koliko je najmaǌe4.
savijaǌa (paralelno stranicama komada) potrebno da bi se dobio komad
kvadratnog oblika stranice 1?

Dokazati da je pretposledǌa cifra broja 3n u dekadnom zapisu parna (n5.
je prirodan broj).

Vreme za rad 180 minuta.


