IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Axo je n mpuponan 6poj, mokazatu na je (n+ 1)3" —n?*(n + 3)" memuso ca
3n—+1.

Ilokazatu ma je 6poj \/1 + 2+ -+ /n upanuonaiaH 3a CBAKU NPUPOIAH
opoj n > 2.

Y meroyrny ABCDE cBe crpanune cy mebhycobmo momymapue u {BAE =
2<CAD. Nspauynatu <BAEFE.

Han crpanmmama KOHBEKCHOI YETBOPOYTJIA KAO HAJ IPEYHUIMMA KOHCTPY-
ncaHa cy dyetupu kpyra. JlokazaTtu ma TM KPyroBU IPEKPUBAjYy YETBOPOYTao.

Ha ombojramkoM TypHupy yuectBoBasio je 10 erkmma. CBaka on mux je
omurpaJia mo jeiHy YTAaKMUIy ca CBAKOM OJ IpeocTaiux ekuna. Ha xpajy
TypHUpa IIPBa €KUIa je mMaJia rqp nobena u y; mopasa, Apyra Te nodena u Yo
mopasa, ..., JeceTa je mMaJa Tig nobema u yio nopasa. [lokazatu na je

TL @y T =YY+ + Yo

(Y ombojuu HeMa HEpEeNmIeHOT pe3yJarara - CBaka yTAKMUIA Ce 3aBpIIaBa
no6enoM jeHe OJ eKUMA. )

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

Ilpyru pa3pem — A Kareropwuja

Y omrpoyraom tpoyriy ABC, B’ u C' cy nomnosxja BucuHa u3 TeMeHa B u
C penom. Kpyskuuna ca npeunukoMm AB ceue npasy CC’ y taukama M u N,
a kpyskEMna ca npeunukoM AC ceue mpaBy BB’ y P u Q. Horazatu na je
gyerBopoyrao M PN() TeTruBaH.

Hera cy a u § nBa yrzaa mexor tpoyriaa. Jloka3zaTu HejemTHAKOCT

2sin asin 8 2

IlaT je kBamap ca umBUmamMa =, y, 2, * < y < z. Hera je p 30up ay:xkuHa
CBUX H,€rOBUX MBUIA, S HEroBa MOBPIIMHA, U d Oy:KUHA OUjaroHaJje KBaapa.
Ilorka3aTu ma BaKu

1 (1 1 1/(1 1
| Zp—a/d2— = e Jd2— =
x<3(4p d 25’) u z>3<4p+ d 25).

IysxuHe cTpaHUIa TPOyTJa Cy MPUPOIHU OPOjeBU, a MONIYIPEUYHUK OMUCAHOT
kpyra jemuak je 6,25. Omgpenutu cTpaHuUile TOT TPOYTJa.

Ha maxoBckoM TypHUpY ydecTBOBaJO je 8 TarkMuuapa. CBaku o1 HUX je
oIUIpao MO jeOHy HapTHUjy Ca CBAKAM OJ IPEOCTAIUX yUYeCcHUKa. Ha kpajy
TYyPHUDPA CBU MAXUCTU Cy UMAJU PA3JIUIUT OPOj MOeHA, a APYTrOMIacCUpaHU
je 0CBOjUO OHOJUKO TOEHA KOJMKO YEeTBOPUIlA MOCIETHUX 3ajeqHo. Kako ce
3aBpmmiIa maptuja udMehy urpaya KOju Cy 3ay3esid Y4eTBPTO U IMECTO MecTO?
(Y maxy, 3a mobeny urpau mobuja 1 moen, 3a mopa3 0, a y ciydajy peMuja
ob6a mrpaua nobujajy mo 1/2 moena.)

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

Tpehu pazpen — A kareropuja

Y omrpoyraom HejennarokpakoMm tpoyriay ABC youena je tauka T u3 Koje ce
CBaka CTpaHulla TOT Tpoyriaa Bumu mon yriom ox 120° (Topuueaujesa mavka
mpoyena). Heka cy Ay, By m C1 nogHo:xja HOpMaJia 13 Tauke 1 Ha CTpaHUIE
Tpoyria, u k kpyskauna onucana oko ANA1B1C1. Axro cy As, By u (s npeceune
Tauke Kpyskuume k ca crpanumnama tpoyria ABC paznuuure om tavaka Aj,
By, Cq, morasaru na je AAsByCy jemqHakocTpaHUYaH.

Onpemutu cBe mapose (m,n) Heaux 6pPojeBa TAKO Ha BAKU j€THAKOCT

(5+3V2)™ = (3+5V2)".

Heka cy @,b,¢ HexommiaapH:u BekTopu y R, u «, 3,y peanrum Gpojesu.
IlokazaTu ma Ccy BEKTOpPU

BZ—~b, ~Nd—af ab—Bd

KOMIIJIaHAPHU.

Ompemutu cBe mpocrte O6pojeBe pi,Pa,...,Ps 3a KOje BaKuU

PI+ps+ -+ ps +992 = 4pips- - ps.

Hat je momuaoMm P(x) umju je cinobomHM 4djiaH pas3audur on Hyse. AKO 3a
CBAKM peaJiaH Opoj T Baxku

P(z)P(22?%) = P(22° + ),

nokaszatu na P(x) mema HujemHy HyILy y CKyIy peajHUX Opojesa.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

YerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Y omrpoyraom HejennarokpakoMm tpoyriay ABC youena je tauka T u3 Koje ce
CBaka CTpaHulla TOT Tpoyriaa Bumu mon yriom ox 120° (Topuueaujesa mavka
mpoyena). Heka cy Ay, By m C1 nogHo:xja HOpMaJia 13 Tauke 1 Ha CTpaHUIE
Tpoyria, u k kpyskauna onucana oko ANA1B1C1. Axro cy As, By u (s npeceune
Tauke Kpyskuume k ca crpanumnama tpoyria ABC paznuuure om tavaka Aj,
By, Cq, morasaru na je AAsByCy jemqHakocTpaHUYaH.

Hahu cBe ¢pynrmuje f: R — R roje 3amoBosmaBajy jegHaroCT
2f(2z) = f(x)+ 2 3a cBako x € R

U HeuperunHe cy y Ttauiku x = 0.

Ompemutu cBe mpupomHe OpojeBe n > 1 koju mMmajy ciaemehe cBojcTBO: 3a
cBake nBe mepmyrtanuje (ai,as,...,a,), (b1,b2,...,b,) ckyna A = {1,2,...,n}
oCcTOje pa3auuuTu Opojesu i,j € A raksu na n | (a; + b;) — (a; +b;).

Yosek ce Hama3m y yaMily Ha JeBOj obaiu kKaHaJa muporor 3 km. sReau
na cTUrHe mo Kyhe Ha mecHO] obaJy KaHala Koja je Ol mera ynaJjbeHa b km
BazaymuoM jguaujoM. O he moBecmaTtm mO HEKOT MecTa Ha APYroj obasau
6p3unom on 6km/h, a 3aTum Hactasutu no0 Kyhe tpuehu Gpsunom ox 8km/h.
Onpenutu pacrojame Kyhe m MecTa JO KOr Tpeba UYOBEK Ja JoBecja na ou
crurao kyhu 3a nHajkpahe moryhe Bpeme. (IIpermocrasma ce ma Boma y
KaHAJy Mupyje.)

Hexka je P nosuHOM ca 11€100pOjHUM KOe(UIMjeHTrMa 1 1 > 3 IpupoaaH o6poj.
IlokazaTu ma He MOCTOje PAa3JIUIUTU IeJau OPOjeBu T, Xo,. .., T, TAKO A& BaKU

P(xz1) =29, P(x2) =23, ..., Plxp_1)=x,, P(z,)=u12.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Ompemutu cBe mpupoaHe OpojeBe n 3a Koje je 6poj
(n—1)3+n3+ (n+1)3

neJruB ca 18.

Ilosnato je ma je
28! = 30488a344611713860501504500000.

Onpenuru udppe a u b.

Y tpoyray ABC xon kora je <BCA # 90°, A’, B’ cy nomnosxja Bucuna us
rauaka A, B pemom, a O je menrap ommcanor kpyra. Oupemuru yrao mom
rkojuMm ce cexy npase A'B’ u OC.

Yersopoyrao ABCD je xomBekcan u tanreran. Axo je O meHrap Kpyra
YIMCAHOT y Taj YeTBOpoyrao, oapemutu 36up <AOB + <COD.

Ha omnbojramkom typuUpy yuectBoBaso je 10 erkmma. CBaka on muUX je
omurpaJjia Mo jemHy YTaKMUIy ca CBAKOM O mpeocTajux ekumna. Ha kpajy
TypHUpa MpBa €KUIa je mMaJia xrq mobema u y; mopasa, Apyra To mobena u Yo
mopaasa, ..., JeceTa je mMaJjia rig nmobema u y;g nmopasa. lokazatu ma je

oty aty =y b yd -+ i

(Y ombojun Hema HepemIeHOI pe3yJTaTa - CBaKa yTaKMHUIA Ce 3aBpIIaBa
no6enIoM jelHe OJ eKUIa. )

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

Ilpyru paspen — B kareropuja

OnpenuTu cBe BpennocTu d 3a KOje MOCTOje y3ajaMHO MPOCTU IPUPOITHU OPO-

jeBu a u b rako na je d jemnak HajBeheM 3ajeTHUYKOM mesroiy OpojeBa a + b
2 12

u a® + b°.

Har je tpoyrao ABC kon rora je |AB| = ¢, |AC| = b, <CAB = 60°. Y
Taj Tpoyrao je ymucan mapaJjeiaorpam AM NP takas na temena M, N, P
npunanajy crpanunama AB, BC, AC pemom. Hahu marcumasmny moryhy
MOBPIIVHY TAKBOT HapAaJeIoTrpaMa.

Pemuru jennauuny

Vr+2T+vV/6—xz=3

Yy CKYIly peaJiHuX OpojeBa.

Han crparmmmamMa KOHBEKCHOT YeTBOPOYTJIa KaO HaJ IPEYHUIIMa KOHCTPY-
ucaHa cy dyetupu kpyra. JlokazaTtu ma Tu KPyroBU IPEKPUBAjY YETBOPOYTAO.

Ilorkazatu ma 6poj
52n . 72n+1 X 112n + 2571, . 72% . 1127’L—|—1 o 52%-{-1 . 49n . 121n

HUje TOTIYH KBaApaT HU 3a jeJaH IpUpomaH Opoj n.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

Tpehu pazpen — B kareropuja

Y paBuu cy martu kpyrosu ki(Oi1,7r1), ko(Oaz,72), k3(Os,73) Tako ma cBaku
Ol BUX CIOJba NOAUPYje HmpeocTasa OBa. VI3padyHaTu HOJyOpPEYHUK KPyTra
omucanor oko tpoyriaa 01050s3.

Pemuru jemnauuny
tgx + ctgx = sinx + cos .

Heka cy @,b,¢ Hexommramapeu Bekropu y R3, u «, 3,y peannum Gpojesu.
IlorazaTtu ma cy BeKTOpU

BE—~b, ~G—af ab—Bd

KOMILJIAHAPHU.

Pemutu mejennauuny

go- 3 VT | 920-6+2VaTd 5, go—3+VaT—1 | 3u-24aTd

IlaT je mpaBOyrim Tpoyrao ca kareramMa a u b 3a KOje BaKu

—-b
a>b m loga

1
= i(loga + logb — log 2).

WM3pauysaTu omrpe yriioBe TOr TPOyTJa.

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



IpymTBo marematuuapa Cpouje
OKPYKHO TAKMUYEIHLE 3 MATEMATURE

02.03.2002.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Y paBuu cy martu kpyrosu ki(Oi1,7r1), ko(Oaz,72), k3(Os,73) Tako ma cBaku
Ol BUX CIOJba NOAUPYje HmpeocTasa OBa. VI3padyHaTu HOJyOpPEYHUK KPyTra
omucanor oko tpoyriaa 01050s3.

Ilatu cy peasuau 6pojesu m u n, mn < 0, m+n # 0 u dyuruuje
y=m-3"4+n u y=n-3""+m.

ITorazaTtu na ce rpaduiy OBUX OBejy (YHKIUja CEKy y OBEMa TadyKaMa, O
KOjUX je jemHa Ha alCIWCHO], a Ipyra Ha OPIAMHATHO] OCH.

Hatu cy peansu 6pojesu a,b,c,d, a # 0, u jemnaumna ax’® + bx? + cx +d = 0.
Ako je Ai (A € R, X\ # 0) pememe Te jennauumse, noka3atu na je ad = bc u
ac > 0.

(i je UMarmHaApHA jeIUHALA: — —-1.)

YoBek ce Hasa3W y YaMIly Ha JIeBOj] obajm kKaHaJa mMUPOKOr 3 km. sRenm
na CTUTHE M0 Kyhe Ha mecHO] obaju KaHaJa Koja je on mera ynashbeHa b km
BazaymuoMm jauamjoM. OH he moBecimaTu mO HEKOr MecTa Ha APYroj obaium
6p3unom on 6km/h, a 3aTum Hactasutu 10 Kyhe tpuehu Gpsunom ox 8km/h.
Onmpemutu pacrojame kyhe m mMecra mo KOr Tpeba UYOBEK ma mgoBecia ma Ou
crurao kyhu 3a nHajkpahe moryhe Bpeme. (IIpermocrasma ce ma Boma y
KaHAJy Mupyje.)

Ilat je 6poj z € C. Ako je |z| =1 u z # 1, norasaru na je

Re(z+1):0.
z—1

Bpewme 3a panx 180 munyTa.



