
Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Prvi razred – A kategorija

Ako je n prirodan broj, dokazati da je (n + 1)3n − n2n(n + 3)n deǉivo sa1.
3n+ 1.

Dokazati da je broj
√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n iracionalan za svaki prirodan2.

broj n > 2.

U petouglu ABCDE sve stranice su me�usobno podudarne i ^BAE =3.
2^CAD. Izraqunati ^BAE.

Nad stranicama konveksnog qetvorougla kao nad preqnicima konstru-4.
isana su qetiri kruga. Dokazati da ti krugovi prekrivaju qetvorougao.

Na odbojkaxkom turniru uqestvovalo je 10 ekipa. Svaka od ǌih je5.
odigrala po jednu utakmicu sa svakom od preostalih ekipa. Na kraju
turnira prva ekipa je imala x1 pobeda i y1 poraza, druga x2 pobeda i y2
poraza, . . . , deseta je imala x10 pobeda i y10 poraza. Dokazati da je

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
10 = y21 + y22 + · · ·+ y210.

(U odbojci nema nerexenog rezultata - svaka utakmica se zavrxava
pobedom jedne od ekipa.)

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Drugi razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu ABC, B′ i C ′ su podno�ja visina iz temena B i1.
C redom. Kru�nica sa preqnikom AB seqe pravu CC ′ u taqkama M i N ,
a kru�nica sa preqnikom AC seqe pravu BB′ u P i Q. Dokazati da je
qetvorougao MPNQ tetivan.

Neka su α i β dva ugla nekog trougla. Dokazati nejednakost2.

sin(α+ β)

2 sinα sinβ
> ctg

α+ β

2
.

Dat je kvadar sa ivicama x, y, z, x < y < z. Neka je p zbir du�ina3.
svih ǌegovih ivica, S ǌegova povrxina, i d du�ina dijagonale kvadra.
Dokazati da va�i

x <
1

3

(
1

4
p−

√
d2 − 1

2
S

)
i z >

1

3

(
1

4
p+

√
d2 − 1

2
S

)
.

Du�ine stranica trougla su prirodni brojevi, a polupreqnik opisanog4.
kruga jednak je 6, 25. Odrediti stranice tog trougla.

Na xahovskom turniru uqestvovalo je 8 takmiqara. Svaki od ǌih je5.
odigrao po jednu partiju sa svakim od preostalih uqesnika. Na kraju
turnira svi xahisti su imali razliqit broj poena, a drugoplasirani
je osvojio onoliko poena koliko qetvorica posledǌih zajedno. Kako se
zavrxila partija izme�u igraqa koji su zauzeli qetvrto i xesto mesto?
(U xahu, za pobedu igraq dobija 1 poen, za poraz 0, a u sluqaju remija
oba igraqa dobijaju po 1/2 poena.)

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Tre�i razred – A kategorija

U oxtrouglom nejednakokrakom trouglu ABC uoqena je taqka T iz koje se1.
svaka stranica tog trougla vidi pod uglom od 120◦ (Toriqelijeva taqka
trougla). Neka su A1, B1 i C1 podno�ja normala iz taqke T na stranice
trougla, i k kru�nica opisana oko △A1B1C1. Ako su A2, B2 i C2 preseqne
taqke kru�nice k sa stranicama trougla ABC razliqite od taqaka A1,
B1, C1, dokazati da je △A2B2C2 jednakostraniqan.

Odrediti sve parove (m,n) celih brojeva tako da va�i jednakost2.

(5 + 3
√
2)m = (3 + 5

√
2)n.

Neka su a⃗, b⃗, c⃗ nekomplanarni vektori u R3, i α, β, γ realni brojevi.3.
Dokazati da su vektori

βc⃗− γb⃗, γa⃗− αc⃗, α⃗b− βa⃗

komplanarni.

Odrediti sve proste brojeve p1, p2, . . . , p8 za koje va�i4.

p21 + p22 + · · ·+ p28 + 992 = 4p1p2 · · · p8.

Dat je polinom P (x) qiji je slobodni qlan razliqit od nule. Ako za5.
svaki realan broj x va�i

P (x)P (2x2) = P (2x3 + x),

dokazati da P (x) nema nijednu nulu u skupu realnih brojeva.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Qetvrti razred – A kategorija

U oxtrouglom nejednakokrakom trouglu ABC uoqena je taqka T iz koje se1.
svaka stranica tog trougla vidi pod uglom od 120◦ (Toriqelijeva taqka
trougla). Neka su A1, B1 i C1 podno�ja normala iz taqke T na stranice
trougla, i k kru�nica opisana oko △A1B1C1. Ako su A2, B2 i C2 preseqne
taqke kru�nice k sa stranicama trougla ABC razliqite od taqaka A1,
B1, C1, dokazati da je △A2B2C2 jednakostraniqan.

Na�i sve funkcije f : R → R koje zadovoǉavaju jednakost2.

2f(2x) = f(x) + x za svako x ∈ R

i neprekidne su u taqki x = 0.

Odrediti sve prirodne brojeve n > 1 koji imaju slede�e svojstvo: za3.
svake dve permutacije (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) skupa A = {1, 2, . . . , n}
postoje razliqiti brojevi i, j ∈ A takvi da n | (ai + bi)− (aj + bj).

Qovek se nalazi u qamcu na levoj obali kanala xirokog 3 km. �eli4.
da stigne do ku�e na desnoj obali kanala koja je od ǌega udaǉena 5 km
vazduxnom linijom. On �e doveslati do nekog mesta na drugoj obali
brzinom od 6km/h, a zatim nastaviti do ku�e trqe�i brzinom od 8km/h.
Odrediti rastojaǌe ku�e i mesta do kog treba qovek da dovesla da bi
stigao ku�i za najkra�e mogu�e vreme. (Pretpostavǉa se da voda u
kanalu miruje.)

Neka je P polinom sa celobrojnim koeficijentima i n > 3 prirodan broj.5.
Dokazati da ne postoje razliqiti celi brojevi x1, x2, . . . , xn tako da va�i

P (x1) = x2, P (x2) = x3, . . . , P (xn−1) = xn, P (xn) = x1.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Prvi razred – B kategorija

Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je broj1.

(n− 1)3 + n3 + (n+ 1)3

deǉiv sa 18.

Poznato je da je2.

28! = 30488a344611713860501504b00000.

Odrediti cifre a i b.

U trouglu ABC kod koga je ^BCA ̸= 90◦, A′, B′ su podno�ja visina iz3.
taqaka A, B redom, a O je centar opisanog kruga. Odrediti ugao pod
kojim se seku prave A′B′ i OC.

Qetvorougao ABCD je konveksan i tangentan. Ako je O centar kruga4.
upisanog u taj qetvorougao, odrediti zbir ^AOB + ^COD.

Na odbojkaxkom turniru uqestvovalo je 10 ekipa. Svaka od ǌih je5.
odigrala po jednu utakmicu sa svakom od preostalih ekipa. Na kraju
turnira prva ekipa je imala x1 pobeda i y1 poraza, druga x2 pobeda i y2
poraza, . . . , deseta je imala x10 pobeda i y10 poraza. Dokazati da je

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
10 = y21 + y22 + · · ·+ y210.

(U odbojci nema nerexenog rezultata - svaka utakmica se zavrxava
pobedom jedne od ekipa.)

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Drugi razred – B kategorija

Odrediti sve vrednosti d za koje postoje uzajamno prosti prirodni bro-1.
jevi a i b tako da je d jednak najve�em zajedniqkom deliocu brojeva a+ b
i a2 + b2.

Dat je trougao ABC kod koga je |AB| = c, |AC| = b, ^CAB = 60◦. U2.
taj trougao je upisan paralelogram AMNP takav da temena M , N , P
pripadaju stranicama AB, BC, AC redom. Na�i maksimalnu mogu�u
povrxinu takvog paralelograma.

Rexiti jednaqinu3.
5
√
x+ 27 + 5

√
6− x = 3

u skupu realnih brojeva.

Nad stranicama konveksnog qetvorougla kao nad preqnicima konstru-4.
isana su qetiri kruga. Dokazati da ti krugovi prekrivaju qetvorougao.

Dokazati da broj5.

52n · 72n+1 · 112n + 25n · 72n · 112n+1 − 52n+1 · 49n · 121n

nije potpun kvadrat ni za jedan prirodan broj n.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Tre�i razred – B kategorija

U ravni su dati krugovi k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3) tako da svaki1.
od ǌih spoǉa dodiruje preostala dva. Izraqunati polupreqnik kruga
opisanog oko trougla O1O2O3.

Rexiti jednaqinu2.
tg x+ ctg x = sinx+ cosx.

Neka su a⃗, b⃗, c⃗ nekomplanarni vektori u R3, i α, β, γ realni brojevi.3.
Dokazati da su vektori

βc⃗− γb⃗, γa⃗− αc⃗, α⃗b− βa⃗

komplanarni.

Rexiti nejednaqinu4.

4x−
5
2+

√
x2−4 + 22x−6+2

√
x2−4 > 3x−3+

√
x2−4 + 3x−2+

√
x2−4.

Dat je pravougli trougao sa katetama a i b za koje va�i5.

a > b i log
a− b

2
=

1

2
(log a+ log b− log 2).

Izraqunati oxtre uglove tog trougla.

Vreme za rad 180 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

02.03.2002.

Qetvrti razred – B kategorija

U ravni su dati krugovi k1(O1, r1), k2(O2, r2), k3(O3, r3) tako da svaki1.
od ǌih spoǉa dodiruje preostala dva. Izraqunati polupreqnik kruga
opisanog oko trougla O1O2O3.

Dati su realni brojevi m i n, mn < 0, m+ n ̸= 0 i funkcije2.

y = m · 3x + n i y = n · 3−x +m.

Dokazati da se grafici ovih dveju funkcija seku u dvema taqkama, od
kojih je jedna na apscisnoj, a druga na ordinatnoj osi.

Dati su realni brojevi a, b, c, d, a ̸= 0, i jednaqina ax3 + bx2 + cx+ d = 0.3.
Ako je λi (λ ∈ R, λ ̸= 0) rexeǌe te jednaqine, dokazati da je ad = bc i
ac > 0.
(i je imaginarna jedinica: i2 = −1.)

Qovek se nalazi u qamcu na levoj obali kanala xirokog 3 km. �eli4.
da stigne do ku�e na desnoj obali kanala koja je od ǌega udaǉena 5 km
vazduxnom linijom. On �e doveslati do nekog mesta na drugoj obali
brzinom od 6km/h, a zatim nastaviti do ku�e trqe�i brzinom od 8km/h.
Odrediti rastojaǌe ku�e i mesta do kog treba qovek da dovesla da bi
stigao ku�i za najkra�e mogu�e vreme. (Pretpostavǉa se da voda u
kanalu miruje.)

Dat je broj z ∈ C. Ako je |z| = 1 i z ̸= 1, dokazati da je5.

Re

(
z + 1

z − 1

)
= 0.

Vreme za rad 180 minuta.


