
Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Prvi razred – A kategorija

Dat je polinom p(x) sa celobrojnim koeficijentima. Pri deǉeǌu poli-1.
nomom x2 − 12x + 11, p(x) daje ostatak 990x − 889. Dokazati da p(x) nema
nijednu nulu u skupu celih brojeva.

Dat je trougao ABC i taqke M , N , P na ǌegovim stranicama AB, BC,2.
AC redom, takve da je qetvorougao AMNP paralelogram. Posmatrajmo
krugove opisane oko trouglova MBN i NCP . Neka su t1 i t2 ǌihove
tangente u taqkama M i P redom. Dokazati da je t1 ∥ t2.

Dati su realni brojevi a, b, c, d za koje va�i3.

a2 + b2 = c2 + d2, ab+ cd > 0, ac+ bd > 0.

Dokazati da je ad+ bc > 0.

Dat je trougao ABC. Posmatrajmo prave koje seku stranice AC i BC u4.
taqkama M i N redom tako da je MN = AM + BN . Dokazati da postoji
krug k koji dodiruje sve takve prave.

Neka je S(n) zbir, a P (n) proizvod cifara prirodnog broja n. Na�i sve5.
prirodne brojeve za koje je S(n) + P (n) = n.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Drugi razred – A kategorija

Na�i sve vrednosti realnog parametra a tako da sistem1.

axy + x− y +
3

2
= 0

x+ 2y + xy + 1 = 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Dat je konveksan petougao ABCDE. Ako je AB = 5, BC = 6, CD = 10,2.
DE = 7 i AE = 9, dokazati da se u taj petougao ne mo�e upisati krug.

U skupu celih brojeva rexiti sistem3.

x+ y + z = 3
x3 + y3 + z3 = 3.

Neka je a1, a2, . . . , a99 niz cifara za koje va�i: ako je an = 1, onda an+1 ̸= 2,4.
i ako an = 3, onda an+1 ̸= 4. Dokazati da postoje k, l ∈ {1, 2, . . . , 98}, k ̸= l,
takvi da je ak = al i ak+1 = al+1.

Dat je trougao ABC. Na pravim AC, AB, BC date su taqke A1, B1, C15.
redom tako da va�e rasporedi C −A−A1, A−B −B1, B −C −C1. Ako je

AA1 : BB1 : CC1 =
AB

BC
:
BC

AC
:
AC

AB
,

dokazati da su trouglovi ABC i A1B1C1 sliqni.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Tre�i razred – A kategorija

Na�i sve prirodne brojeve n za koje je broj 2n − 1 deǉiv sa n.1.

Dati su kompleksni brojevi a, b, c i polinom P (x) = x3 + ax2 + bx + c.2.
Dokazati da va�i bar jedna od slede�e qetiri nejednakosti:

|P (1)| > 1, |P (−1)| > 1, |P (i)| > 1, |P (−i)| > 1.

Dat je tetraedar SABC kod koga je trougao ABC oxtrougli i SA =3.
SB = SC. Dokazati da se taj tetraedar mo�e ise�i na konaqno mnogo
poliedara od kojih se mo�e slo�iti tetraedar podudaran sa SABC, ali
suprotne orijentacije.

Dokazati da postoji prirodan broj n kome su posledǌe qetiri cifre4.
jednake 2002, takav da n2002 poqiǌe ciframa 2002.

Dati su prirodni brojevi m, n. Pravougaonik qije su stranice jednake5.
m i n izdeǉen je na mn jediniqnih kvadratnih poǉa. Za neku pravu
ka�emo da seqe neko poǉe ako sadr�i bar jednu ǌegovu unutraxǌu taqku.
Koliko najvixe poǉa ovog pravougaonika mo�e da seqe neka prava?

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Qetvrti razred – A kategorija

Neka su f i g ne-nula polinomi istog stepena sa celobrojnim koefici-1.
jentima. Ako je f(n) deǉivo sa g(n) za svako n ∈ N, dokazati da postoji
c ∈ Z takvo da je f(x) = cg(x) za svako x ∈ R.

Dokazati da je broj2. [
1

2

(
2 +

√
3
)2002

]
+ 1

deǉiv sa 7. ([x] je najve�i ceo broj koji nije ve�i od x.)

Dat je triedar sa vrhom O, i taqke A,B,C na ǌegovim ivicama koje3.
su jednako udaǉene od taqke O. Neka je S centar lopte upisane u taj
triedar. Dokazati da je vektor

−→
OS kolinearan sa vektorom

sin^BOC · −→OA+ sin^COA · −−→OB + sin^AOB · −−→OC.

U kutiji se nalaze jedna plava i 99 crvenih kuglica. Iz kutije se slu-4.
qajno biraju kuglice jedna za drugom i ostavǉaju van kutije sve dok se ne
izabere kuglica (oznaqimo je sa A) koja se po boji razlikuje od prethodno
izabrane kuglice. Kuglica A se vra�a u kutiju i eksperiment poqiǌe
iz poqetka. Proces se nastavǉa sve dok se ne uzmu sve kuglice. Izbori
kuglica su me�usobno nezavisni. Kolika je verovatno�a da je posledǌa
izabrana kuglica plava?

Dokazati da se u koordinatnoj ravni mo�e nacrtati kru�nica koja ne5.
prolazi ni kroz jednu taqku sa celobrojnim koordinatama, a u qijoj se
unutraxǌosti nalaze taqno 2002 takve taqke.

Vreme za rad 240 minuta.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Prvi razred – B kategorija

Odrediti sve proste brojeve p za koje su i brojevi p3 + 6, p3 − 6 prosti.1.

Dat je trougao ABC i taqke M , N , P na ǌegovim stranicama AB, BC,2.
AC redom, takve da je qetvorougao AMNP paralelogram. Posmatrajmo
krugove opisane oko trouglova MBN i NCP . Neka su t1 i t2 ǌihove
tangente u taqkama M i P redom. Dokazati da je t1 ∥ t2.

Dati su pozitivni brojevi a, b, c. Ako je a2 + b2 + c2 =
5

3
, dokazati da je3.

1

a
+

1

b
− 1

c
<

1

abc
.

Dat je trougao ABC. Posmatrajmo prave koje seku stranice AC i BC u4.
taqkama M i N redom tako da je MN = AM + BN . Dokazati da postoji
krug k koji dodiruje sve takve prave.

Dat je skup A = {1, 2, 3, . . . , 2002}. Koliko ima podskupova B skupa A sa5.
slede�im svojstvom: ako x ∈ B i y ∈ B, onda x+ y ̸= 2003?

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Drugi razred – B kategorija

Na�i sve vrednosti realnog parametra a tako da sistem1.

axy + x− y +
3

2
= 0

x+ 2y + xy + 1 = 0

ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

Dat je trapez ABCD, AB ∥ CD. Neka je {S} = AC ∩ BD, i p prava2.
koja sadr�i taqku S i paralelna je osnovicama trapeza. Ako su M i N
preseqne taqke prave p sa kracima trapeza, dokazati da je S sredixte
du�i MN .

Dati su pozitivni realni brojevi a i b, a + b = 1. Ako su a3 i b33.
racionalni, dokazati da su i brojevi a, b tako�e racionalni.

Neka je a1, a2, . . . , a99 niz cifara za koje va�i: ako je an = 1, onda an+1 ̸= 2,4.
i ako an = 3, onda an+1 ̸= 4. Dokazati da postoje k, l ∈ {1, 2, . . . , 98}, k ̸= l,
takvi da je ak = al i ak+1 = al+1.

Dat je trougao ABC. Neka su A1, B1 sredixta stranica BC,AC redom5.
i T ǌegovo te�ixte. Ako se u qetvorougao B1TA1C mo�e upisati krug,
dokazati da je trougao ABC jednakokrak.

Vreme za rad 240 minuta.



Druxtvo matematiqara Srbije

REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Tre�i razred – B kategorija

Neka su α i β oxtri uglovi nekog trougla. Ako je1.

sin(α+ β)− 1 = sin2 α− cos2 β,

dokazati da je tre�i ugao tog trougla prav.

U trouglu ABC, stranice AC i BC su podudarne i ^BCA = 100◦. Unutar2.
tog trougla uoqena je taqka M takva da je ^MAB = 30◦ i ^MBA = 20◦.
Odrediti ^ACM .

Dat je tetraedar SABC kod koga je trougao ABC oxtrougli i SA =3.
SB = SC. Dokazati da se taj tetraedar mo�e ise�i na konaqno mnogo
poliedara od kojih se mo�e slo�iti tetraedar podudaran sa SABC, ali
suprotne orijentacije.

Dokazati da postoji prirodan broj n kome su posledǌe qetiri cifre4.
jednake 2002, takav da n2002 poqiǌe ciframa 2002.

Dati su prirodni brojevi a, b, c. Dokazati da je vrednost5.

1

2abc

∣∣∣∣∣∣
(b+ c)2 b2 c2

a2 (a+ c)2 c2

a2 b2 (a+ b)2

∣∣∣∣∣∣
kub nekog prirodnog broja.

Vreme za rad 240 minuta.
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REPUBLIQKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

30.03.2002.

Qetvrti razred – B kategorija

Xta je ve�e:1.
2

201
ili ln

101

100
?

Obrazlo�iti odgovor.

Dati su brojevi z ∈ C, z ̸= 1 i n ∈ N, n > 2. Ako je zn = 1, dokazati da2.
va�i

1 + 2z + 3z2 + · · ·+ nzn−1 =
n

z − 1
.

Dat je triedar sa vrhom O, i taqke A,B,C na ǌegovim ivicama koje3.
su jednako udaǉene od taqke O. Neka je S centar lopte upisane u taj
triedar. Dokazati da je vektor

−→
OS kolinearan sa vektorom

sin^BOC ·
−→
OA+ sin^COA ·

−−→
OB + sin^AOB ·

−−→
OC.

Odrediti sva realna rexeǌa sistema4.

2x2
1

1 + x2
1

= x2,
2x2

2

1 + x2
2

= x3, · · · , 2x2
n

1 + x2
n

= x1.

Dokazati da se u koordinatnoj ravni mo�e nacrtati kru�nica koja ne5.
prolazi ni kroz jednu taqku sa celobrojnim koordinatama, a u qijoj se
unutraxǌosti nalaze taqno 2002 takve taqke.

Vreme za rad 240 minuta.


