IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Har je monuuOM p(z) ca memobpojHuM KoepunujenTuMa. [Ipu nesmemy mosm-
somoM 22 — 12z + 11, p(z) maje ocrarax 990x — 889. Iokaszatu ma p(x) Hema
HUjeIHY HYJIYy yV CKYIy IeJaux Opojesa.

Ilat je tpoyrao ABC u tauke M, N, P ua merosum crpanunama AB, BC,
AC penom, TakBe ma je werBopoyrao AM N P mapamenorpam. Ilocmarpajmo
kpyrose omnucane oko tpoyrioBa M BN u NCP. Heka cy t; u ty muxose
ranrente y taukama M u P pemom. okaszatu na je tq || to.

Ilatu cy peasnu OpojeBu a,b,c,d 3a Koje Baku
a4+ =c+d? ab+cd>0, ac+bd>0.

Iokazaru na je ad + be > 0.

Ilat je Tpoyrao ABC'. Ilocmarpajmo npase koje ceky crpanune AC u BC'y
raukama M u N pemom tako ga je MN = AM + BN. Iloka3atu mna IOCTOjU
Kpyr k KOju mommpyje cBe TakBe IpaBe.

Heka je S(n) 36up, a P(n) npousson uudpapa npuponsor 6poja n. Hahwu cse
npupoaHe 6pojese 3a koje je S(n)+ P(n) = n.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

Ilpyru pa3pem — A Kareropwuja

Hahwu cBe BpemnocTu peasHOr mapamMeTpa ¢ TaKO Oa CUCTEM

3
a$y+x—y+§:0
r+2y+zy+1=0

“Ma jeIVHCTBEHO Pellel-€e y CKYIy peaJHuxXx OpojeBa.

IlaT je xomBekcan meroyrao ABCDE. Axko je AB =5, BC =6, CD = 10,
DE =7wu AE =9, nmoka3aTtu na ce y Taj IeTOyrao He MOKe YIUCATU KPYT.

Y ckymy neaux OpojeBa PEIIUTU CUCTEM

r+y+z=3
3 +y3 + 23 =3.

Hexka je a1, ao,...,a99 HU3 udpapa 3a Koje BaKU: aKo je a, = 1, OH#A api1 7 2,
U aKo a, = 3, OHIA any1 7# 4. lokazaru ma mocroje k,l € {1,2,...,98}, k # 1,
TAKBU A J€ A = Q] U Qp41 = AJ41-

Iat je tpoyrao ABC. Ha mpasum AC, AB, BC mare cy taure A;, By, Cy
penoMm Ttako ma Baske pacmnopemu C' — A— A, A— B— By, B—C—C,. Axo je

AB BC AC

AA,: B : = : :
11 BB CC BC ~AC ~ AB’

nokazatu na cy tpoyrnosu ABC u A1 B;C) caununu.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

Tpehu paspen — A kareropuja

Hahwu cBe nmpupomue 6pojeBe n 3a koje je 6poj 2" — 1 memuB ca n.

Ilaty Cy KOMIUIEKCHU OpojeBu a,b,c¢ m mommuom P(z) = 2° + azx? + bx + c.
Ilokazatu na Basku Oap jemHa on cienmehe yeTupu HejeTHAKOCTU:

P =1, |P(=1[=1, |P@H[=1, [P(=i)]>1.

Iat je terpaemap SABC xkon kora je tpoyrao ABC omrpoyrau m SA =
SB = SC. IHokasaru ma ce Taj Terpaemap Mo:ke mcehm Ha KOHAYHO MHOTO
moJienapa Ol KOjUX Ce MOKe CJIOKUTHU TeTpaenap nmonynapan ca SABC, amu
CYIIPOTHE OPUjEeHTAaI]e.

IlokazaTu ma mocTOju MPUPOAAH OPOj N KOMEe Cy IMOCIeIme JYeTUpu numdpe
jemmare 2002, takas ma n?°"? moumme mudpama 2002.

Ilatu cy npupomuu 6pojeBu m, n. lIpaBoyraonuk yuje cy cTpaHuie jemHaKe
m W N U30ebeH je Ha MmN JeOUHUYHUX KBAIPATHUX IOJbA. & HEKY IPaBy
KayKeMO Ja Ceue HEKO MOJbe aKO CAIP:KU 0ap jemHy HeroBy yHYTPAIIBhY TAUKY.
Konuko HajBuie mosba OBOr IPAaBOYTaOHUKA MOJKE Aa Cede HEeKa mpaBa’

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

YerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Heka cy f u g He-HyJa MOAMHOMU KCTOT CTENEHA Ca HEJIO0OPOJHUM KOe(UIn-
jentuma. Axo je f(n) memuso ca g(n) 3a cako n € N, mokazaru na mocToju
c € Z TakBo ga je f(x) = cg(zr) 3a cBaro z € R.

Iloka3zaTtu ma je 6poj
1 2002
{5 (2+ v3) } +1

nemwus ca 7. ([z] je majsehim meo 6poj koju mHuje Behu on z.)

Ilar je tpuemap ca BpxoM O, u Tauke A, B,C Ha HEroBUM MBUIAMA KOje
cy jemnako ynaJsene on tauke (J. Heka je S menrap jomre ynucane y Taj

rpuenap. llokazaru ma je Bekrop OS KoJIMHEapaH ca BEKTOPOM

sin<BOC - OA + sin <COA - OB + sin<AOB - OC.

Y ryTuju ce Hajase jemHa miaBa m 99 npsenux kyrimna. V3 xkytuje ce ciry-
yajHO Oupajy KyrJauie jeqHa 3a APYTroM U OCTaBJ/hajy BaH KyTHje CBE JTOK ce He
nzabepe kyrauna (o3HaunMo je ca A) Koja ce mo 60ju pa3irKyje ol IpeTxomaHO
n3zabpane ryraune. Kyrmuna A ce Bpaha y KyTUjy ¥ €KCIEPUMEHT MOUUEE
u3 mouerka. lIpomec ce HacraB/ba cBe NOK ce He y3My cBe Kyriaute. V36opu
Kyrauia cy mebhycobOno HezaBucHu. Roauka je BepoBaTHOha ma je mocienma
n3abpaHa Kyrauma mirasa’

Ilokazatu na ce y KOOPAWHATHO] PABHU MOKe HAIPTATU KPY:KHUIA KOja He
IpoJa3u HU KPO3 JeIHY TauKy ca IeJOOpPOjHUM KOOpAWMHATAMAa, a y 4Uhjoj ce
VHyTpaIlkhocTy Hasta3de TayHo 2002 TtakBe Tadke.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

IIpBu pa3pen — b kareropuja
Onpenutu cBe mpocre Gpojese p 3a Koje cy u 6pojesu p° + 6, p? — 6 mpocTu.

Ilat je Tpoyrao ABC u tauke M, N, P ua merosum crpanunama AB, BC,
AC' penmom, takBe ma je derBopoyrao AM N P napasesorpam. Ilocmarpajmo
kpyrose omucane oko tpoyrioBa M BN u NCP. Heka cy t; u ty muxose
raurerre y taukama M u P pemom. Ilokazaru na je tp || to.

5
Jaty cy mo3uTuBHU OpojeBu a, b, c. Axo je a® +b% +c? = 3 OOKa3aTu aa je

a b

1 1 1 1
c abc’

Ilar je tpoyrao ABC'. Ilocmarpajmo mpase koje cery crpanune AC u BC'y
raukama M u N pemom tako na je MN = AM + BN. Ilokazatu na mOCTOjU
KpYyTr k KOju HOAUpYyje CBe TaKBe IpaBe.

Har je cxkyn A = {1,2,3,...,2002}. Kounuro uma noxckynosa B ckyma A ca
cnenehum cBojcTBOM: ako x € B u y € B, orma x + y # 20037

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

Ilpyru paspen — B kareropuja

Hahwu cBe BpemnocTu peasHOr mapamMeTpa ¢ TaKO Oa CUCTEM

3
a$y+x—y+§:0
r+2y+zy+1=0

“Ma jeIVHCTBEHO Pellel-€e y CKYIy peaJHuxXx OpojeBa.

Har je tpanes ABCD, AB || CD. Hera je {S} = AC N BD, u p upasa
KOja CaIp:KU TAukKy S M mapaJiesiHa je ocHoBumama tpamesa. Arxo cy M u N
IpecevHe Tauvke MpaBe p ca KpaluMa Tpames3a, JokaszaTu ga je S cpemumre

ayxu MN.

JaTu cy TO3UTWBHM peatHu 6pojesu a u b, a +b = 1. Axo cy a® u b?
paMoOHAJHN, HOKA3aTU Oa Cy u OpojeBu a,b Takobhe pammonasHM.

Hexa je a1, aq,...,ag9 HU3 II(apa 3a KOje BAKU: aKoO je a, = 1, OHxa apy1 F# 2,
U aKo a, = 3, OHIA a1 # 4. Ilokasaru ma nocroje k,l € {1,2,...,98}, k # 1,
TAKBU I J€ Ay = Q] W Q41 = Q[41-

Ilat je tpoyrao ABC. Hera cy A, By cpemumra crpanuna BC, AC penom
u T weroso tesxumre. Ako ce y uyerBopoyrao BT A;C Mmoxke ymucatu Kpyr,
nokazaTtu na je rpoyrao ABC' jemHaKOKpax.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

Tpehu pazpen — B kareropuja

Hera cy a m 8 omrpu yrioBu Hekor tpoyriaa. Ako je

2

sin(a + 8) — 1 = sin? o — cos? 3,

IoKa3aTu na je Tpehwm yrao Tor Tpoyria mpas.

Y tpoyray ABC, crpanune AC u BC cy nonynapue u <BCA = 100°. Yuyrap
TOr Tpoyriia youeHa je tauka M rtakBa na je <MAB = 30° u <M BA = 20°.
Onmpemutu <ACM.

Ilar je Terpaemap SABC ron xora je tpoyrao ABC omrpoyrimm m SA =
SB = SC. Iloka3atu ma ce Taj TeTpaenap Moxke ucehim Ha KOHAYHO MHOTO
moJsvenapa O KOjUX Ce MOKe CIOKUTHU TeTpaenap nonynapan ca SABC, amu
CYyIpOTHE OpUjEHTAIIN]e€.

IlokaszaTu ma TMOCTOjU MPUPOAAH OPOj N KOME Cy IMOCJenme JdeTUpu nudpe
jemmaxe 2002, takas ma n?°°? mounmme mudpama 2002.

Hatwm cy npuponau 6pojeBu a, b, c. [lokazatu ma je BpemaHOCT

1 (b+ c)? b? c?
— a? (a+ c)? c?
2abc| 42 2 (a+b)?

Ky0 HEKOT HmpUPOITHOT Opoja.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



IpymTBo Mmatematuuapa Cpouje
PEITYBJIMUKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUWKE

30.03.2002.

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

IITa je Behe:

2 101
— U In—7?
201 100

O06pa3maoEUTH OArOBOP.

Hatu cy 6pojesu 2 € C, 2 #1 un € N, n > 2. Ako je 2" =1, mokasaru na

BaikM
n

142243224+ +n" =

z—1"

Ilar je tpuemap ca BpxoM O, u Tauke A, B,C Ha HEroBUM MBUIAMA KOje
cy jemnako ynaJsene on tauke (J. Heka je S menrap sjomre ynucane y Taj

tpuenap. llokaszatu na je BEKTOD Og KOJIMHEapaH ca BEKTOPOM

sin<BOC - OA + sin <COA - OB + sin<AOB - OC.

O,Z[pe,ZII/ITI/I CBa pe€aJiHa pemema CUCTEMa

222 213 222
T2 T T Ty
1 2

n

= T.

Ilokazatu na ce y KOOPAWMHATHO] PAaBHU MOKe HAIPTATU KPY:KHUIA KOja He
IpoJa3u HU KPO3 JeIHY TauKy ca IeJOOpOjHUM KOOpAMHATAMAa, a y 4Uhjoj ce
VHyTpam®khocTy Haga3ze TavyHo 2002 TaxkBe Tauke.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.



