43. CABE3HO TARKMUWYEIHE 13 MATEMATURKE

Hosu Can, 19.04.2003.

IIpBu pa3pen

Onpenutu Opoj pemema jenHaunHe
]+ a5+ -+ xly = 2011

Yy CKYIly IPUPOIHUX OpojeBa.

Y koopauHaTHOj paBHU je mara may:k AB myxwume 2003. Komaukum je
HajBeu Opoj jeIMHMYHUX KBaapaTa 4Yuja TeMeHa UMajy IeaobpojHe
KOODAWHATE U KOje JaTa Ay:k cede?

Iy cede jenVHWYHM KBAJpaT aKO CAIPKU Oap jenHy HeroBy YHY-
TpaIllkhy TAUKy, Tj. TAYKy KOja HUje Ha KOHTYPU KBaapaTa.

Heka cy a, b, c ctpanume Tpoyraa umnju cy oarosapajyhu yraoBu o =
40°, B =60°, v = 80°. Ilorazaru ma je

ala+b+c)=bb+c).

Y paBHu je mat omrap yrao ca temenoM O u kpamuma Op; u Ops.
Hexka je k1 kpyxaMnIa ynju nearap npunana kpaxky Op; 1 Koja goaupyje
kpak Opy. Kpyxuuna ke nomupyje Kpake yria U KPpYsKHUAILY k1 CIOJbA.
OnpenuTu reOMeTPHUjCKO MECTO Tadaka Ooaupa KpyskHuma ki u ko,
KaJa ImeHTap KpyskHume ki nposasu moayupasy Op;.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenou 25 mMOeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



43. CABE3HO TARKMUWYEIHE 13 MATEMATURKE

Hosu Can, 19.04.2003.
Ilpyru pa3pen

Iat je Tpoyrao ABC' ca crpanunama a,b,c n moOBpuiHOM S.

(a) Ilokaszaru ma moctoju Tpoyrao Ay BiC) ca crparumnama /a, Vb, \/c.

SV3
T

(6) Axo je S; mospmmua Tpoyraa A;B,Cy, nokazatu na je S >

Hexka je ABC'D kBaapar ynucan y Kpy:KHUILY k 1 P Tpou3BOJbHA TaUKa
Te kpyskuune. Jlorkazaru ma je Gap jemna on myskmna PA, PB, PC,
PD wpanmonaJsna.

Hexka je ABCD npaoyraouuk. Y mojacy m3Mebhy mapameanux mpaBux
AB u CD onpemutu ckyn Tadaka u3 kojux ce nysxiu AB u CD Bune
IIOJT UCTUM YTJIOM.

[Monckyn S cryna npuponaux 6pojeBa N uma ciemeha cojcrBa:
(i) meby cBarux 2003 y3acTOnHUX IPUPOIHUX OPOjeBa MOCTOjU jedaH
KOju je camp:kaH y S
(i) akone Sun>1, onnan [2] €8S.

Ilokasatu na je S = N.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenou 25 mMOeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



43. CABE3HO TARKMUWYEIHE 13 MATEMATURKE

Hosu Can, 19.04.2003.

Tpehu u uerBpTU pa3pen

Ilokazatu ma je 3a cBakm mpupoman 6poj n 6poj [(5++/35)*" "] nemus
ca 10™.

Hara je ¢pyuruuja f[0,1] - R koja nma caemeha cBojcrsa:

(i) f(z) >0 3a cse z € [0, 1];

(i) f(1) = 1;

(iii) ako x1,x2 € [0,1] m x1+x2 < 1, ouma je f(x1)+ f(x2) < f(z1+22).
Hoxrazaru na 3a csako x € [0,1] Basku f(x) < 2.

Hara je kpyskuuna k u taura P Bau me. IIpomensuBa mpaBa s Koja
cagp:;ku Tauyky P ceue kpy:kuuiy k y tauxkama A u B. Herka cy M u
N cpenmumta aykoBa onpebhenux Ttaukama A m B u taura C' Ha Dy:KNU
AB rakBa na je PC? = PA- PB.

Hoxkazatu na yrao <MCN He 3aBucu om mpase S.

Hexka je n mapan 6poj u S CKyn CBUX HM30Ba Iy:KUHE N YUjU Cy Uja-
HOBU HyJIe U jenuHuile, ca 6ap jemaoMm jemuaurnom. Jlokaszatu ma ce S
MOK€e MONEJIUTYA Ha AWCjYHKTHE TPOUJIAHe MOACKYIOBE TAKO & BAYKU:
3a cBaka Tpu Hm3a (a;)r_;, (b;)’, (¢;)l_, Koju mpumanajy MCTOM IIOI-
ckyny u cBako i € {1,2,...,n} 6poj a; + b; + ¢; nemwus je ca 2.

Bpewme 3a panx 240 munyTa.
Cpaku 3amartak Bpenou 25 mMOeHa.
Pemema neramuo 00pasmoKuTH.



1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

2.1.

PEIITEIHA

3a 2|z jez* =0 (mod 16). 3a 2{x Baxku 2* =1 (mod 16): zaucra,
16]2*—1=(22+1)(22—-1) jep 8 |22 —1 u 2 | 22 + 1. Tpema Towme,
x‘f + -+ m‘llo naje jeman om ocrartaka 0,1,...,10 opu nememy ca 16.

Kako je 2011 = 11 (mod 16), mara jeqHauyvHa HEMa DeIIEHA.

Heka cy a u b pemom my:kusae mpojerrnuja mysku AB Ha oce z u y.
HOyx AB cede n, < [a]+ 1 Beprurannux u n, < [b] + 1 xopusonranrnux
npaBux onpebeHMX cTpaHMIaMa KBalpaTa, Ila je Opoj KBagpaTa Koje
OHa ceye

E=netny+1< a+b)+3 < [V2(a? +12)] +3 = [2003v2] +3 = 2835.

—gh )y p(2003_ L2008 L
200° ~ 100 V2 2000 /2 ~ 100
je ma my:xx AB He mpoJia3u HU KPO3 jenHy MeJoOpOjHY Tadky, ma KakKo

je [%3 — 1t5] = 1416, mmamo n, = ny, = 1417 n k = 2835.

[TocraBumo cana taure A(

Heka cy A, B, C onrosapajyha temena tpoyraa, D u F Tauke Ha mpa-
Boj AC rakBe na je D—A—C—F, B
AD =cu CE = a, u F Tauka Ha
nysxu AB takBa na je ABCF jen-
HakocTpannvaH. Tana je <BDA
= 20°, <BEC = 40° u <ACF = 20°, na cy tpoyraosu BDE u FCA

cmumann. Kako je BD =CD =b+cu DE =a+ b+ ¢, umamo —2F<

a+b+c:
BD _ FC _ a
DE — CA — b

omakje ciaenu TBpDheme.

Apyzo pewemwe. Ilo cumycHoj Teopemu, TBpheme je eKBUBAJIEHTHO ca
sin 40°(sin 40° + sin 60° 4 sin 80°) = sin 60°(sin 60° + sin80°). Osa jen-
HakocT cuaenu u3 sin40°(sin40° + sin 60° 4 sin 80°) = sin 40° sin 60° (1 +
2c0s20°) = sin 60°(sin 40° + 2 sin 40° cos 20°) = sin 60°(sin 40° + sin 20° +
sin 60°) = sin 60°(2 sin 30° cos 10° 4 sin 60°) = sin 60°(sin 60° + sin 80°).

Heka je T mommpua taura kpyrosa ki(K,r1) m ko(S,r2) um Hera X;
O3HauaBa Ipojerunjy Ma roje tauke X Ha kpak p; (i = 1,2). Tana je
TT1 == I SSl = T2 n TT2 ==

r1+72 r1+72
7"12?2 S5y + 7"1:??2 KK, = %’ Aa-
ke 1Ty = 21T7T;. Cse oBakBe Tau- \ _
ke T Jexe Ha HEKO] OTBOPEHO] N ’;"E'
nomynpasoj Op. Jacwo je ma ce \ K I;:{ S’l

XOMOTETUYHUM IpecinkaBameM ca neHTpoM O tauka T Morke HOBeCTU
y 6uno kojy tauky Ha Op, na je Op TpakeHO TeOMETPUjCKO MeCTO.

Kaxo je va < Vb + ¢ < Vb++/c (u amamorso 3a gpyre aBe cTpaHue),



2.2,

2.3.

2.4.

3.1.

3.2.

neo mox (a) ommMax cJenu.
[To XeponoBom obpacity, HIOBPIIUHA TPOYTJIA Ca CTPaHUIIAMa a = Y42,
b=z+z,c=x+1yje

S = ryz(z+y+2) = \/2@262+2b2c2+202a2 a* — b* — c*.

Taxo je S1 = 1v2ab+2bc+2ca—a? — b2 — 2 = L\ /zy+yz + 2z, na
ce mejemnakoct mon (6) csomu Ha xY + Yz + 2z = \/3zyz(z +y + 2),
ITO je ekBUBaJIeHTHO ca 2y’ +y222 + 2222 > zyz(v+y+2). Iocaenma
HejemHAKOCT caenu u3 ounraemne (xy—yz)2+(yz—zx)?+(zz—2y)? > 0.

[Ipernocrasumo na cy ayskuume PA, PB, PC, PD pamuonasue. Heka,
6e3 cmamema ommroctu, P npunana kpahem ayry AB u P # B. Ilo
[TromomejeBoj Teopemu 3a uerBopoyrao APBC je BC-PA+AC-PB =
AB - PC, mro ce cBOIU Ha PBvV2 = PC — PA, a to je memoryhe.

Cse Tauke Ha cumerpaiau s ay:xu BC 3a,Z[OBOJbaBa_]y YCIIOB 3aaTKA.
[IpernocraBumo na 3a taury M &
s Bakn <AMB = <CMD. Heka
je N Tauka CUMETPpUYHA HHOj] Yy
omuocy Ha s. Tama je <AMB =
AN B, na rauke A, B, M, N nesxe Ha UCTOM KPYTY; Taj KPYT CaAPKUA U
tauke C, D, na je To ynpaBo onucanu Kpyr k mpasoyraonuka ABCD.

JacHo je ma cBe Taure ayroBa BC u DA kpyra k 3am0BoJ/baBajy yCJOB
3agarka. llpema ToMe, TpaskeHHM CKyIl Tadaka je YHUja OBa OBa JIYKAa
U IIpase S.

U3 ycnoa (i) naayrnujom caemnu [45] € S kanron je n >2" un € S.

Wwmamo 2003 < 21, 3a cBako n, 6ap jemam om 6pojesa 2''n +i (0 <

i <2003) jey S, amm Tama je mn = [254%] € S.

Heka je a1 = 5++/35 u ay = 5—+/35. Iocmarpajmo mu3 ap = of +ak:
jacHo je ma je ap meo 6poj, a 36or —1 < as < 0 BaEm [2" "] = agp_1.

BpojeBu al, ay cy xoperu jemuaumee r2 — 10z — 10 = 0, ma je ak+2

10041erl +af 3ai=1,2. Onasne ciemn na je
Ap42 = 1O(ak+1 + ak).

: : [+ .
Cana nokasyjemo muaykmujoM mo k na 10021 | ax: 1o je tauno 3a
k=0,1, a "HOYKTUBHU KOPAaK CJIEIU U3

1005 | agyapn = 1007 | 10(ag + agi1) = appar

3a nouerak, umamo f(z) < f(z)+ f(1—z) < f(1) =1 3a cBe z € [0, 1].



3.3.

3.4.

~—
—

e 2f(x) < f(2z), na jeqHOCTABHOM WHIYKIU]OM HOOU-
f(2F2) < 1 kaxm rom je 0 < 22 < 1. ¥Yammmo k € Ny
2Fr < 1. Tanma je 28f(z) <1< 281z, 1j. f(2) < 22.

ITo ycaosy (ii
jamo 2F f(x)
TaKO na je %

Herka cy PK u PL TanrenTe Ha KpyT k, npu yemy cy K u M ca ucte
ucTe cTpaHe mpaBe s. KRako cy
tpoyraosu PAK u PKB canaaun
u PK = PC, umamo <PKN =
$(APKA+ <PKB) = (<PKA+
JPAK) = %(1800 — 9APK) =
<PKC, 1j. Tauke K,C, N cy ronuneapue. Awunasoruo, tauke L,C, M
cy xosmHeapHe, na je <MCN = <KCL = <KCP +<PCL = 1(360° —
<K PC — <CPL) =180° — %<IKPL, IITO HE 3aBUCU OJ IIPAaBE S.

Ckyn mocMaTpaHUX HU30Ba Ay:KUHE N O3HAYaBaMo ca S,. 3a HU30Be q
u b, ca ab o3HAYaBaMO HU3 HOOUjEH HUXOBUM CHajameM (TUM PeIoM).
Tepbeme moka3yjeMO MHIYKIUjOM IO N. 3a n = 2 je TPUBUjATHO.
[IpernocTaBuMO ma mMMaMO TpasKeHy MOy CKyma S, Ha TPOjKe HU-
soBa {A;, B;,C;}, 1 <i< 2n3_1. Tana nonena ckymna S,io Ha TPOjKe
{4,00, B;00, C;00}, {A,;01, B;10,C;11}, .2t —1

<
{411, B,0L,Ci10}, {A4,10,B11,C013 > TSTS T

u tpojry {00...001,00...010,00...011} 3anmoBomaBa yciose.
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