
43. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Novi Sad, 19.04.2003.

Prvi razred

Odrediti broj rexeǌa jednaqine1.

x4
1 + x4

2 + · · ·+ x4
10 = 2011

u skupu prirodnih brojeva.

U koordinatnoj ravni je data duж AB duжine 2003. Koliki je2.

najve�i broj jediniqnih kvadrata qija temena imaju celobrojne
koordinate i koje data duж seqe?
Duж seqe jediniqni kvadrat ako sadrжi bar jednu ǌegovu unu-
traxǌu taqku, tj. taqku koja nije na konturi kvadrata.

Neka su a, b, c stranice trougla qiji su odgovaraju�i uglovi α =3.

40◦, β = 60◦, γ = 80◦. Dokazati da je

a(a+ b+ c) = b(b+ c).

U ravni je dat oxtar ugao sa temenom O i kracima Op1 i Op2.4.

Neka je k1 kruжnica qiji centar pripada kraku Op1 i koja dodiruje
krak Op2. Kruжnica k2 dodiruje krake ugla i kruжnicu k1 spoǉa.
Odrediti geometrijsko mesto taqaka dodira kruжnica k1 i k2,
kada centar kruжnice k1 prolazi polupravu Op1.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



43. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Novi Sad, 19.04.2003.

Drugi razred

Dat je trougao ABC sa stranicama a, b, c i povrxinom S.1.

(a) Dokazati da postoji trougao A1B1C1 sa stranicama
√
a,
√
b,
√
c.

(b) Ako je S1 povrxina trougla A1B1C1, dokazati da je S2
1 >

S
√
3

4
.

Neka je ABCD kvadrat upisan u kruжnicu k i P proizvoǉna taqka2.

te kruжnice. Dokazati da je bar jedna od duжina PA, PB, PC,
PD iracionalna.

Neka je ABCD pravougaonik. U pojasu izme�u paralelnih pravih3.

AB i CD odrediti skup taqaka iz kojih se duжi AB i CD vide
pod istim uglom.

Podskup S skupa prirodnih brojeva N ima slede�a svojstva:4.

(i) me�u svakih 2003 uzastopnih prirodnih brojeva postoji jedan
koji je sadrжan u S;

(ii) ako n ∈ S i n > 1, onda i
[

n
2

]

∈ S.

Dokazati da je S = N.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



43. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

Novi Sad, 19.04.2003.

Tre�i i qetvrti razred

Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj [(5+
√
35)2n−1] deǉiv1.

sa 10n.

Data je funkcija f [0, 1] → R koja ima slede�a svojstva:2.

(i) f(x) > 0 za sve x ∈ [0, 1];

(ii) f(1) = 1;

(iii) ako x1, x2 ∈ [0, 1] i x1+x2 6 1, onda je f(x1)+f(x2) 6 f(x1+x2).

Dokazati da za svako x ∈ [0, 1] vaжi f(x) 6 2x.

Data je kruжnica k i taqka P van ǌe. Promenǉiva prava s koja3.

sadrжi taqku P seqe kruжnicu k u taqkama A i B. Neka su M i
N sredixta lukova odre�enih taqkama A i B i taqka C na duжi
AB takva da je PC2 = PA · PB.

Dokazati da ugao ∢MCN ne zavisi od prave s.

Neka je n paran broj i S skup svih nizova duжine n qiji su qla-4.

novi nule i jedinice, sa bar jednom jedinicom. Dokazati da se S

moжe podeliti na disjunktne troqlane podskupove tako da vaжi:
za svaka tri niza (ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1, (ci)

n
i=1 koji pripadaju istom pod-

skupu i svako i ∈ {1, 2, . . . , n} broj ai + bi + ci deǉiv je sa 2.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.
Rexeǌa detaǉno obrazloжiti.



REXEǋA

Za 2 | x je x4 ≡ 0 (mod 16). Za 2 ∤ x vaжi x4 ≡ 1 (mod 16): zaista,1.1.

16 | x4 − 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) jer 8 | x2 − 1 i 2 | x2 + 1. Prema tome,
x4
1 + · · · + x4

10 daje jedan od ostataka 0, 1, . . . , 10 pri deǉeǌu sa 16.
Kako je 2011 ≡ 11 (mod 16), data jednaqina nema rexeǌa.

Neka su a i b redom duжine projekcija duжi AB na ose x i y.1.2.

Duж AB seqe nx 6 [a]+1 vertikalnih i ny 6 [b]+1 horizontalnih
pravih odre�enih stranicama kvadrata, pa je broj kvadrata koje
ona seqe

k = nx+ny +1 6 [a+ b]+3 6

[

√

2(a2 + b2)
]

+3 =
[

2003
√
2
]

+3 = 2835.

Postavimo sada taqke A(− 1
200 ,− 1

100) i B( 2003√
2
− 1

200 ,
2003√

2
− 1

100). Jasno

je da duж AB ne prolazi ni kroz jednu celobrojnu taqku, pa kako
je [ 2003√

2
− 1

100
] = 1416, imamo nx = ny = 1417 i k = 2835.

Neka su A,B,C odgovaraju�a temena trougla, D i E taqke na pra-1.3.

voj AC takve da je D−A−C−E,
AD = c i CE = a, i F taqka na
duжi AB takva da je △BCF jed-
nakostraniqan. Tada je ∢BDA A

B

C DE

Fa

a

a

b c

b+ c

40· 20·40·20·
60·

60·40· 20·

= 20◦, ∢BEC = 40◦ i ∢ACF = 20◦, pa su trouglovi BDE i FCA

sliqni. Kako je BD = CD = b+ c i DE = a+ b+ c, imamo b+c
a+b+c

=
BD
DE

= FC
CA

= a
b
, odakle sledi tvr�eǌe.

Drugo rexeǌe. Po sinusnoj teoremi, tvr�eǌe je ekvivalentno sa
sin 40◦(sin 40◦ + sin 60◦ + sin 80◦) = sin 60◦(sin 60◦ + sin 80◦). Ova jed-
nakost sledi iz sin 40◦(sin 40◦ + sin 60◦ + sin 80◦) = sin 40◦ sin 60◦(1 +
2 cos 20◦) = sin 60◦(sin 40◦ + 2 sin 40◦ cos 20◦) = sin 60◦(sin 40◦ + sin 20◦ +
sin 60◦) = sin 60◦(2 sin 30◦ cos 10◦ + sin 60◦) = sin 60◦(sin 60◦ + sin 80◦).

Neka je T dodirna taqka krugova k1(K, r1) i k2(S, r2) i neka Xi1.4.

oznaqava projekciju ma koje taqke X na krak pi (i = 1, 2). Tada je

TT1 = r1
r1+r2

SS1 = r1r2
r1+r2

i TT2 =
r1

r1+r2
SS2+

r2
r1+r2

KK2 = 2r1r2
r1+r2

, da-
kle TT2 = 2TT1. Sve ovakve taq-
ke T leжe na nekoj otvorenoj
polupravoj Op. Jasno je da se

K

K2

O

S

S1

S2

T

T1

T2

homotetiqnim preslikavaǌem sa centrom O taqka T moжe dovesti
u bilo koju taqku na Op, pa je Op traжeno geometrijsko mesto.

Kako je
√
a <

√
b+ c <

√
b+

√
c (i analogno za druge dve stranice),2.1.



deo pod (a) odmah sledi.

Po Heronovom obrascu, povrxina trougla sa stranicama a = y+z,
b = z + x, c = x+ y je

S =
√

xyz(x+ y + z) =
1

4

√

2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4.

Tako je S1 = 1
4

√
2ab+ 2bc+ 2ca− a2 − b2 − c2 = 1

2

√
xy + yz + zx, pa

se nejednakost pod (b) svodi na xy + yz + zx >
√

3xyz(x+ y + z),
xto je ekvivalentno sa x2y2+y2z2+z2x2 > xyz(x+y+z). Posledǌa
nejednakost sledi iz oqigledne (xy−yz)2+(yz−zx)2+(zx−xy)2 > 0.

Pretpostavimo da su duжine PA, PB, PC, PD racionalne. Neka,2.2.

bez smaǌeǌa opxtosti, P pripada kra�em luku AB i P 6= B. Po
Ptolomejevoj teoremi za qetvorougao APBC je BC ·PA+AC ·PB =
AB · PC, xto se svodi na PB

√
2 = PC − PA, a to je nemogu�e.

Sve taqke na simetrali s duжi BC zadovoǉavaju uslov zadatka.2.3.

Pretpostavimo da za taqku M 6∈
s vaжi ∢AMB = ∢CMD. Neka
je N taqka simetriqna ǌoj u
odnosu na s. Tada je ∢AMB = A B

CD

M

N

s

∢ANB, pa taqke A,B,M,N leжe na istom krugu; taj krug sadrжi i
taqke C,D, pa je to upravo opisani krug k pravougaonika ABCD.

Jasno je da sve taqke lukova BC i DA kruga k zadovoǉavaju uslov
zadatka. Prema tome, traжeni skup taqaka je unija ova dva luka
i prave s.

Iz uslova (ii) indukcijom sledi [ n
2k ] ∈ S kad god je n > 2k i n ∈ S.2.4.

Imamo 2003 < 211. Za svako n, bar jedan od brojeva 211n + i (0 6

i < 2003) je u S, ali tada je i n = [ 2
11n+i
211 ] ∈ S.

Neka je α1 = 5+
√
35 i α2 = 5−

√
35. Posmatrajmo niz ak = αk

1 +αk
2:3.1.

jasno je da je ak ceo broj, a zbog −1 < α2 < 0 vaжi [α2n−1
1 ] = a2n−1.

Brojevi α1, α2 su koreni jednaqine x2 − 10x− 10 = 0, pa je αk+2
i =

10αk+1
i + αk

i za i = 1, 2. Odavde sledi da je

ak+2 = 10(ak+1 + ak).

Sada dokazujemo indukcijom po k da 10[
k+1

2
] | ak: to je taqno za

k = 0, 1, a induktivni korak sledi iz

10[
k+1

2
] | ak, ak+1 ⇒ 10[

k+3

2
] | 10(ak + ak+1) = ak+2.

Za poqetak, imamo f(x) 6 f(x) + f(1− x) 6 f(1) = 1 za sve x ∈ [0, 1].3.2.



Po uslovu (ii) je 2f(x) 6 f(2x), pa jednostavnom indukcijom dobi-
jamo 2kf(x) 6 f(2kx) 6 1 kad god je 0 6 2kx 6 1. Uzmimo k ∈ N0

tako da je 1
2 6 2kx 6 1. Tada je 2kf(x) 6 1 6 2k+1x, tj. f(x) 6 2x.

Neka su PK i PL tangente na krug k, pri qemu su K i M sa iste3.3.

iste strane prave s. Kako su
trouglovi PAK i PKB sliqni
i PK = PC, imamo ∢PKN =
1
2 (∢PKA+ ∢PKB) = 1

2 (∢PKA+
∢PAK) = 1

2
(180◦ − ∢APK) =

A

B

C

K

L

M

N

P

∢PKC, tj. taqke K,C,N su kolinearne. Analogno, taqke L,C,M

su kolinearne, pa je ∢MCN = ∢KCL = ∢KCP +∢PCL = 1
2 (360

◦ −
∢KPC − ∢CPL) = 180◦ − 1

2
∢KPL, xto ne zavisi od prave s.

Skup posmatranih nizova duжine n oznaqavamo sa Sn. Za nizove a3.4.

i b, sa ab oznaqavamo niz dobijen ǌihovim spajaǌem (tim redom).
Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po n. Za n = 2 je trivijalno.
Pretpostavimo da imamo traжenu podelu skupa Sn na trojke ni-
zova {Ai, Bi, Ci}, 1 6 i 6 2n−1

3 . Tada podela skupa Sn+2 na trojke

{Ai00, Bi00, Ci00}, {Ai01, Bi10, Ci11},
{Ai11, Bi01, Ci10}, {Ai10, Bi11, Ci01} za 1 6 i 6

2n − 1

3

i trojku {00 . . .001, 00 . . .010, 00 . . .011} zadovoǉava uslove.
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