
KVALIFIKACIONO TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE

SRBIJE I CRNE GORE

Budva, 17.04.2005.

Dat je niz x1 = 1, x2 = 4 i xn+2 = 4xn+1 − xn za n > 1. Na�i sve prirodne1.

brojeve m takve da je broj 3x2
n+m potpun kvadrat za svaki prirodan broj

n.

Koliko ima 100–cifrenih prirodnih brojeva u qijem se dekadnom zapisu2.

pojavǉuju samo neparne cifre, takvih da je razlika svake dve susedne
cifre jednaka 2?

(a) Dokazati da postoji prirodan broj koji je deǉiv sa 2005 i qiji je3.

zbir cifara jednak 2.

(b) Neka je xn prirodan broj koji se dobija uzastopnim zapisivaǌem
prirodnih brojeva od 1 do n (na primer, vaжi x1 = 1, x2 = 12, x3 = 123, . . .,
x13 = 12345678910111213, . . .). Dokazati da u nizu x1, x2, . . . postoji besko-
naqno mnogo qlanova koji su deǉivi sa 2005.

Vreme za rad 180 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



KVALIFIKACIONO TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE

SRBIJE I CRNE GORE ZA MMO

Beograd, 31.05.2005. – prvi dan

Neka je α oxtar ugao, takav da vaжi cosα = 3
5
. Dokazati da α nije oblika4.

r · π, gde je r racionalan broj.

Dat je konveksan ugao xOy i taqka M unutar ǌega. Dokazati da postoji5.

jedinstvena taqka P u ravni ugla takva da, za svaku pravu kroz M koja
seqe krake ugla (ili produжetke krakova) u nekim taqkama X i Y , ugao
∢XPY nije tup.

Na�i sve polinome sa realnim koeficijentima, takve da za svako realno6.

x vaжi P (x2 + 1) = P (x)2 + 1.

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.

KVALIFIKACIONO TAKMIQEǋE ZA IZBOR EKIPE

SRBIJE I CRNE GORE ZA MMO

Beograd, 01.06.2005. – drugi dan

Ako je T teжixte trougla ABC, dokazati da vaжi7.

1

sin∢TAC
+

1

sin∢TBC
> 4.

Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi za koje je abc = 1. Dokazati da8.

vaжi a

a2 + 2
+

b

b2 + 2
+

c

c2 + 2
6 1.

Za n poǉa tablice n × n kaжemo da su razbacana ako nikoja dva nisu iz9.

iste vrste ili iste kolone. U svako poǉe te tablice upisan je prirodan
broj tako da je zbir brojeva u bilo kojih n razbacanih poǉa isti i da ni
jedna vrsta ili kolona ne sadrжi dva jednaka broja. Pokazalo se da se
brojevi duж glavne dijagonale nalaze u rastu�em poretku i da je ǌihov
proizvod najmaǌi od svih proizvoda od po n razbacanih brojeva.

Dokazati da se razbacani brojevi qiji je proizvod najve�i nalaze duж
sporedne dijagonale.

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 25 poena.



REXEǋA

Karakteristiqni polinom datog rekurentnog niza je x2 − 4x+ 1, qije su1.

nule x1,2 = 2±
√
3. Prema tome, niz (xn) je oblika xn = A(2+

√
3)n+B(2−√

3)n za neke konstante A i B; lako se nalazi da je A = −B = 1
2
√
3
, tj.

xn =
1

2
√
3

(

(2 +
√
3)n − (2−

√
3)n

)

.

Sada je 3x2
n = 1

4

(

(2 +
√
3)2n − 2 + (2−

√
3)2n

)

, pa je

3x2
n + 1 = y2n za yn =

1

2

(

(2 +
√
3)n + (2−

√
3)n

)

.

Primetimo da je broj yn ceo. Dakle, m = 1 zadovoǉava uslov zadatka.

Pretpostavimo da postoji m 6= 1 koje tako�e zadovoǉava uslov zadatka.
Tada je 3x2

n+m = y2n+(m−1) = z2n (zn > 0) potpun kvadrat za sve n, dakle
m−1 = (zn−yn)(zn+yn) ima beskonaqno mnogo delilaca, xto je nemogu�e.
Sledi da je m = 1 jedino rexeǌe.

Oznaqimo sa xk(n) redom broj n-tocifrenih brojeva qija je prva cifra k2.

i svake dve susedne cifre se razlikuju za 2. Svaki takav broj se dobija
dodavaǌem cifre k sleva (n − 1)-cifrenom broju sa prvom cifrom k − 2
ili k+2 (ako su to zaista cifre), pa imamo xk(n) = xk−2(n−1)+xk+2(n−1),
pri qemu definixemo x−1(n) = x11(n) = 0 i x1(1) = x3(1) = x5(1) = x7(1) =
x9(1) = 1. Indukcijom se lako pokazuje x1(n) = x9(n) i x3(n) = x7(n) za sve
n. Oznaqimo an = x1(n), bn = x3(n) i cn = x5(n). Po prethodnom imamo

a1 = b1 = c1 = 1 i an+1 = bn, bn+1 = an + cn, cn+1 = 2bn.

Odavde je an+1 = bn = an−1 + 2bn−2 = 3an−1 i sliqno bn+1 = 3bn−1 i cn+1 =
3cn−1. Sada iz a2 = 1 i b2 = c2 = 2 sledi a100 = 349 i b100 = c100 = 2 · 349.
Traжenih brojeva ima ukupno 2a100 + 2b100 + c100 = 8 · 349.

(a) Dovoǉno je dokazati da 401 | 10n+1 za neko n, jer tada 2005 | 10n+1+10.3.

Imamo 105 ≡ −250 (mod 401), 1010 ≡ −56, 1020 ≡ −72, 1025 ≡ −45, 1050 ≡ 20
i 10100 ≡ −1 (mod 401), pa je dovoǉno uzeti n = 100.

(b) Za proizvoǉno celo m > 0 posmatrajmo N = 10200m+99; po prethodnom
je 10N ≡ −1 (mod 401). Za N 6 n < 10N−2 vaжi xn+2 = xn (n+ 1) (n+ 2) =
100N2xn+10N(n+1)+(n+2) ≡ xn−(n+1)+(n+2) = xn+1 (mod 401), dakle
xN+2k ≡ xN+k (mod 401) za 0 6 k < N . Postoji k (0 6 k < 2005) takvo da je
k ≡ −xn (mod 401) i k ≡ 0 (mod 5), i tada po prethodnom vaжi xN+2k ≡ 0
(mod 2005). Ovako smo za svako m dobili n sa 10200m+99 6 m < 10200m+100

takvo da 2005 | xn.

Dovoǉno je pokazati indukcijom po n da je tg nα moжe prikazati u obliku4.



pn

qn
, gde su pn, qn ∈ Z takvi da vaжi pn ≡ 3 i qn ≡ 4 (mod 5) - odavde sledi

da je tgnα 6= 0, tj. nα 6= mπ, gde je m ∈ Z.

Za n = 1 je tgα = 3
4
, pa tvr�eǌe vaжi. Neka je tvr�eǌe taqno za neki

prirodan broj n, tj. postoje pn, qn sa gore pomenutim svojstvima. Tada
je tg(n + 1)α = tgnα+tgα

1−tg nα tgα
= 4pn+3qn

4qn−3pn

. Ako je pn+1 = 2(4pn + 3qn), qn+1 =

2(4qn − 3pn), sledi pn+1, qn+1 ∈ Z i pn+1 = 2(4pn + 3qn) ≡ 2(4 · 3 + 3 · 4) ≡ 3
(mod 5) i qn+1 = 2(4qn − 3pn) ≡ 2(4 · 4 − 3 · 3) ≡ 4 (mod 5), qime je dokaz
indukcijom zavrxen.

Neka su A i B taqke na kracima x i y redom takve da je MA ‖ y i MB ‖ x.5.

Neka je X ∈ x i Y ∈ y. Ako taqka
X teжi taqki A sa strane taqke
O, taqka Y ide u beskonaqnost duж
poluprave komplementne kraku y,
pa ugao ∢XPY teжi uglu ∢MAP .
Ako se X pribliжava A s druge

A

B

M
O P

X

Y

strane, taqka Y ide u beskonaqnost duж kraka y, pa ugao ∢XPY teжi
uglu 180◦−∢MAP . Prema tome, nijedan od uglova ∢MAP i 180◦−∢MAP

ne sme biti tup, odakle sledi ∢MAP = 90◦. Analogno je ∢MBP = 90◦.
Dakle, taqka P mora biti ortocentar trougla OAB.

S druge strane, ako je P ortocentar trougla OAB, po Talesovoj teoremi
je AX

AM
= BM

BY
, tj. AX ·BY = AO ·BO, pa imamo

−−→
PX · −−→PY = (

−→
PA+

−−→
AX) · (−−→PB +

−−→
BY )

=
−→
PA · −−→PB +

−−→
AX · −−→BY +

−−→
AX · −−→PB +

−→
PA · −−→BY

=
−→
PA · −−→PB +

−→
AO · −−→BO

= (
−→
PA+

−→
AO) · (−−→PB +

−−→
BO) = PO2 > 0,

tj. zaista je ∢XPY 6 90◦.

Iz P (x)2 = P (−x)2 = P (x2 + 1) − 1 sledi da je polinom P (−x) identiqki6.

jednak P (x) ili −P (x).

Ako je P (x) = −P (−x) za sve x, zamenom x = 0 dobijamo P (0) = 0. Defin-
iximo niz x0 = 0 i xn+1 = x2

n+1. Indukcijom lako sledi P (xn) = xn za sve
n, pa kako je niz (xn) rastu�i, sledi da je P (x) = x za beskonaqno mnogo
brojeva x, dakle P (x) ≡ x, xto oqigledno zadovoǉava datu jednakost.

Pretpostavimo sada da je P (x) = P (−x). Neka je P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 +

· · · + anx
n. Tada je polinom P (x) − P (−x) = 2(a1x + a3x

3 + · · · ) identiqki
nula, pa je a1 = a3 = · · · = 0, tj. P (x) je polinom po x2. Sledi da postoji
polinom Q takav da je

P (x) = Q(x2 + 1).

Tada je Q((x2 +1)2 +1) = Q(x2 +1)2 − 1, xto se smenom x2 +1 = y svodi na
Q(y2+1) = Q(y)2+1, tj. Q zadovoǉava istu polinomsku jednaqinu kao P ,
ali je maǌeg stepena.

Nastavǉaju�i ovaj postupak zakǉuqujemo da su sva rexeǌa polinomi x,
T (x), T (T (x)), T (T (T (x))), . . . , gde je T (x) = x2 + 1.



Neka je P povrxina trougla ABC, a, b, c redom stranice trougla naspram7.

A,B,C, a ta, tb, tc odgovaraju�e teжixne duжi.

Ako je A1 sredixte duжi BC, imamo P = 2PA1AC = bta sin∢TAC. Analog-
no je P = atb sin∢TBC, pa se traжena nejednakost svodi na atb + bta > 4P .
Me�utim, kako maǌoj stranici odgovara ve�a teжixna duж, zaista vaжi
atb + bta > ata + btb > 2P + 2P = 4P .

Kako je a2 +2 > 2a+1 itd, dovoǉno je pokazati da vaжi L = a
2a+1 +

b
2b+1 +8.

c
2c+1 6 1. To je s druge strane ekvivalentno sa

3− 2L =
1

2a+ 1
+

1

2b+ 1
+

1

2c+ 1
> 1. (1)

Smenom a = x
y
, b = y

z
, c = z

x
svodimo (1) na y

2x+y
+ z

2y+z
+ x

2z+x
> 1. Me�utim,

ova nejednakost odmah sledi iz Koxi-Xvarcove nejednakosti:

y

2x+ y
+

z

2y + z
+

x

2z + x
>

(y + z + x)2

y(2x+ y) + z(2y + z) + x(2z + x)
= 1.

Jednakost vaжi ako i samo ako je a = b = c = 1.

Neka je xij broj u i-toj vrsti i j-toj koloni. Po uslovu zadatka, ako je9.

i 6= k i j 6= l, vaжi xij + xkl = xil + xkj, tj. xij − xkj = xil − xkl. Za k = l = 1
dobijamo xij = xi1 + x1j − x11. Ako sada oznaqimo ai = xi1 i bj = x1j − x11,
imamo xij = ai + bj.

Daǉe, iz uslova minimalnosti proizvoda po glavnoj dijagonali sledi
xiixjj 6 xijxji, tj. (ai + bi)(aj + bj) 6 (ai + bj)(aj + bi), xto je ekvivalentno
sa (aj−ai)(bj−bi) > 0, dakle aj > ai ⇔ bj > bi. Pritom znamo da je xii < xjj

za i < j, pa zakǉuqujemo da je a1 < a2 < · · · < an i b1 < b2 < · · · < bn.

Neka su sada x1σ(1), . . . , xnσ(n) razbacana poǉa sa najve�im proizvodom,
gde je σ permutacija skupa {1, 2, . . . , n}. Tada je xiσ(i)xjσ(j) > xiσ(j)xjσ(i) za
i < j, tj. (ai+bσ(i))(aj+bσ(j)) > (ai+bσ(j))(aj+bσ(i)), xto je ekvivalentno sa
(aj −ai)(bσ(j)− bσ(i)) 6 0. Kako je aj > ai, imamo bσ(j) < bσ(i), tj. σ(j) < σ(i).
Prema tome, niz σ(1), . . . , σ(n) je opadaju�i, pa mora biti σ(i) = n+ 1− i,
odakle sledi tvr�eǌe.
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