
Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Prvi razred – A kategorija

Neka je K sredixte te¼ixne du¼i CC1 trougla 4ABC i neka1.

je AK ∩BC = {M}. Na²i odnos CM : MB.

Na²i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.
takve da va¼i

1

p
+

1

q
+

1

r
=

1

n
.

Na²i sva rexeǌa jednaqine3.

x2 + y2 + z2 = 2004 · x · y · z

u skupu celih brojeva.

Neka je dat skup S = {s, i, c, g}.4.
a) Koliko ima relacija u skupu S koje nisu simetriqne?
b) Koliko ima antisimetriqnih relacija u skupu S?

Dokazati ili opovrgnuti: Me±u proizvoǉnih 6 prirodnih bro-5.
jeva uvek je mogu²e na²i 3 tako da su svaka 2 uzajamno prosta
ili 3 tako da sva 3 imaju zajedniqki delilac ve²i od 1.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Drugi razred – A kategorija

Neka je AB preqnik kruga k i neka se tetive AD i BC tog kruga1.
seku u taqki E. Dokazati da

AE ·AD +BE ·BC

ne zavisi od izbora taqaka C i D.

Neka je O centar kruga opisanog oko konveksnog qetvorougla2.
ABCD i neka je E presek dijagonala AC i BD. Ako su sredix-
ta du¼i AD, BC i OE kolinearne taqke dokazati da je tada
ispuǌeno ili AB = CD ili je ^AEB = 90◦.

Na²i sva rexeǌa (a, b) u skupu racionalnih brojeva jednaqine:3.

(a+ b
√
2)2 = 11 + 14

√
2.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m+ 1)x+ (m− 3) = 0

ima bar jedno negativno rexeǌe?
Kada ima dva negativna rexeǌa?

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.
dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me±utim, svako od prisut-
nih se posva±a sa svakim. Nakon toga posva±ani ne²e vixe
oti²i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-
je. Sastanci komisije se odr¼avaju dokle god je mogu²e ofor-
miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon
sastanka.
a) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 7 qlanova odr¼ala
ukupno 10 sastanaka (tj. ruqkova)?
b) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 11 qlanova odr¼a-
la ukupno 5 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.



Ministarstvo prosvete i sporta Republike Srbije
Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Tre²i razred – A kategorija

U oxtrouglom trouglu 4ABC taqka D je podno¼je visine iz C,1.
a taqka E podno¼je visine iz D u 4BCD. Neka je F taqka du¼i
DE takva da je DF : FE = BD : DA. Dokazati da su prave CF

i AE uzajamno normalne.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Koliko rexeǌa u skupu nenegativnih celih brojeva ima jed-3.
naqina

[

100n

199

]

+

[

100n

201

]

= n?

Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena4.
jednaqine x3 + ax2 + bx+ c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri
korena jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0, tako±e, modula 1.

Posle svakog sastanka komisije, neki qlanovi (znaqi ǌih bar5.
dvoje) odlaze zajedno na ruqak. Tamo me±utim, svako od prisut-
nih se posva±a sa svakim. Nakon toga posva±ani ne²e vixe
oti²i u zajedniqkom druxtvu na ruqak posle sastanka komisi-
je. Sastanci komisije se odr¼avaju dokle god je mogu²e ofor-
miti druxtvo (od bar dvoje ǉudi) za odlazak na ruqak nakon
sastanka.
a) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 8 qlanova odr¼ala
ukupno 15 sastanaka (tj. ruqkova)?
b) Da li je mogu²e da je komisija koja broji 13 qlanova odr¼a-
la ukupno 7 sastanaka (tj. ruqkova)?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Qetvrti razred – A kategorija

Bisektrisa unutraxǌeg ugla u temenu A trougla 4ABC seqe1.
stranicu BC u taqki K. Centri upisanog kruga trougla 4ABK

i opisanog kruga trougla 4ABC se poklapaju. Na²i uglove
trougla 4ABC.

Na²i sva preslikavaǌa f : R → R, koja su ”na” (surjekcije) i2.
za koja va¼i:

f
(

f(x− y)
)

= f(x)− f(y) za ∀x, y ∈ R.

Data je funkcija3.

f(x) = lim
n→∞

x

1 + xn
, x > 0.

Odrediti nule i znak funkcije f(x), ispitati monotoniju, a
zatim nacrtati grafik funkcije f(x).

Neka su a, b i c kompleksni brojevi takvi da su sva tri korena4.
jednaqine x3 + ax2 + bx+ c = 0 modula 1. Dokazati da su sva tri
korena jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0, tako±e, modula 1.

U ravni je zadat n-tougao qija temena imaju celobrojne koor-5.
dinate, a stranice su du¼ine

√
2005. Za koje n ∈ N (n > 3) je to

mogu²e?

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Prvi razred – B kategorija

Neka je K sredixte te¼ixne du¼i CC1 trougla 4ABC i neka1.

je AK ∩BC = {M}. Na²i odnos CM : MB.

Na²i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.
takve da va¼i

1

p
+

1

q
+

1

r
=

1

n
.

Na²i trocifren broj abc ako je qetvorocifren broj abc1 tri3.
puta ve²i od qetvorocifrenog broja 2abc.

Koliko ima ima dijagonala konveksnog 15-tougla koje spajaju po4.
dva ǌegova temena izme±u kojih se (posmatrano u oba mogu²a
smera) nalaze bar tri druga temena?

Visina AD iz temena A trougla 4ABC deli stranicu BC u5.
odnosu BD : DC = 3 : 1. Ako je ^ABC = 30◦, dokazati da je
trougao 4ABC pravougli.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.
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Druxtvo matematiqara Srbije

OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Drugi razred – B kategorija

Dokazati da je broj1.

A =

(

6
√

9 + 4
√
5 +

3
√

2 +
√
5

)

· 3
√

2−
√
5

ceo i na²i ǌegovu vrednost.

Na²i sve proste brojeve p, q i r, kao i sve prirodne brojeve n,2.
takve da va¼i

1

p
+

1

q
+

1

r
=

1

n
.

Na²i sve cele brojeve x i y za koje va¼i3.

x2 − 6xy + 13y2 = 100.

Za koje vrednosti realnog parametra m jednaqina4.

mx2 + (2m+ 1)x+ (m− 3) = 0

ima bar jedno negativno rexeǌe?
Kada ima dva negativna rexeǌa?

U trapezu ABCD kra²a dijagonala AC normalna je na osnovi-5.
cama AB = a i CD = b. Ako je ^DAC + ^ACB = 90◦, na²i
du¼ine krakova BC i AD.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Tre²i razred – B kategorija

Neka su α, β i γ uglovi takvi da va¼i β = 60◦ +α i γ = 60◦ + β.1.
Dokazati da je vrednost izraza

tgα tg β + tg β tg γ + tg γ tgα

ceo broj.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Na²i sve cele brojeve x i y za koje va¼i3.

x2 + 8xy + 25y2 = 225.

Dat je paralelogram ABCD sa oxtrim uglom od 60◦. Odrediti4.
odnos du¼ina stranica paralelograma AB : AD, ako je odnos
du¼ina dijagonala AC : BD =

√
19 :

√
7.

U pravilnoj trostranoj piramidi, qija je ivica osnove a, ugao5.
izme±u ivica pri vrhu jednak je α (α690◦). Odrediti povrxinu
preseka piramide i jedne ravni koja sadr¼i jednu ivicu osnove
i normalna je na naspramnu boqnu ivicu.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.
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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

18.12.2004.

Qetvrti razred – B kategorija

Tri realna broja, razliqita od nule, obrazuju aritmetiqki1.
niz, a kvadrati tih brojeva u istom poretku, obrazuju geomet-
rijski niz. Na²i koliqnik tog geometrijskog niza.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu2.

xlog2 3 + 3log2

√
x = 12.

Data je funkcija3.

f(x) = lim
n→∞

x

1 + xn
, x > 0.

Odrediti nule i znak funkcije f(x), ispitati monotoniju, a
zatim nacrtati grafik funkcije f(x).

Izraqunati4.

lim
n→∞

(

1

1 · 5 +
1

5 · 9 + . . .+
1

(4n+ 1) · (4n+ 5)

)

.

Dokazati da jednaqina5.

sin ( 1
7 arccosx) = 1

nema realnih rexeǌa.

Vreme za rad 180 minuta.
Zadatke detaǉno obrazlo¼iti.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

Rexeǌe 1 : Taqka K je sredixte du¼i CC1, te je
−−→
AK =

−→
AC +

−−→
AC1

2
.1.

Vektori
−−→
AK i

−−→
AM su kolinearni, tj.

−−→
AK = λ

−−→
AM i kako je C1

sredixte du¼i AB, tj.
−−→
AC1 = 1

2

−−→
AB, prethodna jednakost dobija

oblik λ
−−→
AM = 1

2

−→
AC + 1

4

−−→
AB, odnosno

−−→
AM = 1

2λ

−→
AC + 1

4λ

−−→
AB. Kako

su taqke C, M i B kolinearne to je 1
2λ + 1

4λ = 1, tj. λ = 3
4 , pa je−−→

AM = 2
3

−→
AC + 1

3

−−→
AB, odnosno CM : MB = 1 : 2.

A B

C

K

M

C1

A B

C

K

M

C1

N

D

Rexeǌe 2 : Neka je N taqka na pravoj AC, takva da je BN ‖ CC1

i neka je AM ∩BN = {D}. Tada je CK

KC1
=

ND

DB
, pa je ND = BD

i
AC1

C1B
=

AC

CN
, pa je AC = CN . Du¼i BC i AD su te¼ixne du¼i

trougla 4ABN , pa je M te¼ixte tog trougla, odakle sledi da
je CM : MB = 1 : 2.

Pretpostavimo da su prosti brojevi p, q i r me±usobno razli-2.
qiti. Tada, iz uslova zadatka imamo pqr = n(pq + qr + rp), a
kako su p, q i r razliqiti prosti brojevi, oni su i uzajamno
prosti, te dobijamo da p | n, q | n i r | n, tj. n = kpqr, za neki
prirodan broj k. Me±utim, tada dobijamo 1 = k(pq + qr + rp),
xto je nemogu²e.
Pretpostavimo da su taqno dva od prostih brojeva p, q i r me-
±usobno jednaka. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je
p = q 6= r. Tada dobijamo pr = n(p+ 2r). Kako su prosti brojevi
r i p uzajamno prosti dobijamo (r, p) = 1 ⇒ (r, p+2r) = 1. Stoga
mora da r | n, odnosno n = rl za neki prirodan broj l. Kako je
p+2r > 1, to iz p = l(p+2r) dobijamo p+2r = p, xto je nemogu²e.
Dakle, p = q = r, xto kad uvrstimo u polaznu jednaqinu dobi-
jamo da je p = 3n, a p je prost broj, te nalazimo jedino rexeǌe
(p, q, r, n) = (3, 3, 3, 1).

Jednaqina ima trivijalno rexeǌe x = y = z = 0. Poka¼i-3.



mo da nema drugih rexeǌa. Pretpostavimo suprotno da ima
neko rexeǌe (x0, y0, z0) 6= (0, 0, 0). Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼e-
mo uzeti da je x0 6= 0 i neka je 2k najve²i stepen broja 2 koji
deli x0. Izraz na desnoj strani je deǉiv sa 4. Kako taqan
kvadrat daje ostatke 0 i 1 pri deǉeǌu sa 4 dobijamo da sva
tri broja, x0, y0, z0, moraju biti parni: x0 = 2x1, y0 = 2y1 i
z0 = 2z1. Ukoliko ovo uvrstimo u polaznu jednakost dobijamo
4(x1

2+y1
2+z1

2) = 2004·8x1y1z1, odnosno x1
2+y1

2+z1
2 = 4008x1y1z1.

Sada analognim postupkom dobijamo i da su svi brojevi x1, y1, z1

parni. Ponavǉaju²i ovaj postupak k+1 puta dobijamo da je broj
x0 deǉiv sa 2k+1, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da
je 2k najve²i stepen broja 2 koji deli x0, qime smo pokazali da
jednaqina ima samo trivijalno rexeǌe.

a) |S| = 4. Svaka 2 elementa iz S × S mogu biti u relaciji ρ4.
ili ne biti u relaciji. Stoga je ukupan broj relacija jednak:
2|S×S| = 24·4 = 216 = 65536.
Kod simetriqnih relacija kada odredimo da li su u relaciji
elementi sa glavne dijagonale i iznad ǌe u tablici potpuno
je odre±eno da li su u relaciji i elementi ispod glavne di-
jagonale. Stoga je ukupan broj simetriqnih relacija jednak
24+3+2+1 = 210 = 1024, a ukupan broj nesimetriqnih relacija do-
bijamo kada prethodni broj oduzmemo od ukupnog broja relaci-
ja: 216 − 210 = 65536− 1024 = 64512.
b) Za elemente sa glavne dijagonale imamo 2 mogu²nosti (ili
su u relaciji ili nisu, tj. a ρ a ili a 6ρ a), a za svaki par si-
metriqnih mesta u odnosu na glavnu dijagonalu, (a, b) i (b, a),
imamo 3 mogu²nosti (ili je a ρ b i b 6ρ a, ili je b ρ a i a 6ρ b, ili
je a 6ρ b i b 6ρ a). Stoga je ukupan broj antisimetriqnih relacija
jednak 24 · 33+2+1 = 16 · 729 = 11664

Opovrgnu²emo tvr±eǌe. Kontraprimer je xestorka 2 · 3, 2 · 5,5.
3 ·5, 7 ·11, 7 ·13, 11 ·13, koja ne zadovoǉava nijedan uslov zadatka.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Koristimo da su trouglovi 4BCA i 4ADB pravougli, kao i1.
potenciju taqke E u odnosu na krug k: AE ·ED = BE ·EC. Stoga
imamo da je AE ·AD = AE2 +AE · ED = AC2 + EC2 +AE · ED =
AC2 + EC2 +BE · EC = AC2 + EC(EC +BE) = AC2 + EC ·BC =
AC2 + (BC − BE) · BC = AC2 + BC2 − BE · BC, pa je AE · AD +
BE ·BC = AB2.

A B

C

E

O

D

A

B

C

D

E NM

P

Q

R O

Dovoǉno je pokazati – Ako je ^AEB 6= 90◦, onda je AB = CD.2.
Neka je ^AEB 6= 90◦.
Ako je O ≡ E, tada je ABCD pravougaonik, pa va¼i AB = CD.
Pretpostavimo da je O 6≡ E. Neka su M , N , P , Q sredixta du¼i
AD, BC, AC, BD, redom, i neka je R presek normala iz taqaka
P i Q redom na BD i AC.
Qetvorouglovi MPNQ i OPRQ su paralelogrami, pa se du¼i
MN , OR i PQ seku u jednoj taqki koja ih i polovi. Poxto
sredixte du¼i OE le¼i na MN imamo da je RE ‖MN . S druge
strane, R je ortocentar 4PQE, pa je RE⊥PQ. Dakle, MN⊥PQ,
tj. MPNQ je romb. Sada je lako pokazati da je AB = 2PN =
2NQ = CD.

Ekvivalentnim transformacijama dolazimo do: a2 + 2b2 − 11 =3.
(14− 2ab)

√
2. Sada imamo dva sluqaja: ako je 2ab 6= 14, dobijamo

da je
√
2 =

a2 + 2b2 − 11

(14− 2ab)
, xto je nemogu²e, jer je

√
2 iracionalan

broj, a izraz sa desne strane racionalan. Druga mogu²nost je
da va¼i 2ab = 14. Tada va¼i i a2 + 2b2 = 11, pa je (a− 2b

√
2)2 =

a2+2b2−2ab
√
2 = 11−14

√
2 < 0. Ovo je kontradikcija, pa zadatak

nema rexeǌa.



Rexeǌe 1 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina4.
x− 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna
rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m+ 1 > 0,
xto daje uslov m >

−1
16 .

Oba rexeǌa su negativna, ukoliko va¼i D > 0, x1 + x2 < 0 i

x1 ·x2 > 0: x1+x2 = − b

a
= −2m+ 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 ·x2 =
b

a
=

m− 3

m
> 0 za m ∈ (−∞, 0)∪ (3,+∞), te presek uslova

m >
−1
16 sa ova dva uslova daje m ∈ (3,+∞).

Ako je taqno jedno rexeǌe negativno onda je drugo pozitivno
ili 0. Jedno rexeǌe je negativno, a drugo pozitivno, ukoliko

va¼i D > 0 i x1 · x2 < 0: x1 · x2 =
b

a
=

m− 3

m
< 0 za m ∈ (0, 3)

i presek uslova m >
−1
16 sa ovim uslovom daje m ∈ (0, 3). Jedno

rexeǌe je negativno, a drugo 0, ukoliko va¼i: D>0, x1+x2 < 0 i

x1 ·x2 = 0: x1+x2 = − b

a
= −2m+ 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 · x2 =
b

a
=

m− 3

m
= 0, tj. za m = 3 (to je rexeǌe jer je 3 >

−1
16

i 3 ∈ (−∞,− 1
2 ) ∪ (0,+∞)). Znaqi, jednaqina ima taqno jedno

negativno rexeǌe za m ∈ (0, 3].
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a
dva za m ∈ (3,+∞).

Rexeǌe 2 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina
x− 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna
rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m+ 1 > 0,
xto daje uslov m >

−1
16 . ǋena rexeǌa su data formulom

x1,2 =
−(2m+ 1)±

√
16m+ 1

2m
.

Ispitajmo kada je |2m+ 1| <
√
16m+ 1. Kvadriramo i dobijamo

nejednaqinu m2 − 3m < 0, xto je ispuǌeno za m ∈ (0, 3). Onda je
|2m+ 1| >

√
16m+ 1 za m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).

Ako je m ∈ [−1
16 , 0) onda su i imenilac (2m < 0) i brojilac

(−(2m+ 1)−
√
16m+ 1 < 0) za oba rexeǌa negativni, pa su oba

rexeǌa pozitivna.
Ako je m ∈ (0, 3] onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok je
brojilac jednom pozitivan (−(2m+ 1) +

√
16m+ 1 > 0), a jednom

negativan (−(2m + 1) −
√
16m+ 1 < 0), pa je jedno rexeǌe pozi-

tivno, a drugo je negativno.
Ako je m ∈ (3,+∞) onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok su
brojioci za oba rexeǌa negativni (−(2m + 1) ±

√
16m+ 1 < 0),

pa su oba rexeǌa negativna.
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a
dva za m ∈ (3,+∞).



a) Mo¼e. Nije texko konstruisati primer. Oznaqimo broje-5.
vima 1-7 qlanove. Ukupno ima

(

7
2

)

= 21 parova, pa ²e ruqkova
biti maksimalno ako stalno idu po dva qlana. Ako idu tri tu
se ve² izgube 2 budu²a ruqka, ako idu qetiri gubi se 5 ruqko-
va, sa 5 gubi se 9 itd. Mi treba da izgubimo 11 ruqkova. To
mo¼emo npr. ako na poqetku idu {1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, a ostalih
8 ruqkova su svi sa po dva qlana, koji jox parovi fale:
{1, 6}, {1, 7}, {2, 6}, {2, 7}, {3, 6}, {3, 7}, {4, 6}, {4, 7}.

Napomena: Mo¼e na jox jedan naqin sa 1× 4, 3× 3 i 6× 2.

b) Ne mo¼e. Naime, parova ima ukupno
(

11
2

)

= 55. Pretpostavi-
mo da je mogu²e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji
taqno jedan ruqak na kome su bile zajedno. Na ruqku za k oso-
ba ”potroxi” se

(

k
2

)

parova. Kako je
(

5
2

)

= 10, a 5 · 10 < 55,
jasno je da od tih 5 ruqkova bar na jednom od ǌih je moralo
biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki
par qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon
tih 5 ruqkova bilo bi mogu²e organizovati jox neki). Tako-
±e nemogu²e je da su preostalih 4 ruqkova svi dvoqlani jer bi
opet ostao neki par koji nije bio na ruqku zajedno (jer oqigled-
no najvixe

(

10
2

)

+ 4 < 55 razliqitih parova qlanova je bilo
zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe
osoba, i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 za-
jedniqog qlana. Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka
koje jox nisu ruqale sa bar 2 osobe sa drugog ruqka. Za to je
potrebno je organizovati bar jox 5 · 2 = 10 ruqkova da bi svako
od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Tre²i razred – A kategorija

Neka je M taqka stranice BC takva da je DM ‖ AE. Tada je1.
EM : MB = AD : DB = EF : FD, pa je MF ‖ AB, a onda
i MF ⊥ CD. Kako je i DE ⊥ BC, dobijamo da je taqka F

ortocentar trougla 4CDM , pa je CF ⊥ DM , a time i CF ⊥ AE.

A B

C

E

F

D

M

Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je2.

3log2

√
x = 3

1

2
log2 x =

√

3log2 x i xlog2 3 = 3log2 x, to je data jed-

naqina ekvivalentna jednaqini t2+t−12 = 0 (smena t =
√

3log2 x),
qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i t2 = 3. Zbog t > 0 imamo
√

3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

Neka su a i b redom ostaci pri deǉeǌu 100n sa 199 i 201. Zadata3.
jednaqina postaje 100n−a

199 + 100n−b
201 = a, xto se nakon svo±eǌa na

zajedniqki imenilac svodi na n = 201a+ 199b.
S druge strane, za sve a = 0, 1, . . . , 198 i b = 0, 1, . . . , 200,

n = 201a + 199b je rexeǌe jednaqine. Zaista, ostaci pri de-
ǉeǌu 100n = 20100a+ 19900b sa 199 i 201 su redom a i b, pa sad

lako proveravamo da je

[

100n

199

]

+

[

100n

201

]

= n. Kako se za razli-

qite vrednosti brojeva a i b dobijaju razliqite vrednosti za n,
rexeǌa ima onoliko koliko ima parova (a, b), a ovih ima taqno
199 · 201 = 39999.



Neka su z1, z2 i z3 koreni jednaqine x
3+ax2+ bx+ c = 0, a w1, w24.

i w3 koreni jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0. Tada, koriste²i
Vietove formule, nalazimo da va¼i

|a| = | − a| = |z1 + z2 + z3| 6 |z1|+ |z2|+ |z3| = 3,

|b| = |z1z2 + z2z3 + z3z1| = |z1z2z3||
1

z1
+

1

z2
+

1

z3
|

= |z̄1 + z̄2 + z̄3| = |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |a|,
kao i |z1z2z3| = | − c| = |c| = 1. Sa druge strane, primenom
Vietovih formula na drugu jednaqinu i qiǌenica |a| = |b| i
|c| = 1, dobijamo da je w1 = −1 rexeǌe iste. Dakle, druga
jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x3 + |a|x2 + |a|x+ 1 = (x+ 1)(x2 + (|a| − 1)x+ 1) = 0,

pa su w2 i w3 koreni kvadratne jednaqine x
2+(|a|−1)x+1 = 0 (iz

Vietovih formula imamo da je w2w3 = 1 – treba²e nam kasnije).
Me±utim, kako je 0 6 |a| 6 3, to za diskriminantu ove jednaqine
va¼i D = (|a|+1)(|a|−3) 6 0. Ako je |a| = 3 tada je w2 = w3 = −1,
odnosno |w1| = |w2| = |w3| = 1. Za 0 6 |a| < 3 je D < 0 pa imamo
dva konjugovano kompleksna korena, w3 = w2 , i za ǌih va¼i
|w2|2 = w2w2 = w2w3 = 1, kao i |w3|2 = w3w3 = w3w2 = 1.
Time smo pokazali da je u svakom sluqaju |w1| = |w2| = |w3| = 1.

a) Mo¼e. Nije texko konstruisati primer.Oznaqimo brojevi-5.
ma 1-8 qlanove. Ukupno ima

(

8
2

)

= 28 parova, pa ²e ruqkova
biti maksimalno ako stalno idu po dva qlana. Ako idu tri
qlana tu se ve² izgube 2 budu²a ruqka, ako idu qetiri gubi se
5 ruqkova, sa pet qlanova gubi se 9 itd. Mi treba da izgubimo
13 ruqkova. To mo¼emo npr ako idu {1, 2, 3, 4, 5}, {5, 6, 7}, {1, 6, 8},
a ostalih 12 ruqkova svi po 2 qlana koji jox parovi fale.
b) Ne mo¼e. Naime, parova ima ukupno

(

13
2

)

= 78. Pretpostavi-
mo da je mogu²e. Trebalo bi da za svaki par osoba postoji
taqno jedan ruqak na kome su bile zajedno. Na ruqku za k oso-
ba ”potroxi” se

(

k
2

)

parova. Kako je
(

5
2

)

= 10, a 7 · 10 < 78,
jasno je da od tih 7 ruqkova bar na jednom od ǌih je moralo
biti prisutno 6 ili vixe osoba (u suprotnom bi ostao neki
par qlanova koji nije nikad bio zajedno na ruqku, tj. i nakon
tih 7 ruqkova bilo bi mogu²e organizovati jox neki). Tako-
±e, nemogu²e je da su preostalih 6 ruqkova svi dvoqlani jer bi
opet ostao neki par koji nije bio na ruqku zajedno (jer oqigled-
no najvixe

(

12
2

)

+ 6 < 78 razliqitih parova qlanova je bilo
zajedno na ruqku). Znaqi imamo bar jedan ruqak sa 6 i vixe
osoba, i jedan sa 3 i vixe. No ta dva ruqka imaju najvixe 1 za-
jedniqog qlana. Onda znaqi imamo bar 5 osoba sa prvog ruqka
koje jox nisu ruqale sa bar 2 osobe sa drugog ruqka. Za to je
potrebno je organizovati bar jox 5 · 2 = 10 ruqkova da bi svako
od ǌih ruqao sa svakim. Kontradikcija.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Oznaqimo sa O taqku koja je istovremeno i centar upisanog1.
kruga u 4ABK (polupreqnika ρ) i centar opisanog kruga oko
4ABC (polupreqnika r). Neka su N , L i P , respektivno, taqke u
kojima upisani krug u 4ABK dodiruje stranice AB, BK i KA.
Tada su podudarni pravougli trouglovi 4APO ∼= 4ANO ∼=
4BNO ∼= 4BLO (hipotenuze su im jednake R, katete r i ugao
naspram ve²e stranice je 90◦). Odatle imamo da je ^BCO =
^KAO = ^BAO = β

2 . Kako je AK simetrala ugla dobijamo
da je ^CAK = ^KAb = β. Ugao ^AOC je centralni za ugao
^ABC = β pa je ^AOC = 2β. Iz trougla 4AOC nalazimo
da je ^ACO = 180◦ − 7

2β, ali kako je taj trougao jednakokrak
(AO = CO = R) dobijamo da je β = 36◦. Odatle direktno
dobijamo da su uglovi u trouglu 4ABC jednaki ^ABC = 36◦,
^BCA = 72◦ i ^CAB = 72◦.

A B

C

K

O

N

L
P

ρ

ρ

r r

r

β/2
β/2β/2

β/2

β/2

β
2β

3β/2

Oznaqimo sa (∗) uslov zadatka f
(

f(x − y)
)

= f(x) − f(y) za2.
∀x, y ∈ R. Kako je f(x) ”na”, onda za svako x ∈ R postoji neko
a ∈ R takvo da je x = f(a). Sada iz (∗) imamo f(x) = f

(

f(a−0)
)

=
f(a) − f(0) = x − f(0). Ako u (∗) zamenimo y = x dobijamo da je
f(0) = 0, pa je f(x) = x za svako x ∈ R.
Lako se proverava da ova funkcija zadovoǉava jednaqinu (∗).

3.

f(x) =







x, 0 6 x < 1
1
2 , x = 1
0, x > 1

.

-

6

0 1 2 x

1
2

1
f(x)

t

t

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p

Nule funkcije su x = 0 i svi brojevi x > 1. f(x) > 0 za 0 < x61,
a f(x) < 0 nije nikad. Funkcija f(x) je rastu²a za 0 6 x < 1, u
x = 1 ima taqku prekida, a za x > 1 je konstantna.



Neka su z1, z2 i z3 koreni jednaqine x
3+ax2+ bx+ c = 0, a w1, w24.

i w3 koreni jednaqine x3 + |a|x2 + |b|x+ |c| = 0. Tada, koriste²i
Vietove formule, nalazimo da va¼i

|a| = | − a| = |z1 + z2 + z3| 6 |z1|+ |z2|+ |z3| = 3,

|b| = |z1z2 + z2z3 + z3z1| = |z1z2z3||
1

z1
+

1

z2
+

1

z3
|

= |z̄1 + z̄2 + z̄3| = |z1 + z2 + z3| = |z1 + z2 + z3| = |a|,
kao i |z1z2z3| = | − c| = |c| = 1. Sa druge strane, primenom
Vietovih formula na drugu jednaqinu i qiǌenica |a| = |b| i
|c| = 1, dobijamo da je w1 = −1 rexeǌe iste. Dakle, druga
jednaqina je ekvivalentna jednaqini

x3 + |a|x2 + |a|x+ 1 = (x+ 1)(x2 + (|a| − 1)x+ 1) = 0,

pa su w2 i w3 koreni kvadratne jednaqine x
2+(|a|−1)x+1 = 0 (iz

Vietovih formula imamo da je w2w3 = 1 – treba²e nam kasnije).
Me±utim, kako je 0 6 |a| 6 3, to za diskriminantu ove jednaqine
va¼i D = (|a|+1)(|a|−3) 6 0. Ako je |a| = 3 tada je w2 = w3 = −1,
odnosno |w1| = |w2| = |w3| = 1. Za 0 6 |a| < 3 je D < 0 pa imamo
dva konjugovano kompleksna korena, w3 = w2 , i za ǌih va¼i
|w2|2 = w2w2 = w2w3 = 1, kao i |w3|2 = w3w3 = w3w2 = 1.
Time smo pokazali da je u svakom sluqaju |w1| = |w2| = |w3| = 1.

Kad se pomerimo iz jednog temena u susedno promeni se parnost5.
zbira koordinata. Stoga, ako je n neparan broj, kada krenemo iz
jednog temena i obi±emo ostala i vratimo se u polazno, parnost
zbira koordinata bi bila promeǌena xto nije mogu²e, te za n

neparno ne postoji takav n-tougao.
Za n parno, 2005 treba da predstavimo kao zbir dva kvadrata.
Kako je 2004 = 5 · 401 = (22 + 1) · (202 + 1), korix²eǌem formule
(x2 + y2)(a2 + b2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 = (ax− by)2 + (ay + bx)2

dobijamo predstavǉaǌa 2005 = 412 + 182 = 392 + 222 (mo¼e se
pokazati da su ona i jedina). Stoga stranicu du¼ine

√
2005

mo¼emo dobiti kao hipotenuzu pravouglih trouglova sa kate-
tama 41 i 18 (ili 39 i 22). Rexeǌe je dato kao na slici:

. . .

. . .

41

18

18

41

A1

A2

A3

A4

Ak−2

Ak−1

Ak

A2k

A2k−1

A2k−2

A2k−3

Ak+3

Ak+2

Ak+1



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Prvi razred – B kategorija

Rexeǌe 1 : Taqka K je sredixte du¼i CC1, te je
−−→
AK =

−→
AC +

−−→
AC1

2
.1.

Vektori
−−→
AK i

−−→
AM su kolinearni, tj.

−−→
AK = λ

−−→
AM i kako je C1

sredixte du¼i AB, tj.
−−→
AC1 = 1

2

−−→
AB, prethodna jednakost dobija

oblik λ
−−→
AM = 1

2

−→
AC + 1

4

−−→
AB, odnosno

−−→
AM = 1

2λ

−→
AC + 1

4λ

−−→
AB. Kako

su taqke C, M i B kolinearne to je 1
2λ + 1

4λ = 1, tj. λ = 3
4 , pa je−−→

AM = 2
3

−→
AC + 1

3

−−→
AB, odnosno CM : MB = 1 : 2.

A B

C

K

M

C1

A B

C

K

M

C1

N

D

Rexeǌe 2 : Neka je N taqka na pravoj AC, takva da je BN ‖ CC1

i neka je AM ∩BN = {D}. Tada je CK

KC1
=

ND

DB
, pa je ND = BD

i
AC1

C1B
=

AC

CN
, pa je AC = CN . Du¼i BC i AD su te¼ixne du¼i

trougla 4ABN , pa je M te¼ixte tog trougla, odakle sledi da
je CM : MB = 1 : 2.

Pretpostavimo da su prosti brojevi p, q i r me±usobno razli-2.
qiti. Tada, iz uslova zadatka imamo pqr = n(pq + qr + rp), a
kako su p, q i r razliqiti prosti brojevi, oni su i uzajamno
prosti, te dobijamo da p | n, q | n i r | n, tj. n = kpqr, za neki
prirodan broj k. Me±utim, tada dobijamo 1 = k(pq + qr + rp),
xto je nemogu²e.
Pretpostavimo da su taqno dva od prostih brojeva p, q i r me-
±usobno jednaka. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je
p = q 6= r. Tada dobijamo pr = n(p+ 2r). Kako su prosti brojevi
r i p uzajamno prosti dobijamo (r, p) = 1 ⇒ (r, p+2r) = 1. Stoga
mora da r | n, odnosno n = rl za neki prirodan broj l. Kako je
p+2r > 1, to iz p = l(p+2r) dobijamo p+2r = p, xto je nemogu²e.
Dakle, p = q = r, xto kad uvrstimo u polaznu jednaqinu dobi-
jamo da je p = 3n, a p je prost broj, te nalazimo jedino rexeǌe
(p, q, r, n) = (3, 3, 3, 1).



Va¼i: a · 103 + b · 102 + c · 10 + 1 = 3 · (2 · 103 + a · 102 + b · 10 + c).3.
Kako se broj 3c zavrxava jedinicom, to je c = 7, te dobijamo
1000a+ 100b+ 71 = 6000 + 300a+ (3b+ 2) · 10 + 1. Kako je b cifra
(0 6 b 6 9), bi²e 2 6 3b+ 2 6 29. Broj 3b+ 2 se zavrxava cifrom
7, pa je 3b + 2 ∈ {7, 17, 27}. Mogu²e je samo b = 5. Sada je
1000a + 571 = 6000 + (3b + 1) · 100 + 71. Kako je i a cifra, bi²e
1 6 3a + 1 6 28 i 3a + 1 se zavrxava cifrom 5, te je 3a + 1 = 25,
tj. a = 8.
Tra¼eni broj je 857.

Svako od temena ne mo¼e biti spojeno sa samim sobom i sa4.
susednih 6 temena (po 3 sa svake strane). Dakle, svako od 15
temena mo¼e biti spojeno sa preostalih 8 temena, a kako na ovaj
naqin svaku dijagonalu brojimo 2 puta (kod svakog od teme-
na po jednom) dobijamo da je tra¼eni broj dijagonala jednak
15 · 8
2

= 60.

Neka je AE simetrala ugla ^BAD = 90◦ −^ABC = 60◦. Tada je5.
4AEB jednakokraki trougao (^BAE = 30◦ = ^ABE) i AE = BE.
Kako je i 4AED polovina jednakostraniqnog trougla imamo da

je ED =
AE

2
=

BE

2
, odnosno BD =

3

4
BC, te je CD = DE =

1

4
BC.

Sada iz podudarnosti 4ADC ∼= 4ADE dobijamo AC = AE, a

kako je AE = BE =
1

2
BC = EC, nalazimo da je trougao 4AEC

jednakostraniqan. Prema tome, ^BAC = ^BAE +^EAC = 30◦ +
60◦ = 90◦.

A

B CDE

30
◦

30
◦

30
◦

60
◦

60
◦



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Drugi razred – B kategorija

Kako je 9 + 4
√
5 = 4 + 4

√
5 + 5 = (2 +

√
5)2, imamo da je1.

A =
(

3√
2 +

√
5 +

3√
2 +

√
5
)

· 3
√

2−
√
5 = 2 3

√

(2 +
√
5)(2−

√
5) = −2.

Pretpostavimo da su prosti brojevi p, q i r me±usobno razli-2.
qiti. Tada, iz uslova zadatka imamo pqr = n(pq + qr + rp), a
kako su p, q i r razliqiti prosti brojevi, oni su i uzajamno
prosti, te dobijamo da p | n, q | n i r | n, tj. n = kpqr, za neki
prirodan broj k. Me±utim, tada dobijamo 1 = k(pq + qr + rp),
xto je nemogu²e.
Pretpostavimo da su taqno dva od prostih brojeva p, q i r me-
±usobno jednaka. Bez umaǌeǌa opxtosti mo¼emo uzeti da je
p = q 6= r. Tada dobijamo pr = n(p+ 2r). Kako su prosti brojevi
r i p uzajamno prosti dobijamo (r, p) = 1 ⇒ (r, p+2r) = 1. Stoga
mora da r | n, odnosno n = rl za neki prirodan broj l. Kako je
p+2r > 1, to iz p = l(p+2r) dobijamo p+2r = p, xto je nemogu²e.
Dakle, p = q = r, xto kad uvrstimo u polaznu jednaqinu dobi-
jamo da je p = 3n, a p je prost broj, te nalazimo jedino rexeǌe
(p, q, r, n) = (3, 3, 3, 1).

Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = 3y±2
√

25− y2,3.

pa je |y|6 5 i
√

25− y2 treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da
je y ∈ {0,±3,±4,±5}. Rexeǌa su:
(x, y) ∈ {(10, 0), (−10, 0), (−1,−3), (−17,−3), (1, 3), (17, 3), (−6,−4),
(−18,−4), (6, 4), (18, 4), (−15,−5), (15, 5)}.

Rexeǌe 1 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina4.
x− 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna
rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m+ 1 > 0,
xto daje uslov m >

−1
16 .

Oba rexeǌa su negativna, ukoliko va¼i D > 0, x1 + x2 < 0 i

x1 ·x2 > 0: x1+x2 = − b

a
= −2m+ 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 ·x2 =
b

a
=

m− 3

m
> 0 za m ∈ (−∞, 0)∪ (3,+∞), te presek uslova

m >
−1
16 sa ova dva uslova daje m ∈ (3,+∞).

Ako je taqno jedno rexeǌe negativno onda je drugo pozitivno
ili 0. Jedno rexeǌe je negativno, a drugo pozitivno, ukoliko

va¼i D > 0 i x1 · x2 < 0: x1 · x2 =
b

a
=

m− 3

m
< 0 za m ∈ (0, 3)

i presek uslova m >
−1
16 sa ovim uslovom daje m ∈ (0, 3). Jedno



rexeǌe je negativno, a drugo 0, ukoliko va¼i: D>0, x1+x2 < 0 i

x1 ·x2 = 0: x1+x2 = − b

a
= −2m+ 1

m
< 0 za m ∈ (−∞,− 1

2 )∪ (0,+∞),

x1 · x2 =
b

a
=

m− 3

m
= 0, tj. za m = 3 (to je rexeǌe jer je 3 >

−1
16

i 3 ∈ (−∞,− 1
2 ) ∪ (0,+∞)). Znaqi, jednaqina ima taqno jedno

negativno rexeǌe za m ∈ (0, 3].
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a
dva za m ∈ (3,+∞).

Rexeǌe 2 : Za m = 0 polazna jednaqina je linearna jednaqina
x− 3 = 0 i ona ima samo pozitivno rexeǌe (x = 3).
Za m 6= 0 to je kvadratna jednaqina i da bi ona imala realna
rexeǌa potrebno je da je ǌena diskriminanta D = 16m+ 1 > 0,
xto daje uslov m >

−1
16 . ǋena rexeǌa su data formulom

x1,2 =
−(2m+ 1)±

√
16m+ 1

2m
.

Ispitajmo kada je |2m+ 1| <
√
16m+ 1. Kvadriramo i dobijamo

nejednaqinu m2 − 3m < 0, xto je ispuǌeno za m ∈ (0, 3). Onda je
|2m+ 1| >

√
16m+ 1 za m ∈ (−∞, 0) ∪ (3,+∞).

Ako je m ∈ [−1
16 , 0) onda su i imenilac (2m < 0) i brojilac

(−(2m+ 1)−
√
16m+ 1 < 0) za oba rexeǌa negativni, pa su oba

rexeǌa pozitivna.
Ako je m ∈ (0, 3] onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok je
brojilac jednom pozitivan (−(2m+ 1) +

√
16m+ 1 > 0), a jednom

negativan (−(2m + 1) −
√
16m+ 1 < 0), pa je jedno rexeǌe pozi-

tivno, a drugo je negativno.
Ako je m ∈ (3,+∞) onda je imenilac pozitivan (2m > 0), dok su
brojioci za oba rexeǌa negativni (−(2m + 1) ±

√
16m+ 1 < 0),

pa su oba rexeǌa negativna.
Jednaqina ima bar jedno negativno rexeǌe za m ∈ (0,+∞), a
dva za m ∈ (3,+∞).

Neka je E podno¼je normale iz D na pravu AB. Tada je EACD5.
pravougaonik, stoga i zbog uslova zadatka je ^ECB = ^ECA+
^ACB = ϕ + θ = ^DAC + ^ACB = 90◦. U pravouglom trouglu
4CEB je EC2 = EB ·EA = (a+ b) · b i CB2 = EB ·AB = (a+ b) · a,
pa je AD = EC =

√

b(a+ b) i BC =
√

a(a+ b).

A B

CD

E b

b

a

ϕ

ϕ θ



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Tre²i razred – B kategorija

Neka je tgα = a. Tada je tg β = tg(α + 60◦) =
a+

√
3

1− a
√
3
i tg γ =1.

tg(α+120◦) =
a−

√
3

1 + a
√
3
. Sada imamo tgα tg β+tg β tg γ+tg γ tgα =

a2 + a
√
3

1− a
√
3

+
a2 − 3

1− 3a2
+

a2 − a
√
3

1 + a
√
3

=
9a2 − 3

1− 3a2
= −3.

Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je2.

3log2

√
x = 3

1

2
log2 x =

√

3log2 x i xlog2 3 = 3log2 x, to je data jed-

naqina ekvivalentna jednaqini t2+t−12 = 0 (smena t =
√

3log2 x),
qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i t2 = 3. Zbog t > 0 imamo
√

3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

Rexavaǌem polazne jednaqine po x nalazimo x = −4y±3
√

25− y2,3.

pa je |y|6 5 i
√

25− y2 treba da bude ceo broj. Dakle, imamo da
je y ∈ {0,±3,±4,±5}. Rexeǌa su:
(x, y) ∈ {(15, 0), (−15, 0), (24,−3), (0,−3), (−24, 3), (0, 3), (25,−4),
(17,−4), (−25, 4), (−17, 4), (20,−5), (−20, 5)}.

Oznaqimo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = d1 =
√
7 · k,4.

AC = d2 =
√
19 · k, ^BAD = α (za koji treba da vidimo da

li je 60◦ ili 120◦), ^ABC = 180◦ − α. Primenimo kosinusnu
teoremu na trouglove 4ABD i 4ABC: d1

2 = a2 + b2 − 2ab cosα,
d2

2 = a2 + b2 − 2ab cos(180◦ − α), pa kako je d1 < d2 dobijamo da
je α = 60◦. Dakle, d1

2 = a2 + b2 − ab, d2
2 = a2 + b2 + ab, pa je

d2
2

d1
2 =

a2 + b2 + ab

a2 + b2 − ab
=

19

7
, tj.

(

a
b

)2
+ 1 + a

b
(

a
b

)

+ 1− a
b

=
19

7
, odakle nalazimo

kvadratnu jednaqinu 12
7

(

a
b

)2 − 26
7

(

a
b

)

+ 12
7 = 0. Kad je reximo

dobijamo da je a
b
= 3

2 ili
a
b
= 2

3 .

A B

CD

a

b b

180
◦
− αα



Oznaqimo sa A,B,C temena osnove i sa S vrh piramide. Neka5.
je D sredixte ivice BC (BD = 1

2a) i neka je E presek ravni
koja sadr¼i BC i normalna je na AS. Tada je BE ⊥ AS, pa iz
pravouglog trougla 4BES imamo BE = a cos α2 . Visinu DE do-

bijamo iz Pitagorine teoreme za 4BDE: DE =
√
BE2 −BD2 =

a
√

cos2 α
2 − 1

4 . Stoga je P4BCE =
BC ·DE

2
=

a2

2

√

cos2 α
2 − 1

4 .

A

B

C

D

E

S

α α

a
a



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋA
IZ MATEMATIKE

Qetvrti razred – B kategorija

Neka su to brojevi a, b, c. Tada je 2b = a + c i b4 = a2c2. Ako1.
kvadriramo prvu jednaqinu i iskoristimo da je b2 = |ac|, dobi-
jamo a2 + 2ac+ c2 = 4|ac|.
Ako je ac > 0 dobijamo a2 − 2ac + c2 = 0, pa je a = c i a2 = c2,
dakle q1 = 1.
Ako je ac < 0 dobijamo jednakost a2 + 6ac + c2 = 0, odakle je
c
a

= −3 ±
√
8. Kako je c2

a2 = q2 = (−3 ±
√
8)2 i q > 0 (jer su

kvadrati), bi²e q2,3 = 3±
√
8.

Koliqnik tog niza mo¼e biti q1 = 1, q2 = 3+
√
8 ili q3 = 3−

√
8.

Za x > 0 su svi logaritmi i stepeni definisani. Kako je2.

3log2

√
x = 3

1

2
log2 x =

√

3log2 x i xlog2 3 = 3log2 x, to je data jed-

naqina ekvivalentna jednaqini t2+t−12 = 0 (smena t =
√

3log2 x),
qija su rexeǌa t1 = −4 < 0 i t2 = 3. Zbog t > 0 imamo
√

3log2 x = 3, pa je log2 x = 2, tj. x = 4.

3.

f(x) =







x, 0 6 x < 1
1
2 , x = 1
0, x > 1

.

-

6

0 1 2 x

1
2

1
f(x)

t

t

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

¡
¡
¡
¡
¡

p p p p p p p p p p

p p p p p p p p p p

p
p
p
p
p
p
p
p
p
p

Nule funkcije su x = 0 i svi brojevi x > 1. f(x) > 0 za 0 < x61,
a f(x) < 0 nije nikad. Funkcija f(x) je rastu²a za 0 6 x < 1, u
x = 1 ima taqku prekida, a za x > 1 je konstantna.

Tra¼ena gran. vrednost je lim
n→∞

(

1
1·5 + 1

5·9 + . . .+ 1
(4n+1)·(4n+5)

)

=4.

lim
n→∞

1
4

(

1
1 − 1

5 + 1
5 − 1

9 + 1
9 − 1

13 + 1
13 − 1

17 + . . .+ 1
4n+1 − 1

4n+5

)

=

lim
n→∞

1
4

(

1
1 − 1

4n+5

)

= 1
4 .

Iz 1
7 arccosx = π

2 + 2kπ, (k ∈ Z) sledi arccosx = ( 7
2 + 14k)π.5.

Ta relacija nije ispuǌena ni za jedno k ∈ Z budu²i da va¼i
( 7
2 − 14)π < 0 6 arccosx 6 π < 7

2π.


