MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Heka je K cpemumre Teskumue my:xku C'Chp tpoyria ANABC u Hekra
je AKNBC ={M}. Hahu omroc CM : M B.

Hahwu cBe mpocte Gpojese p, ¢ u r, Ka0 U CBe IpUpOaHE OpojeBe n,

TakKBC Ja BaikU

11 1 1
SpS o=
n

p q T

Hahu cBa pemema jemnauune
2?4+ 22=2004-2-y-2

y CKymy Ieaux Opojesa.

Heka je mar ckyn S = {s,i,¢,g}.
a) Kosuko nma penarnuja y ckymy S koje HUCY cuMeTpudHe?
6) Konuko uma aHTUCUMETPUYHUX pejanuja y crymy S7

Ilorazatu nau onoBpruytu: Mely npouszBomuux 6 npupoaaux Opo-
jeBa yBek je moryhe mahm 3 Tako ma cy cBaka 2 y3ajaMHO IPOCTa
niau 3 TakKO da CBa 3 MMAajy 3ajemuuuku mesuiaal sehw om 1.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTabHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Ilpyru pa3spen — A Kareropuja

Heka je AB npeunur kpyra k u meka ce tetuse AD u BC tor kpyra
cery y tauku F. IlokazaTu na

AE-AD+ BE - BC

He 3aBucu ona m3bopa tavaka C' u D.

Heka je O menrap Kpyra OmMCAHOT OKO KOHBEKCHOI UYETBOPOYTJIA
ABCD u ueka je FE npecek mujaronanga AC u BD. Ako cy cpenui-
ta maysxiu AD, BC u OF koguHeapHe Tauyke MOKa3aTU Oa j€ Tala
ucnyweno uau AB = CD nmn je <AEB = 90°.

Hahwu cBa pemema (a,b) y ckyny panvoHagHux 6pojeBa jeqHayuse:

(a+b0v2)? =11 + 14V/2.

3a KOje BPeIHOCTU PEeajIHOr ImapaMerpa M jeTHaunHa
mz?+ 2m+ 1)z + (m —3) =0

uMa O6ap jeAHO HEraTUBHO penrewme’?

Kama mma nBa meraTuBHA periema’

[Tocne cBakor cacTaHKa KOMUCHje, HEKU YJIAHOBU (3HAUM HUX Oap
nBOje) omase 3ajemHo Ha pydak. Tamo mehyrum, cBako ox mpucyT-
mux ce nocBaba ca cBakum. Hakonm Tora mocBabamu mehe Bue
oTrhu y 3aje JHUYKOM JAPYIITBY HA PYyYaK MOCJE CACTAHKA KOMUCU-
je. Cacranmu KoMmucHuje ce onp:KaBajy MOKJIe ron je moryhe odop-
MuTH ApymTBO (04 6ap ABOje JbyAM) 3a Oma3aK HA PydYak HAKOH
cacTaHKa.

a) lla nu je moryhe ma je komucuja koja 6poju 7 wiaHOBA OIpIKAIA
ykynao 10 cacranaka (Tj. pydroBa)?

6) lla nu je moryhe na je komucuja roja 6poju 11 umanoBa ompska-
Ja yKymHO 5 cacraHaka (Tj. pydkoBa)?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTaJbHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Tpehu pa3spen — A kareropuja

Y omrpoyraom tpoyray AABC tauka D je momuo:kje Bucune u3 C,
a tauka F nomnoxje Bucune u3z Dy ABCD. Heka je F Tauka my:xu
DFE rakBa na je DF : FE = BD : DA. Ilokasatu na cy npase CF
u AF y3ajaMHO HOpMAJIHE.

Y ckymy peaJHuUX OpOjeBa PEIIUTHU jeTHAUUHY

210823 + 3log, Vo _ 12.

Konuko pemema y CKymy HEHEraTMBHUX ILEJUX OpoOjeBa mMa jel-

HAYUHA
100n]  [100n
| 22 = a2
199 201

Heka cy a, b u ¢ KoMIIeKCHI OPOjeBU TaKBU na Cy CBa TPU KOPEHA
jenmaunne 23 + ax?+bxr+c =0 moxyna 1. Jloka3aru ma cy cBa Tpu
kopera jemaauune z° + |a|z? + |b|lz + |c| = 0, Takobe, Mmomyna 1.

[Tocse cBakor cacTtaHka KOMUCHje, HEKUM UJIAHOBU (3HAYM BUX Oap
nBOje) oJa3e 3ajenHo Ha pydak. Tamo mehyTuMm, cBako on npucyT-
Hux ce mocBaba ca cBakum. Hakom Tora mocBabanu nehe Bume
otuhm y 3aje JHUYKOM APYIITBY HA PYyYaK IIOCJTE CACTAHKA KOMUCU-
je. Cacranmu KoMmucuje ce Onp:KaBajy NOKJIe ronx je Moryhe odop-
MuTH ApymTBO (04 6ap ABOje JbyAM) 3a OMa3aKk HA Pydak HAKOH
cacTaHKA.

a) lla nu je moryhe ma je komucuja koja 6poju 8 umaHOBA OIpIKAIA
ykynHo 15 cacrtanaka (Tj. pydkoBa)?

6) lla nu je moryhe na je komucuja xkoja 6poju 13 umanoBa ompska-
Ja yKymHo 7 cacraHaka (Tj. pydkoBa)?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

UYerepTH; pa3pen — A kareropuja

Bucekrpuca ymyrpammer yriaa y temeny A tpoyraa AABC ceue
crpauury BC' y tauku K. Ilearpu ynucaunor kpyra tpoyria AABK
u onucanor kpyra tpoyria AABC ce mormamajy. Hahwu yraose
tpoyraa AABC.

Hahu cBa npecnukasama f : R — R, roja cy "nma” (cypjekunje) u
3a KOja BayKWU:

f(f(x—y)):f(x)—f(y) 3a Vz,y € R.

Ilara je ¢pyHERIA]jA

T

f(z) = lim

n—oo 1 4 xn’ z20.

Oppemutu Hyse u 3Hak (yHkuuje f(x), McouTaTé MOHOTOHHU]Y, a
3aTUM Hanprartu rpaduk Gpyakuuje f(z).

Heka cy a, b 1 ¢ komniaekcHu OpojeBU TAaKBU Ja CYy CBa TPU KOPEHA
jemuaunue x° + ax? +bxr+c =0 monyna 1. Jloka3aTu na Cy CBa TPU
kopera jemnauune z° + |a|z? + |b|lz + |c| = 0, Takobe, Mmomyna 1.

Y paBHHU je 3amaT n-TOyrao 4yuMja TEeMEeHa WMMajy meJo0pojHe KOOp-
nuHaTe, a crpanune cy my:kuae v/2005. 3a roje n € N (n > 3) je To
moryhe?

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTH.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je K cpemumre Teskumue mysxku C'Chp tpoyria ANABC u Hera
je AKNBC ={M}. Hahu omroc CM : M B.

Hahu cBe mpocte Gpojese p, ¢ u r, Kao0 U CBe IpUpOaHE OpojeBe n,

TakKBC Ja BaykU

11 1 1
SpS o=
n

p q T

Hahwu tpomudpen 6poj abc ako je uerBopormppen 6poj abcl Tpu
nyta Behu on werBopormuppenor 6poja 2abc.

Konnko nma mMa nujaronaJsia KOHBEKCHOT 15-Toyriia Koje cmajajy mo
nBa merosa temena usMeDy kojux ce (mocmarpano y oba moryha
cMepa) Hajase Gap Tpu Apyra TemeHna?

Bucuna AD u3 temena A tpoyrana AABC penun crpamuny BC y
omunocy BD : DC = 3 : 1. Axo je <ABC = 30°, moka3artu ma je
tpoyrao AABC npasBoyriau.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTabHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Ilpyru paspen — B kareropuja

IlokasaTu na je 6poj
6 3 3
A;:(J9+m£+-J2+v§>-J2—v€

nmeo m nahwu ILEeroBY BPEOHOCT.

Hahwu cBe mpocte Opojese p, ¢ u r, Ka0 U CBe IpUpPOIHE OpojeBe n,

TakBE€ Oa BaikU
11 1
e i

1
p q T n

Hahwu cBe mene 6pojeBe x u y 3a KOje BaKku

z? — 6xy + 13y = 100.

3a KOje BPEeJHOCTU PEeaHOT IapaMeTpa m jeTHadurHa
mz?+ (2m+ 1)z + (m —3) =0

uMa bap jeIHO HETATUBHO pellewme?’

Kamna nvma nBa HeraTwBHA pernema’

Y tpamnesy ABCD xkpaha mujaromana AC mHopMaJjHa je Ha OCHOBU-
nmama AB = a u CD = b. Axo je <DAC + <ACB = 90°, mahwu
nysxuHe kpakoBa BC u AD.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

Tpehu paspen — B kareropuja

Heka cy «, § u v yraoBu TtakBu ma Baku [ = 60° + o u v = 60° + 3.
IlokazaTu na je BpeOHOCT M3pasa

tgatg f+tgBtgy +tgvytega

1meo 06poj.

Y ckymy peaJsHUX OpOjeBa PEIIUTU jeTHAUNHY

210853 | slog, Vo _ 19.

Hahwu cBe nene 6pojeBe x u y 3a KOje BaKu

x? 4 8y + 25y = 225.

Iar je mapasenorpam ABCD ca omrpum yriom ox 60°. Onpenuru
OIHOC my:KWHA cTpaHuna mnapasemorpama AB : AD, ako je omHOC

my:xkwuna mujaronasaa AC : BD = +/19 : V.

Y mpaBUWJIHOj TPOCTPAHO] MUPaMUIN, YMja je UBUIA OCHOBE @, yrao
n3meby uBuna npu Bpxy jemsak je a («<90°). Oapeantu mOBPIIUHY
IIpeceka NIUpaMuIe M jelHe PaBHU KOja CAAPXKU jeJHY UBUILY OCHOBE
1 HOPDMAaJIHA je Ha HaCIpPaMHY OOUYHY WBUILY.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTabHO OOPA3IOKUTHU.



MunucrapcTBo nmpocBere u crnopra Pemyo6suke Cpouje
IpymTBo maremaruuapa Cpbouje

OIMNITUHCKO TAKMUYEILE U3 MATEMATUKE
18.12.2004.

UYerepTu; pa3pen — b kareropuja

Tpu peanna Opoja, pazauuuTa OI HyJe, 00pa3zyjy apUTMETUUKU
HM3, & KBaApaTy TUX OpojeBa y MCTOM MOPETKY, 00pa3yjy reomer-
pujcku Hu3. Hahu komuyHUK TOr reoMeTpUjCcKOr HU3A.

Y ckymy peaJHuX OpOjeBa PEIIUTHU jeTHAUUHY
210853 | slog, Vo _ 19.
Ilara je ¢yHKIUT]a

f(z) = lim

n—oo 1 + m’

x> 0.

Onpenutu Hyse u 3Hak ¢yHruuje f(x), UconuTaru MOHOTOHU]Y, a
3aTuM Hanpratu rpaduk Gysrnuje f(z).

N3pauynatu

1 1 1
lim [+ — ... :
e (1-5+5-9+ +(4n+1).(4wr5))

IlokazaTtu na jemHauywHa

sin (1 arccosz) =1

HEMa pPEaJHUX pellcHma.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
3anaTke OeTajbHO OOPA3IOKUTHU.



3.

IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEITEIHLA 3AIJATAKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

_— —

—  AC+ AC,
Ty

Pewemwe 1: Tauka K je cpemumre ny:xu CCq, Te je AK =

— —_— = —_— .

Berkropu AK u AM cy xkonuueapuu, 1j. AK = MAM u xako je Cy
—_— —

cpemumite nysxu AB, 1j. ACY = %AB, IPEeTXOqHA jeTHAKOCT Ho0uja

— 1A 1503 — 1 7R =
obmmk ANAM = §AC’ + ZAB’ ongocHo AM = ﬁAC + EAB. Kako
cy tauke C', M u B xonureapue TO je % + ﬁ =1, 1j. A= %, na je
—

240 L 1D : 1.
AM = 3AC + 3AB, omaocio CM : MB =1: 2.
N

I\
C F N\
/ \
| N\
! \

A C1 B

Pewemwe 2: Hera je N tauka ma npasoj AC, taksa na je BN || CC}

CK
u veka je AM N BN = {D}. Tana je XC, =5g @ je ND = BD
ACy  AC

u CB_CN' na je AC = CN. Hyxu BC u AD cy TexuInHe y:EU

rpoyrina AABN, na je M Texumire TOr TpOyria, OmaKJIe CIeId Ia
jeCM :MB=1:2.

[IpernocraBuMo ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ u 7 MehycobHO pasiu-
untu. Tagna, u3 ycnosa 3amatka umamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO Cy P, ¢ U 7 PA3JUYUTU MPOCTU OPOjeBU, OHU CY U y3ajaMHO
npocrtu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | mu r | n, tj. n = kpqr, 3a Hexu
npuponan 6poj k. Mebyrum, Tama mobujamo 1 = k(pq + qr + rp),
mTo je meMoryhe.

[IpermocTaBuMO nma cy TayHO ABa OJX MPOCTUX OpojeBa p, ¢ U r Me-
bycobno jemnaka. bBe3 ymamema ONIMITOCTA MOKEMO y3€THU Oa j€
p=q #r. Taga nobujamo pr = n(p + 2r). Kako cy nmpoctu 6pojesu
r u p y3ajamHo npoctu gobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHocHO n = rl 3a Heku mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Tous p =1(p+2r) nobujamo p+2r = p, mro je Hemoryhe.
Hakmne, p = ¢ = r, WTO Kaa YBPCTUMO Yy TOJA3HY jeIHAUYNHY T00U-
jaMmo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3UMO j€IUHO PEIICHe
(p,q,m,m) =(3,3,3,1).

Jennaunna uMa TpuBHUjaJHO pemewme ¥ = y = 2z = 0. Iloraxku-



MO Oa HeMa APYTuX pemema. llpermocTtaBUMO CympoOTHO na uUMa
HEKO pemiewe (o, Yo, 20) # (0,0,0). Be3 ymamema ONIITOCTA MOKe-
MO y3eTn ma je xo # 0 u Hera je 2F majsehu cremen 6poja 2 koju
nenu rog. VI3pa3 Ha mecHoj cTtpaHu je nmemuB ca 4. Kako Ttavan
kBaapar maje ocrarke 0 m 1 mpum mememy ca 4 mobujamo ma cBa
Tpu Opoja, xg,Yo, 20, MOpajy OUTU mapHU: Ty = 2x1, Yo = 2y1 4
Zo = 2z1. YKOJUKO OBO YBPCTUMO Y TOJIA3HY jE€IHAKOCT mO0OMjaMo
4(:B12+y12+z12) = 2004811121, OOHOCHO T12+y12+212 = 400821y 21.
Cama aHaJIOTHUM MOCTYIKOM HOOMjaMoO U 1a Cy CBU OPOjeBU X1, Y1, 21
napuau. [lormaBmajyhu oBaj moctymak k41 myTa mobujamo na je 6poj
zo memuB ca 28Tl mTo je y KOHTPAIUKIMU ca MPEeTIOCTABKOM 12
je 2F majsehu cremen 6poja 2 Koju Zenm Tg, YUME CMO IOKA3AIH 14
jemHaumHa MMa CaMO TPUBUJAJIHO PEIIeHne.

a) |S| = 4. Csaka 2 emementa u3 S X S mMory 6utu y penanuju p
unau He Outu y penamuju. Crora je ykyman Opoj penanuja jegHak:
215%5 = 244 = 216 = §5536.

Kon cumerpuunux penanuja kama OApeauMO aa JU CY Yy pejaanuju
eJIeMEHTU Ca TJIaBHE OUjaroHaJie W U3HAI e Y TabJIuIy MOTIIYHO
je ompebeno ma nm cy y pejanuju U eJeMEeHTU WUCIOJ TJIaABHE -
jaronase. Crora je ykyman OpOj CUMETPUYHUX peJalrja jemHak
24434241 — 910 — 1024, a ykymam 6poj HECUMETPUYHUX peJanuja, 10-
bujamMo Kaga NPeTXOqHN OPOj O4y3MeMO O YKYIHOr Opoja peJanu-
ja: 216 — 210 = 65536 — 1024 = 64512.

6) 3a esemeHTe ca riaBHe qujaroHase uMamo 2 moryhxoctu (min
Cy y peslanuju Wiy HUCY, Tj. a pa Wi a fa), a 3a CBAKU Iap CU-
METPUUHUX MECTa y OJHOCY Ha TJaBHY mujaroHamxy, (a,b) u (b,a),
nvamo 3 moryhuoctu (unum je apb u bga, nnu je bpa u agb, nnn
je agbu bga). Crora je ykynan 6poj aHTUCUMETPUYHUX DeJIaluja
jemmak 2% - 3372+l =16 - 729 = 11664

Omnosprayhemo tBpbheme. Komrpanpumep je mecrtopra 2 -3, 2 -5,
3-5,7-11, 7-13, 11-13, xoja He 3am0BObaABA HUjedAH yCIOB 3a0aTKA.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Ilpyru pa3pen — A kareropwuja

Kopuctumo na cy tpoyranosu ABCA u AADB upaBoyrau, Kao u
noreHujy tauke F y omnocy wa kpyr k: AE-ED = BE-EC. Crora
umamo na je AE - AD = AE? + AE-ED = AC? + EC? + AE - ED =
AC? + EC?*+ BE - EC = AC* + EC(EC + BE) = AC?> + EC - BC =
AC? + (BC — BE) - BC = AC? + BC? — BE - BC, na je AE - AD +
BE - BC = AB2.

C

i”

IloBosHO je moka3atu — Ako je <AEB # 90°, ounma je AB = CD.
Heka je <AEB # 90°.

Axo je O = FE, rana je ABCD npaoyraouuk, na Baxku AB = CD.
[Mpernocrasumo na je O # E. Herka cy M, N, P, (Q cpenumira ny:Ku
AD, BC, AC, BD, penom, u Heka je R mpecek HOpMaJa U3 TaYaka
P u @ pemom na BD u AC.

Yersopoyrmosu MPNQ u OPR(@) cy nmapaJjesorpamu, Ia ce Iy:KQ
MN, OR u PQ ceky y jemHoj tayku Koja mx u mojosu. llomTo
cpenumre nyskxu OF nesxu wa M N nvmamo na je RE || MN. C apyre
crpane, R je opronentap APQFE, na je RE1P(Q. Haxkne, MN L PQ,
Tj. MPNQ@ je pom6. Canma je mako mokaszatu na je AB = 2PN =
2NQ =CD.

ExBuBanenTHUM TpaHChOpManmjamMa I0JTA3UMO IO: a? + 2% —11 =
(14 — 2ab)v/2. Cama nmamo mBa cayuaja: ako je 2ab # 14, mobujamo

o /3 a® +2b% — 11
AICNVET T ah)
Opoj, a u3pa3 ca mecHe cTpaHe panuonaigan. Jlpyra moryhnoct je
na Baskn 2ab = 14. Tama Bamu u a? + 26> = 11, na je (a — 2bv/2)% =
a®+2b%>—2aby/2 = 11—-14v/2 < 0. OBO je KOHTPAIUKIM]a, I8 3a,JaTAK
HeMa pelrema.

, mTo je memoryhe, jep je V2 upamuonanan



Pewewe 1: 3a m = (0 mosnasHa jeqHauumHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 u oHa MMa CaMO IO3UTUBHO pemene (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jeqHAUYMHA W A OM OHA MMAaJIa PeaHa
pemema MOTpedHO je ma je meHa muckpumubaanTta D = 16m + 1 > 0,
WTO JHaje yCJIOB M = 5

Oba pemema cy HeFaTI/IBHa yrOIUKO Baskum D >0, 1 + 22 < 0 n

b 9 +1
x1-To > 0: xl_HUQ:_E:_mm <03amé€ (-0 ) (0, 4+00),
b m-3
Ty Ty =— = > 03am € (—00,0)U(3,4+00), Te mpecek ycaoBa
a m

m > 1_61 ca OBa JBa YCJOBa maje m € (3,+00)-

AKO je TAYHO jemHO pelleme HEraTUBHO OHMAA je APYro IMO3UTUBHO
nmm 0. JemgHo pememe je HEMATWBHO, a APYTO MO3UTUBHO, YKOJIUKO

b m—3
Bk D >0 u 21 20 < 0: 27 20 = — = < 0 3a m € (0,3)
a m
VI IIpeceK yciioBa m > T4 ca oBuM yciaosoM aaje m € (0,3). Jemno
pemnreme je HeraTuBHO, a Apyro 0, ykoauko Baskm: D >0, r1+x2 < 0n
2m+1 1
109 =0: T1+T90 = —— = — <03am € (—o0,—5)U(0,+00),
a m
b m-—-3 .
ry 29 =—=——=0, 1j. 3a. m =3 (10 je pememe jep je 3 > 1&
a m
u 3 € (—00,—3)U(0,+00)). 3Haum, jenHauMHA MMa TAYHO jeIHO

HeraTuBHO pememne 3a m € (0, 3].
Jemnaunna nvma 6ap jenHo HeraTtwuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
nBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 mosasHa jeqHauuHa je JUHEAPHA jeIHAYUNHA
r —3 =0 1 oHa MMa caMoO HO3UTUBHO pememe (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jefHAUYMHA W Ja OW OHA MMaJia peaiHa
pemema moTpedbHO je ILa je mena muckpuMuuaanTta D = 16m + 1 > 0,

mTO naje yciaoB m > —. Ibena pemema cy mata ¢popMyIoM
—(2m+1)£V16m+1
Ir1.2 = .
’ 2m

Ucnurajmo rana je [2m + 1| < v/16m + 1. Ksagpupamo u mobujamo
Hejenmaunny m? — 3m < 0, mTo je ucnymeno 3a m € (0,3). Ouna je
12m + 1| > V/16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Axo je m € [74,0) omma cy m mmermnan (2m < 0) m Gpojumnan
(—=(2m +1) — /16m + 1 < 0) 3a oba pemema HeraTUBHY, Ia Cy 00a
pelrema MO3UTHUBHA.

Ako je m € (0,3] omma je mmenumnarn nosutusBa (2m > 0), mok je
6pojunan jemnom mozutuBaH (—(2m + 1)+ +/16m +1>0), a jexsom
meratuBad (—(2m +1) —1/16m+1 < 0), na je jenHo permeme mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HEraTUBHO.

Ako je m € (3,+00) onna je nmenumiarn nosutusad (2m > 0), 00k cy
6pojuonu 3a 0oba pemema HeratusHu (—(2m + 1) £ /16m+1 < 0),
na cy oba perema HeraTuBHA.

Jennaumna nva Gap jenHo HeratuBHO pememe 3a m € (0,400), a
nBa 3a m € (3,400).



a) Mowxke. Huje Temko koncrpyucaru npumep. OszHaummo Gpoje-
BuMa 1-7 unaHOBe. Y KYITHO MMa (g) = 21 mapoBa, ma he pydYkoBa
OUTH MAKCUMAJHO aKO CTAJHO WOy IO ABA djaHa. AKO ULy TPU TY
ce Beh m3rybe 2 Oyayha pyuka, ako uay deTupu ryou ce 5 pydKo-
Ba, ca 5 rybu ce 9 ura. Mwu Tpeba ma msrybmmo 11 pyuroBa. To
MOKEMO HIp. ako Ha mouerky uay {1,2,3,4,5},{5,6,7}, a ocramux

8 pPyYKOBa Cy CBH ca IO OBa 4YjlaHa, KOJU jOII IapOBU daJie:

{1,6},{1,7},{2,6},{2,7},{3,6},{3,7},{4,6},{4,7}.

Hanomena: Moxe ma jom jeman maums ca 1 X 4, 3 x 3 u 6 X 2.

2) = 55. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebamo 6u ma 3a cBaku map ocoba MOCTOju
TAYHO jeaH pydak Ha KoMe cy Ouie 3ajemno. Ha pyuky 3a k oco-
0a "morpomu”’ ce (g) mapoBa. KRako je (g) =10, a 5-10 < 55,
jacHo je ma on TUX D pydykKoBa Oap Ha jeqHOM OJ HUX je MOPAaJo
6utu mpucyTHO 6 miu Buiie ocoba (y CympoTHOM Ou OCTA0 HEKU
map 4JaHOBa KOjU HUje HUKAL OUO 3ajeqHO Ha PYUKY, Tj. U HAKOH
Tux 5 pyuroBa 6uiao 6um moryhe oprammszoBaTy jom Hekm). Tako-
be memoryhe je ma cy nmpeocranux 4 pydJKOBa CBU JNBOYJIAHU jep Ou
oIleT OCTAO HEKM Iap KOju HUje 6MO Ha PYUKy 3ajemHo (jep ouwnrien-
HO HajBUIIE (120) + 4 < 55 pa3nauuuTUX TmapoBa YIaHOBa je OMio
3ajeIHO HA PYUKy). 3Haum mMaMo 6ap jeman pydak ca 6 u Burre
ocoba, u jeman ca 3 u Bume. Ho Tta nBa pyuka mmajy HajBuiie 1 3a-
jemamuor umana. OHpa 3mauym mMmamo O6ap 5 ocoba ca MPBOT PydUKa
KOje jom Hucy pyuaJte ca bap 2 ocobe ca Apyror pydka. 3a TO je
noTpebHo je opranm3oBaru 6ap jom 5 -2 = 10 pyukoBa ma Ou cBakKO
Ol ’BUX Pydao ca cBakMM. KoHTpamuknuja.

11
6) He moske. Hamve, maposa mva ykymsO (



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu pazpen — A xkareropuja

Heka je M rtaura crpanune BC rtakBa nma je DM || AE. Tana je
EM : MB = AD : DB = EF : FD, na je MF || AB, a ouzna
u MF 1 CD. FKako je u DE 1 BC, mobujamo na je tauka F
opronenTap tpoyraa ACDM, na je CF 1L DM, a tume u CF 1 AE.

3a x > 0 cy cBu JorapuTMu u CTeneHU nepumHUCAHU. Kakro je

glogo vV _ gilogyx _ \/31082% 5 4loga3 _ 31082 % 1 je mara jen-

HaUMHA €KBUBAJICHTHA jeaqHaumHn t2+t—12 = 0 (cmena t = V 308, Ly,
umja cy pemema t1 = —4 < 0 m t; = 3. 306or t > 0 mmamo

V310822 = 3 11a je logy = 2, 1j. @ = 4.

Heka cy a u b penom ocranu npu aesbewmny 100n ca 199 u 201. 3anmara

jemHaYrHA MOCTaje 10%19_“ + 10;)611—b = @, MTO Ce HAKOH CBOhema Ha
3ajenHUYKM uMeHusal csoau Ha n = 201a + 199b.

C mpyre crpame, 3a cse a = 0,1,...,198 uw b = 0,1,...,200,

n = 20la + 199b je pememe jemuaumbe. 3aucTa, OCTAU NPU mde-

smemy 100n = 20100a 4 199000 ca 199 u 201 cy pemnom a u b, ma canm

100n 100n

199 [ 201

4yuTe BpeaHocTu OpojeBa a u b mobujajy pasauduTe BpeaHOCTHU 3a N,

peliena uMa OHOJIMKO KOJIMKO uMa naposa (a,b), a OBUX MMa TadvHO

199 - 201 = 39999.

JIaAKO TIpOBEepaBaMo na je { ] =n. Kako ce 3a pa3znu-



Hexka cy z1, 22 U z3 KOperu jemqaaunse x> +ax? +br+c =0, a wi, wo
u w3 KopeHu jemraumne x> + |alx? + |b|z + |¢| = 0. Tana, kopucrehn
BueTose (hopmysie, HAJTA3UMO [ BaKW

la| = | —al = |21 + 22 + 23] < |z1] + |22 + [23] = 3,
1 1 1
|b| = |2122 + 2923 —|— Zngl = |212223||— + — + —|
Z1 Z9 z3
= |21+§2—|—23’ = ’Zl+22—|—Z3| = ‘214—2’24-23‘ = ]a],
Kao ¥ |z12223) = | — ¢/ = |¢] = 1. Ca gmpyre crpase, IprMeHOM
BueroBux ¢dopmysna Ha ApYry jeiHAUYMHY W UYMBeHUNa |a| = |b| u
lc| = 1, mobujamo ma je wy = —1 pememe ucre. Ilakmie, apyra

jemHauMHA je eKBUBAJICHTHA jeTHAYUNHU
2’ +lalz? +lalz +1 = (2 + 1)(2* + (la| = Dz +1) =0,

ma Cy wp ¥ w3 KopeHu kBaapaTHe jemnaunte x2+(|la|—1)z+1 =0 (u3
BueroBux ¢popmyia numamo na je wows = 1 — rpebahe mam racuuje).
Mebyrum, raro je 0 < |a| < 3, TO 382 QUCKPUMUHAHTY OBE jeHAYUNHE
Bazku D = (Ja|+1)(Ja| —3) < 0. Ako je |a| = 3 Tana je wy = w3z = —1,
OIHOCHO |w1| = |ws| = |wg| = 1. 3a 0 < |a| < 3 je D < 0 ma nmamo
IIBa KOHjyTrOBAHO KOMILICKCHA KODEHA, W3 = W, W 33 HUX BAKA
lwa|? = wowy = wows = 1, kao u |w3|? = wzws = wzwy = 1.

Tume cMoO mOKasaiy na je y ¢BakoM ciyduajy |wi| = |wa| = |ws| = 1.

a) Mowxe. Huje temko roucrpyucaru npumep.O3nauumo GpojeBu-
Ma 1-8 umamoBe. YKymHO mMMa (g) = 28 mapoBa, ma he pydroBa
OUTM MaKCUMAJHO aKO CTAJHO WAy TO OBa wiaHa. AKO mmay Tpu
uynaHa Ty ce Beh u3rybe 2 6ynyha pyuka, ako nny dyetupu ryou ce
5 pyukoBa, ca meT ujaHoBa ryou ce 9 utn. Mwu tpeba ma m3ryodbmmo
13 pyukoBa. To moskemo unp ako uny {1,2,3,4,5},{5,6,7},{1,6,8},
a octaaux 12 pyukoBa cBu IO 2 WjaHA KOJU jOII IapoOBHU ¢aJie.

6) He moxke. Hammve, mapoBa nMa yKymHO (123) = 78. IIpernocraBu-
Mo ma je moryhe. Tpebamo 6u ma 3a cBaku map ocoba MOCTOju
TAYHO jemaH pydyak Ha KoMme cy Owie 3ajemno. Ha pyury 3a k oco-
0a "morpomu’ ce ('2“) mapoBa. KRako je (g) =10, a 7-10 < 78,
jacHO je ma onm TUX 7 PYyYKOBa Oap Ha jeMHOM O HBUX je MOPAaJo
6uty npucyTHO 6 miam Bume ocoba (y CympOTHOM OM OCTA0 HEKU
nmap 4jiaHOBa KOjU HUje HUKAL OMO 3ajeqHo Ha PYUYKYy, Tj. U HAKOH
Tux 7 pyuroBa 6uiao 6u moryhe oprammszoBaTy jom Heku). Tako-
be, memoryhe je ma cy npeocranux 6 pyykoBa CBU JBOUJIAHU jep Ou
OIleT OCTAO HEKU Iap KOju HUje 6UO Ha PYUKy 3ajemHo (jep ouwnriien-
HO HAajBUIIE (122) + 6 < 78 pa3nauuuTUX TapoBa YJIAHOBa je OMIO
3ajelHO HA PYYKY). 3HAUM mMaMo 6ap jemadH pydak ca 6 u Bume
ocoba, u jemau ca 3 u Bume. Ho Ta nBa pydra mMmajy HajBuiie 1 3a-
jemumuor wiana. OHpa 3mayn mMamo O6ap b ocoba ca MPBOT PyUKa
Koje jomr Hucy pyd4aje ca bap 2 ocobe ca apyror pydka. 3a TO je
oTpeOHO je opranm3oBatu dap jom 5-2 = 10 pyuykoBa ma Ou CBaKO

Ol ’HUX Pydao ca cBaknM. KoHTpamuknuja.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Oznaummo ca (O Tauyky KoOja je MCTOBPEMEHO U LEHTAP YIUCAHOT
kpyra y AABK (nmonynpednuka p) U IEHTAD OMMCAHOT KPYyTa OKO
AABC (nonyupeunuka r). Heka cy N, L u P, peCueKTUBHO, Tauke y
kojuma yrucauu kpyr y AABK nomupyje crpauune AB, BK u KA.
Tanma cy momymapuu mpasoyrau tpoyriosu AAPO =2 AANO =
ABNO = ABLO (xumorenyse cy uMm jennake R, karere r u yrao
nacupaMm Behe crpanune je 90°). Opariae mvamo ma je <BCO =
<KAO = «BAO = g Kako je AK cumerpaJja yria modujaMo
na je <CAK = <KAb = (3. Yrao <AOC je meHTpaJHK 3a yrao
<IABC = 8 ma je <AOC = 28. W3 tpoyraa AAOC wuamazumo
na je <ACO = 180° — %6, ajqy KaKo je Taj Tpoyrao jemHaKOKpak
(AO = CO = R) pmobujamo ma je [ = 36°. Opnarie AUPEKTHO
nobujamo ma cy yruosu y tpoyray AABC jemnaku <ABC = 36°,
I<BCA =72°nu «CAB = 72°.

Osmaummo ca (x) ycnos zanatka  f(f(z —y)) = f(z) — f(y) s3a
Vr,y € R. Kako je f(x) "ma”, onma 3a cBako r € R mocToju HEKO
a € R raxso na je z = f(a). Cana us (x) mmamo f(z) = f(f(a—0)) =
f(a) = f(0) =2z — f(0). Aro y (%) 3amenumo y = x mobujamo ma je
f(0) =0, na je f(x) =z 3a cBako z € R.

Jlako ce mpoBepaBa na oBa (QYHKIUja 3a00BObHABA jeJHAUMHY ().

, 0<z <1

, x>1

Hyune ¢pyurmuje cy x = 0 u cBu 6pojesu = > 1. f(z) >03a0 < <1,
a f(zr) < 0 auje nurkan. Pyuruuja f(x) je pacryha za 0<z <1,y
r = 1 nma Tayky mpekmna, a 3a x > 1 je KOHCTaHTHA.



4. Heka cy 21, 22 U 23 KOpeHH jenHaunue T° +ax? +bxr+c= 0, a wy, ws
u w3 KopeHu jemraumne x> + |alx? + |b|z + |¢| = 0. Tana, kopucrehn
BueTose (hopmysie, HAJTA3UMO [ BaKW

la| = | —af = 21 + 22 + 23] < 21| + 22| + [23] = 3,
1 1
|b| = |2’122 + 2923 + 2321| = |2’1222’3||— + — + —|
Z1 Z9 z3
= |z1 + 22 + 23] = |21 + 22 + 23] = |21 + 22 + 23] = |a,

Kao U |212223] = | — ¢/ = |¢] = 1. Ca mpyre crpane, nprMeHOM
BueroBux ¢opmysna Ha ApYry jeaHauyumHy u yumeHuna |a| = |b| u
le| = 1, mobujamo ma je wy = —1 pememe ucre. Ilakie, apyra

jemHauMHA je eKBUBAJIEHTHA jeTHAYMHU
23+ la|2® + |alz + 1 = (z + 1) (2® + (la| — Dz +1) =0,

ma cy wp U w3 KopeHn kBaaparHe jemmaunte 2+ (|a|—1)z+1 =0 (u3
Buerosux popmyna numamo na je wows = 1 — rpebahe nam racuuje).
MebyTum, raro je 0 < |a| < 3, TO 3a QUCKPUMUHAHTY OBE jeIHAYUNHE
Basku D = (Ja|+1)(Ja|—3) < 0. Ako je |a|] = 3 rana je ws = w3z = —1,
omHOCHO |wi| = |wa| = |wg] = 1. 3a 0 < |a] < 3 je D < 0 ma nmamo
IIBa KOHjyTOBAHO KOMILTIEKCHA KODEHA, W3 = W, W 33 HUX BAKN
lwa|? = wowy = wowz = 1, kao u |ws|? = waws = waws = 1.

Tume cMo mokazaiy na je y cBakoM ciyduajy |wi| = |wa| = |ws| = 1.

5. Kan ce momepnmMo u3 jeIHOT TeMeHa y CyCemHO MPOMEHU Ce TapHOCT
306upa roopmuuara. Crora, ako je n Hemapax OpOj, Kaga KPEHEMO 13
jemHor TeMeHa u 0O6mbheMo ocTalia U BPATUMO C€ Yy MOJa3HO, MTapHOCT
30upa koopauHaTa Ou OmiIa MpOMEmeHa ITO Huje Moryhe, Te 3a n
HEMapHO HEe MOCTOjU TAKAB N-TOYTrao.
3a n mapuo, 2005 Tpeba ma mpencTaBUMO Kao 30Up ABa KBaIpaTa.
Kako je 2004 = 5-401 = (22 + 1) - (202 + 1), xopunrhemem dopmyie
(22 + y?)(a® + b?) = (ax + by)? + (ay — bx)? = (ax — by)? + (ay + bx)?
nobujamo mpenctaspama 2005 = 412 + 182 = 392 + 222 (moxe ce
nokazatu ma cy oHa u jemuna). Crora crpanumy myskube /2005
MOKEMO JTOOUTH Ka0 XUIOTEHY3y HPaBOYIJINX TPOYTJIOBA Ca KaTe-
rama 41 u 18 (unm 39 u 22). Pememe je mato kao Ha cuaunu:

Aop_1 Aop_3 Ak42




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

IIpBu pa3pen — b kareropuja

AC + AC
—
Pewemwe 1: Tauka K je cpemumre ny:xu CCq, Te je AK = =
— — . — — .
Bexkropu AK u AM cy romuueapuu, tj. AK = MAM u rako je C}
—
cpemumnre ny:xku AB, 1j. ACT = %AB, IPeTXO0AHa jeTHAKOCT mobuja
— 173 13 — 1 =4 155
obaur ANAM = §AC’ + ZAB, onmaocHO AM = ﬁAC + EAB. Karo
cy tauke C', M u B roamHeapHe TO je % + ﬁ =1, 1j. A= %, ma je

— — —
AM = %AC-ﬁ— %AB, omsocuo CM : MB =1:2.
N

FAN
C JAAN

!
| AN

Peweme 2: Hera je N rauka Ha npasoj AC, takBa na je BN || CCy

CK ND
u iI:K& je jMﬂBN: {D}. Tana je XC, ~ DB’ na je ND = BD
C C
u Clé =N na je AC = CN. Ily:xku BC u AD cy Texulnae Iy:Ku

rpoyrina AABN, na je M Texumire Tor Tpoyria, OmaKJIe CIeId Ia

jeCM:MB=1:2.

[IpernmocTaBuMo ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ u r MehycobHO paziu-
untu. Tamna, u3 ycaosa 3amarka umamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO Cy P, ¢ U T Pa3JIAYUTU OPOCTU OPOjeBU, OHU Cy U y3ajaMHO
npoctu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | mu r | n, vj. n = kpqr, 3a nexu
npuponan 6poj k. Mebyrum, rana mobujamo 1 = k(pq + qr + rp),
mTo je HeMoryhe.

[IpernocTaBuMO ma Cy TA4YHO OBA OJX IPOCTUX OpoOjeBa p, ¢ U T Me-
bycobno jemmarka. bBe3 ymamema OMIMTOCTA MOKEMO y3€THU Oa je
p=gq#r. Taga nobujamo pr = n(p+ 2r). Kako cy npocrtu 6pojesu
r ¥ p yzajamHo npoctu gobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa ga 1 | n, omHOCHO n = 1l 3a Hekum mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Tous p=I1(p+2r) nobujamo p+2r = p, wro je Hemoryhe.
Ilakme, p = ¢ = r, MTO KaJ YyBPCTUMO y IOJA3HYy jeIHAUMHY HOOU-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3UMO j€IUHO PEIICHE
(p,q,m,n) =(3,3,3,1).



Bamu: a-103+b-102+c-10+1=3-(2-10°>+a- 102 +b- 10 + ¢).
Kako ce 6poj 3¢ 3aBpmaBa jenuHUIOM, TO je ¢ = 7, Te mobujamo
1000a + 100b + 71 = 6000 + 300a + (3b +2) - 10 + 1. Kaxo je b uudpa
(0<b<9), ouhe 2<3b+2<29. Bpoj 3b+ 2 ce 3aBpmasa muppom
7, ma je 3b+2 € {7,17,27}. Moryhe je camo b = 5. Camna je
1000a 4+ 571 = 6000 + (3b + 1) - 100 + 71. Kako je u a mudpa, 6ulie
1<3a+1<28 un 3a + 1 ce 3aBpmaBa muppom 5, te je 3a + 1 = 25,
Tj. a = 8.

Tpaskenu 6poj je 857.

CBako om TemMeHa HE MOKEe OUTH CIOjEeHO ca caMuM CODOM u ca
cycenuux 6 temena (mo 3 ca cBake crpane). [lakme, cBako ox 15
TeMeHa MO:Ke OUTU CII0jeHO ca IMPEeoCTaJuX & TEMEeHa, a KAKO Ha OBaj
HAYUH CBaKy AWjaroHayy OpojuMo 2 myrta (KOI CBaKOr OJ TeMe-

HA [O jeqHOM) mobumjamMo ma je TpaskeHu Opoj AujaroHasia jemHak

15-8
— = 60.
2

Heka je AE cumerpasa yraa <BAD = 90° — <ABC = 60°. Tana je
ANAEB jennaxokpaku Tpoyrao (<{BAE = 30° = <ABF)u AE = BE.
Kako je u AAED nosoBuHA je THAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa UMAMO Ja
) AE BE 3 . 1

je ED = — = —g» OAHOCHO BD = -BC, te je CD=DFE = ZBC.
Cana u3 nonymapaoctu NADC = NADE nobujamo AC = AE, a

1

kako je AE = BE = §BC = E(C, manaszumo na je tpoyrao NAAEC
jemnakoctpanunyan. [Ipema tome, <BAC = <BAE + <FAC = 30° +
60° = 90°.




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIIEILA 3AIJATARKA OIIIIITUHCRKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATHURE

Ilpyru pa3spen — b kareropuja

Ka1-<oje9+4f 44+ 4v5+5=(2+5)?, umamo na je

A= (V2 vB+ Vo vE) Va-VE=2{/2+ VB2 VB =2

[IpernocTaBuMo ma cy mpoctu OpojeBu p, ¢ u r MehycobHO pa3siu-
untu. Tana, m3 ycmosa 3amatka mmamo pqr = n(pq + qr + rp), a
KaKO Cy P, ¢ U T PA3JIUYUTU MPOCTU OPOjeBU, OHU Cy U y3ajaMHO
npoctu, Te mobujamo ma p | n, ¢ | n u r | n, tj. n = kpqr, 3a #Hekn
npuponan 6poj k. Mebyrum, tana mobujamo 1 = k(pq + qr + rp),
mTo je HeMoryhe.

[IpernocTaBuMO ma Cy TayHO ABa O MPOCTUX OpOjeBa P, ¢ U I Me-
bycobno jemmaka. bBe3 ymamema ONIMTOCTU MOKEMO y3€TU 1a je
p=q#r. Taga nobujamo pr = n(p + 2r). Kako cy nmpoctu 6pojesu
r U p yzajamuo npoctu gobujamo (r,p) =1 = (r,p+2r) =1. Crora
Mopa na 1 | n, omHOoCcHO n = 1l 3a Heku mpuponan 6poj [. Kako je
p+2r > 1, Touz p=I1(p+2r) nobujamo p+2r = p, mro je memoryhe.
Iakse, p = ¢ = r, WTO KaJ YyBPCTUMO Yy IOJIA3HY jeaHaUYUHy T00U-
jaMo ma je p = 3n, a p je mpocT OpOj, Te HAJA3ZUMO j€OUHO PeEIICHe
<p7 q,T, 'ﬂ) = (37 3, 3, 1)

Pemapamem mosaszne jennauuue 1o x Hajga3uMmo r = 3y +24/25 — y?,
na je |y| <5 u /25 — y? tpeba na Gyne ueo 6poj. lakie, nmamo na
je y € {0,£3,£+4,£5}. Pemema cy:

(x,y) € {(10,0),(-10,0), (—1,-3),(-17,-3),(1,3), (17, 3), (—6, —4),
(—18, —4), (6,4), (18,4), (—15, —5), (15,5)}.

Pewewe 1: 3a m = 0 mosasHa jeqHauuHa je JUHEAPHA jeTHAYUMHA
r —3 =0 1 oOHa ¥Ma caMoO MO3UTUBHO pemewme (r = 3).

3a m # 0 To je KBagpaTHa jefHAUYMHA W Ja OW OHA MMaJia peaiHa
pemema moTpebHO je ma je meHa auckpumuHanta D = 16m + 12> 0,
ITO naje yCJIOB m > 1—61

Oba pemema cy HeraTuBHa, YKOJUKO Baku D >0, z1 + 2o < 0 u

b 2m +1
x1-x9 > 0: xl—}—xQ:—a:— mm < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
b m-3
1Ty =— = >0 3am € (—00,0)U(3,400), Te mpecek yciaoBa

a m
m > I—g ca oBa mBa yciosa maje m € (3,+00).
Axko je TayHO jemHO pellleme HEeraTUBHO OHOA je APYTrO MO3UTUBHO

ninu 0. JemHo pememe je HETATUBHO, a APYTO MO3UTUBHO, YKOJIUKO
b m—3
Baku D >0 uxy-29 <0: 21 290 = — =
. a m
U IIPeceK ycjoBa m > 75 ca oBuM yciaosom maje m € (0,3). Jemmo

< 0 3am € (0,3)



pememe je HeratuBHO, a Apyro 0, yroauko Baxku: D=0, r1+x9 < 0u

b 2m +1
x1-22=0: x14+T9 =—— = — < 03am € (—oo,—3)U(0,400),
a m
b m-—3
ry 29 =—=——=0, 1j. 3a. m =3 (10 je pememe jep je 32;—5
a

u 3 € (—00,—3)U(0,+00)). 3Haum, jenHauMHa MMa TAYHO jeIHO
HeraTuBHO pememne 3a m € (0, 3].

Jemnaunua nvma 6ap jenHo HeraTtwuBHO pememe 3a m € (0,+00), a
mBa 3a m € (3,400).

Pewewe 2: 3a m = (0 mosasHa jeqHauumHa je JUHEAPHA jeIHAYUNHA
r —3 =0 1 oHa MMa caMoO MO3UTUBHO pememe (r = 3).

3a m # 0 TO je KBagpaTHA jefHAUYMHA W Ja OW OHA MMaJia peaJiHa
pemema moTpebHO je ma je meHa auckpuMmuHanta D = 16m + 12> 0,
ITO JAaje yCJIOB m > I—é. Ibena pemema cy mara gopmyitom

—(2m+1) £ V16m + 1

2m

1,2 =

Ucnurajmo rana je [2m + 1| < v/16m + 1. Ksagpupamo u nobujamo
Hejenmaunny m? — 3m < 0, mTo je ucnymeno 3a m € (0,3). Ouna je
|2m + 1| > V/16m + 1 3a m € (—00,0) U (3, +00).

Axo je m € [T3,0) omma cy m mmermnan (2m < 0) m Gpojumarn
(—=(2m+1) —/16m + 1 < 0) 3a oba pemema HeraTUBHY, IIa Cy 00a
pelrema MO3UTHUBHA.

Ako je m € (0,3] omma je mmenunarn nosurusBa (2m > 0), mok je
6pojunan jemnom mozutuBaH (—(2m + 1)+ +/16m +1 > 0), a jensom
meratuBad (—(2m +1) —/16m+1 < 0), na je jenHo permeme mo3u-
TUBHO, & APYTrO je HEraTUBHO.

Ako je m € (3,+00) onna je nmenumian nosutusad (2m > 0), D0k cy
6pojuonu 3a 0ba pemema HeratusHu (—(2m + 1) £ /16m+1 < 0),
ma cy oba pelnema HETaTUBHA.

Jennaumna nva Gap jenHo HeratuBHO pememe 3a m € (0,400), a
nBa 3a m € (3,400).

Hexka je E nomuosxje nopmasie uz D wa npaBy AB. Tana je FACD
MpaBOYTaoHUK, cTora m 36or ycaoBa 3amarka je <ECB = <FECA +
JACB = ¢+ 0 = <DAC + <ACB = 90°. Y mpaBOyTJOM TPOYTIY
NCEB je EC? =EB-EA= (a+b)-buCB?=EB-AB = (a+b)-a,

na je AD = EC = \/b(a+b) u BC = /a(a + D).
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IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEITEIHLA 3AIJATAKA OIIIIITUHCKOI' TAKMNYEIHA
N3 MATEMATURE

Tpehu paspen — B kareropuja

3
Heka je tga = a. Tanma je tgf = tg(a + 60°) = M utgy =
1—aV3
a—\/§
tg(a+120°) = ————. Cana umamo tgatgf+tgStgy+tgytga =
1+aV3

a? + av3 a’?—3 a2—a\/§_9a2—3_

+ + = - -3.
1—a\/§ 1 — 3a? 1—|—a\/§ 1 — 3a?

3a x > 0 cy cBu JOrapuTMu " CTEOeHU nepumHUCAHU. Kakro je

3logo vV _ gilogyx _ \/31082% 5 ;loga3 _ 31082 % 1 je mara jen-

HAUNHA CKBUBACHTHA jemuaduan t2+t—12 = 0 (cvena ¢t = /31082 7)),
umja cy pemema t1 = —4 < 0 u t; = 3. 306or t > 0 mmamo

V310822 = 3 n1a je logy = 2, 1j. @ = 4.

Pemapamem mosasge jeqHadnne mo T Hajaasumo & = —4y+34/25 — y?,
na je |y| <5 u /25 — y? tpeba na Gyme neo 6poj. lakie, umamo na
je y € {0,£3,+4,+5}. Pemema cy:

(z,y) € {(15,0),(—15,0), (24, -3), (0,—-3), (—24,3), (0, 3), (25, —4),
(17,—4),(—25,4),(—-17,4),(20,-5), (—20,5)}.

Osnaunmo AB = CD = a, AD = BC = b, BD = dy = V7 -k,
AC = dy = V19 -k, <BAD = « (3a koju Tpeba ma BUIMMO ma
mu je 60° mam 120°), <ABC = 180° — «. Ilpumenumo kKocumycHy
teopemy Ha tpoyraose AABD u AABC: di? = a? + b2 — 2abcos «,
do? = a? + b2 — 2ab cos(180° — «), ma rako je di < dy mobujamo ma
je o = 60°. IHarue, di> = a2 4+ b% — ab, do® = a® + b? + ab, na je
d? a2+t +ab 19 . (9741492 19

T]. V>V ~———— — —, OJAKJEe HaJIa31MO
(5) +1-§ 7

d?  a?+bp2—ab T’

. 2 .
KBAAPATHY j€THAUNHY 1—72 (%) — 2% (%) +12 = 0. Kazx je pemmmo
nobujamo na je § = % un =

7 7
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Oszuaummo ca A, B,C temena ocHoBe u ca S Bpx mupamume. Heka
je D cpenumre usune BC (BD = %a) 1 HeKa je F mpecexk paBHU
koja canp:ku BC u mopmasaa je ma AS. Tanma je BE 1 AS, ma us
npasoyryor tpoyriaa ABES mvamo BE = acos §. Bucuny DE no-

6ujamo u3 Iluraropune teopeme 3a ABDE: DE = BE? — BD? =
BC-DE _ a2

2a _ 1 ; — - 2 1
ay/cos* § — 3. Crora je Papce = 5 5 cos® 5 — 7.
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IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITEILA 3AIJATAKA OIIIITVHCKOI' TAKMWYEIHA
N3 MATEMATURE

UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

Hexka cy to 6pojeBu a,b,c. Tama je 2b = a + ¢ u b* = a?c®. Axo

KBaIPUPaMO TIPBY jeTHAUMHY W MCKOPUCTUMO 1a je b? = |ac|, mobu-
jamo a? + 2ac + ¢* = 4lac].

Axo je ac > 0 mobujamo a? — 2ac+c> =0, na je a = c u a? = 2
nakae q; = 1.

Axo je ac < 0 mobujamo jemmaroct a’ + 6ac + ¢ = 0, omakie je
¢ = -3 + V8. Kaxo je g—z =¢ =(-3+v8)?uq >0 (jep cy
kBagpatn), 6uhe go3 = 3+ /8.

Konuunuk tor Husa Moxe 6utn ¢ = 1, ¢o = 3+ /8 mwin g3 = 3 — /8.

?

3a x > 0 cy cBm JorapuTMu u CcTeneHUu nepuHucanu. Kako je

glogy vz _ gtlogyx _ y/3logyx o ,logy 3 _ 310827 16 je mara jen-

HaUYMHA eKBUBAJEHTHA jemnauunu t2+t—12 = 0 (cmena t = V 3log, ),
umja cy pemema t; = —4 < 0 m t5 = 3. 36or t > 0 umamo

Vgloga @ — 3, ma je log, x =2, 1j. x = 4.

Hyune ¢pynrmuje cy x = 0 u cBu 6pojesu = > 1. f(z) >03a0 < <1,
a f(x) <0 muje auran. Pymrmumja f(x) je pacryhaza 0<z <1,y
r = 1 nma Tayky nmpekuma, a 3a r > 1 je KOHCTaHTHA.

TpaskeHa rpaH. BpeIHOCT je lim (% +e5 ..+ m> =

n—oo
: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _
lim z<I—5+5—§+§—1—3+1—3—ﬁ+~~+4n+1—m>—

n—oo

: 1(1 1 _ 1
Jim g (T - 4n+5> =1

Uz iarccosz = % + 2km, (k € Z) cnemn arccosz = (3 + 14k)m.
Ta pemanuja HUje ucnymeHa HU 3a jenHo k € 7Z Oynyhu na Baku
(% —14)r <0< arccosz < < %7?.



