47. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

Jbyosana, CioBenuja — cpena, 12. jya 2006.

Heka je I menTap ynucanor kpyra tpoyria ABC. Y yHyTpamrmOCTU TPOYTJa M3a-
Opana je Tauka P TakBa nga je

<{PBA+<PCA=<PBC+<PCB.

Hoxrazatu na je AP = Al n na ce jemHAKOCT JOCTWKE aKO M CaMO aKo ce P moksama
ca I. (Jyancrna Kopeja)

3a mujarouasy npasuasaor 2006-yria &2 kakeMo ma je 0obpa aKo HeHU KpPajeBu meire
py6 £ ma mBa mesia O KOJUX Ce€ CBAKM CACTOjU O HemapHOT Opoja cTrpanuna 2.
Crpanune &2 tarkobhe cmaTpaMo m006puUM.

[Tocmarpajmo paszbujama mHOroyria & Ha Tpoyriaose nomohy 2003 mujaronase on
KOjUX HUKOj€e MOBe HEeMAajy 3ajeHUYKUX YHyTpammux tadaka. Oapemutu HajBehn
Moryhu Opoj jemHAKOKpaKUX TPOYTJIOBA ca IO ABe MOOpe CTpaHUIe KOju Ce MOry
[IOjaBUTHU NIPU TAKBOM pa3bujamy. (Cpbuja)

Onpenutu HajMamu peasian 0poj M TakaB na HejeTHAKOCT
|ab(a® - b*) + be(b® - ¢®) + ca(c® — a®)| < M(a® + b* + ¢*)*

BayKM 3a cBe peaJiHe 6pojese a, b u c. (Upcxa)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



47. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYERA OJIMMIINJA JTA

Jbyomana, CioBenuja — uerBpTak, 13. jya 2006.

Hahwu cBe mapose (x,y) nmeaux O6pojeBa TakBe Oa je

1+2% 422 = 2, (CAN)

Hexka je P(x) monmHOM cTemneHa n>1 ca neianM KoeunujeHTrMa 1 HeKa je k IpupoaaH
opoj. Ilocmarpajmo momuHOM

Qx) =P(P(...P(P(x))...)),

roe ce P nmojaBmyje k myra. JlokazaTu ma mocToju HajBUIle 1 Ieaux OpojeBa
TakBux ma je Q(r) =t. (Pymyruja)

CBakoj crpanuiu b KOHBEKCHOT MHOTOyTJa &P OPUAPYRUMO HajBehy mOBpHIIMHY
TpoyTJia Koju je canp:xkan y &P um umja je jemHa ctpanuna b. Jlokaszatu ma 306up
CBUX TOBPIIUHA TPUAPY/KEHUX CTPAHUIAMA MHOTOyrJa &P HUje MamU OX ABOCTPYKE
MOBPIINHE MHOTOyTJIa 2. (Cpbuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 MmuryTA
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



PEIITEILA

N3 ycaosa 3amatka caenu na je <PBC +
<PCB =90°-ja, 1j. <BPC=90°+ia=
ZBIC. To 3nauu na P nexu HA OTMUCAHOM
Kpyry o tpoyraa BCI. Kako je meHn-
Tap Kpyra w y cpenumry M isayka BC
ornmcanor kpyra AABC koju He calpKu
A (jep je MB=MC = MI), nmamo AP =
AM — MP = AM — MI = Al, a jemHakKOoCT
BaykM caMo 3a P=1.

Jemnakokpake Tpoyriose ca ase noope crpanwuie 3sahemo dobpum. Temena mobpor
Tpoyraa T nmesie obum &2 Ha TpuU HAeja, OO KOJUX ce nBa, pernuMo P u P,, cacroje
on HemapHOr Opoja crpanuma. Raxkemo na T nocedyje cBe crpanuie y P, u P,.

Cparku mobap Tpoyrao pazauyuut on 1 mocenyje mapan Opoj CTpaHUIA Y CBaKOM
on mesnoBa &, i =1,2. Kako crpanuna y &; uma HenapaH Opoj, 6ap jemHy on BHuX,
penmMo a;, He mocenyje Hujenan mobap Tpoyrao ocum T. Tpoyray T mpuapy:KyjemMo
OBe cTpaHuie a; n dp. llo KoHCTpyKImuju, HUKOja ABa TPOYIJa HeMajy 3ajeTHUYKY
OPUAPY:KEHY CTPAHUILY, ITa HJOOPUX TPOYTJIOBa He MOke Outwm Buine omx 1003.

[Ipumep ca 1003 nobpa Tpoyria ce MOxke TOOUTHU MOBIAUYEHeM AujaroHata Asr_» Ak
3a k=1,...,1003 (rme je Ag= Azos) 1 jomr npoussossanx 1000 mujaronasa.

Heka je 6e3 cmamema onmroctu a=b=c. O3naunmo a—b=m, b—c=nwu a+b+c=s.

JleBa cTpana HejenmHAKOCTU U3 3amaTka ce ¢arropuie kao L= (a—b)(b—c)(a—c)la+

. 2,2, 2 2 .
b+c) = mn(m+n)s, nok je mecma a’+ b*>+c¢*> = &1 +”3+(m+”) . Kako je (m+n)? <

%(m2 +n?+ (m+ n)z), o HejeaHAKOCTU u3MeDhy cpeanHa mMaMo

y

2Lz<(m+n)632< 5 mz+n2+(m+n)2)3<(sz+m2+nz+(m+n)2 Y32 P+ At
S S} < =
8 3 4 44

2 _ m*+n*+(m+n)?

j. < %ﬁ(a2+b2+c2)2. JemHAKOCT ce MOCTWXe ako je m=n u §° = —,

OoIaKje ce JaKO pavyHa a:b:c:(1+%):l:(1—%).

IIpema Tome, M = —2—.
p ’ 16v2

Lpyeo pewewe. mamo L=|(a—b)(b—c)(c—a)(a+b+c)]. Cmemo na npeTmocTaBUMO Oa
je a+b+c=1 (cnyuaj a+b+c=0 je rpuBujasan). MoHUUHN KyOHU TOIUHOM YUje
cy uyiae a—b, b—c u c—a je obauka

1 3
P(x):x3+qx+r, q:E—E(a2+b2+cz), r=—(a-b)(b-c)(c—a).



-2
. 1-2
Tana je M:maxr(Tq) . Kako cy cBe Tpu nyse nmonmuaoMa P(x) peajiHe, HEroBa

OUCKpUMUHaHTa D = (%)3+(§)2 je memeraTusHa, Tj. 1’ > —24—76]3. Onasne je M?> < f(q) =
-4
1-2 . 4 .
—24—76]3(Tq) . ®ysrumja f mocTmke MaKCUMyM 2—9 y Ta4kM ¢ = —%, na je M < 93—‘22.
Cnydaj jeIHAKOCTU Ce je IHOCTABHO HAJIA3W.

Heka je 1+2%+22*1 =32 Bpoj y je memapanm u 2°| (y+1)(y—1), amu HuCcy 0ba
yuaMona y+1 n y—1 memuBa ca 4, ogakie cienu na je jeqaH ol BUX IeJbUB Ca 2"_1,
Tj. y=2""1z+1. C mpyre crpame, ounrienso je 2*+1<y<2*1 -1 3a x=2, na je
z=3. Axo osmaummo t =2"! nonasma jemmaumna moctaje 812 +2t+1 = (3t+1)?, umje je
jemuuO MpupoaHO pememe t=8. Tana je x=4, mro u jecte pememe: 1+2%+29 =232,

[Toraskumo nma axo je Q(f) =t, onna je P(P(t)) =t. Heka je xo =t u xj41 = P(x;) 32 i =0,
TaKo ma je Xr = Xg. Ossaummo d; = xXj+1 — X;. Kako d; | P(xi+1) — P(X;) = Xjt2 — Xi+1 = dj41
3a cBe I, u3 dip =dy cnemqu na je |do|=|di| =---=|di|. [lpernocraBumo na je dy =dy=
d#0. Tana je d»=d (y cynpoTHOM MMaMO X3 = X], Te€ Ce y HU3y Buire Hukan Hehe
OjaBUTU Xg); CIAUYHO, d3 =d utn, na je Xp =X+ kd # Xp 3a cBe k, KOHTPAIUKIH]A.
Cnemu ma je dy =—dy, na je xp =Xy, Tj. P(P(t)=t.

Axo cBako te€Z 3a kxoje je Q(t) =t 3amoBosbaBa P(f) =t, Opoj pemema He Tpesasu
degP =n. IlpernocraBuMo na 3a Heko f] € Z Baxku P(f)) =t # ) u P(f) =, m mocma-
TpajMO IIPOMU3BOJLHO I3 € {11, 12} m P(f3) =ty ca P(ty) = 13. Tama hH—t3|t—1t4] ] — 13, Tj.
|t1 — 13| = |tp — 4], a aHAJOrHO U | — 4] = | — 3]. Axo je h—-ta=tb—-ty=k# 0, opyra
jemmakocT moctaje |t — I+ k| = |t — t; + k|, mmTo je memoryhe. 3aro mMopa ma BaxKu
th—t3=1t,—1t, Tj. P(tj)+t; =P(t3)+t3=c 3a vexko c. Cienu ma cy cBa mesobpojHa
pemema jemnaumae P(P(t)) =t uysne nmoauaoMa P(x)+ X —c¢, a BHUX UMa HAjBUIIE M.

Csakom TeMeny A mHOroyrJsa & omrosapa jeauHcTBeHa Tauka A’ ma pyOy & Taksa
na npasa AA' mososu nospmuny &. Pauynajyhu u Te Tauke 1o moTpedbu y TeMeHa,
MOYKEMO Oa TPEeTIoCTaBUMO na &P uMma mapan Opoj TeMeHa, pemoMm A, Ay,...,Ax,, u
na cBaka on aujaronasia AjAji, (i=1,...,n) NOJOBU HETOBY MOBPIIUHY.

Oszmaummo ca a; u d; penom crpanutly A;A;+1 1 noaynpaBy A;Ajin (1 <i<2n; ua-
IEKCU Cy 1o Momyiy 2n). 3a i=1,...,n,
Heka je &9; obaact orpanuvena ca dj,d;ji;
u aj,dj+n, 1 T; wena noBpmuHa. [loka-
KUMO ma objactu &2 MOKpUBAjy 1eo .
[TocmaTpajmo 6mao kojy Tauky X yHY-
tap &. Heka je 6e3 cmamema ONIMITOCTU
X neBo on d;i. Kako je X mecuo on djin,
nocroju j (i < j<i+n) takBo ma je X




71eBo on dj m mecHo on dji1, a Taga X € Pj. OnaBne cnemu na je Ty +---+ T, =S.

Oznaummo ca S; mOBpHKHY Opuapy:keny crpanunu a; (1<i<n). Heka ce d; u dj;
cery y Tauku O. TpoyrimoBu OA;Aj+1 n OAjipAjsn+1 M)y TOBPIINHY %Ti, IOk 6ap
jenan on TpoyraoBa OAjAjini1 m OAj1Ajy, uMa noBpmuHEy 1’ He Mamy O %Ti.
Cunemu na je S;, Siyn = %Ti+ T'=T;. Hajzanm, S1+--+ S0, =2(T1 +---+ Ty) =28.

JemHaKOCT BayKy akoO W CcaMO ako je & NEeHTPaJIHO CUMEeTPUYaH MHOIOYTrao.

Lpyeo pewewe. O3HaumMo ca S, TOBPIINHY TPUIAPY:KEHY CTpPaHUIU d. RaskeMo ma
je Teme V mpuApy:KEHO CTPAHUIM @ KOHBEKCHOT (MOKAa IereHepPUCAHOT ) MHOTOYTJIa
22 axo Tpoyrao ompeben ca a u V uma nospimmny S,. ledunummmo o(P) =) ,S, u
0(PP) =0(P)-2[2], rae [X] o3nauaBa nmoBpmuHy Muoroyriaa X. Jlokazahemo nugyk-
nujoM o 6pojy n mehycoduo HenmapadenHux crpanuna y & na je 6(%?) =0 3a cBako
22. OBO je TpuBHMjaJHO 3a N =2; HEKa je n=3.

[TocmaTpajmo nBe cycemume crpanune AB m BC 0e3 3ajeIHUYKUX HTPUIAPYKEHUX
Temena (jacHo je ma ona moctoje). Heka ce nmpase kpo3 temena U u V mpunpy:keHa
crpanunnamMa AB m BC, napaJiesiHe TuM cTpaHunaMa penoM, cexky y X. He ymamy-
JEMO OHIITOCT aKO IpeTHnocTaBuMo na Ha my:xkmMma UX m VX Hema npyrux remena &.
3Bahemo crpanune u remena & koje nexe yuyrap AUV X nacusnum (uzyses U u
V). Jlako ce Buau na macUBHA TEMEHA HUCY MPUAPY:KEHA HUjeAHO] cCTpaHunu &, Kao
U Ja je CBUM IIACMBHUM CTpaHUIaMa npuapyskeHo reme B. Ilocmarpajmo cama MHO-
royrao &' nobujen 3aMeHOM CBUX IAcCUBHUX TeMeHa &P taukoMm X. Kako je teme B
npuapyskeno u crpanunama UX u VX y &' 36up nospmuHa IpUAPYKEHUX TaCUBHUM
cTpanHurnaMa ce moBehao 3a moBpmuHy S nmena derBopoyrsia BUXV Ban &P, mok ce
ocTajie IPUAPY;KeHe MOBpIIMHE HUCY npoMmenuie. Ilpema tome, o(P') = o(P)+S.
Kaxko je [2'] =[2]+S, cnemu §(P')=5(P)-S.

IIpenackom ca & ma P’ 6poj HemapaJeJHUX CTPAHUIA Ce CMAKMO, Ma 110 MHIYK-
TUBHO] npernocTtasnu Bazxku 0<6(P') <6(2).

Hanomena. Tarkobe ce moyke morazaTu na 30up CBUX TPUAPYKEHUX MOBPIINHA HUjE
Behu on TpocTpyke moBpmuHe &P,

Ilywan Bykuh ANAAAAAAAAAAAAANAANNANN srb.imomath.com
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