
47. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

ǈubǉana, Slovenija – sreda, 12. jul 2006.

Neka je I centar upisanog kruga trougla ABC . U unutraxǌosti trougla iza-1.

brana je taqka P takva da je

∢PB A+∢PC A =∢PBC +∢PC B.

Dokazati da je AP Ê AI i da se jednakost dostiжe ako i samo ako se P poklapa
sa I . (Juжna Koreja)

Za dijagonalu pravilnog 2006-ugla P kaжemo da je dobra ako ǌeni krajevi dele2.

rub P na dva dela od kojih se svaki sastoji od neparnog broja stranica P .
Stranice P tako�e smatramo dobrim.

Posmatrajmo razbijaǌa mnogougla P na trouglove pomo�u 2003 dijagonale od
kojih nikoje dve nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka. Odrediti najve�i
mogu�i broj jednakokrakih trouglova sa po dve dobre stranice koji se mogu
pojaviti pri takvom razbijaǌu. (Srbija)

Odrediti najmaǌi realan broj M takav da nejednakost3.

∣

∣ab(a2 −b2)+bc(b2 −c2)+ca(c2 −a2)
∣

∣≤ M(a2 +b2 +c2)2

vaжi za sve realne brojeve a, b i c. (Irska)
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47. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

ǈubǉana, Slovenija – qetvrtak, 13. jul 2006.

Na�i sve parove (x, y) celih brojeva takve da je4.

1+2x +22x+1 = y2. (SAD)

Neka je P (x) polinom stepena n > 1 sa celim koeficijentima i neka je k prirodan5.

broj. Posmatrajmo polinom

Q(x) = P (P (. . . P (P (x)) . . . )),

gde se P pojavǉuje k puta. Dokazati da postoji najvixe n celih brojeva t

takvih da je Q(t ) = t . (Rumunija)

Svakoj stranici b konveksnog mnogougla P pridruжimo najve�u povrxinu6.

trougla koji je sadrжan u P i qija je jedna stranica b. Dokazati da zbir
svih povrxina pridruжenih stranicama mnogougla P nije maǌi od dvostruke
povrxine mnogougla P . (Srbija)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



REXEǋA

1. Iz uslova zadatka sledi da je ∢PBC +
∢PC B = 90◦− 1

2α, tj. ∢BPC = 90◦ + 1
2α =

∠B IC . To znaqi da P leжi na opisanom
krugu ω trougla BC I . Kako je cen-
tar kruga ω u sredixtu M luka BC

opisanog kruga △ABC koji ne sadrжi
A (jer je MB = MC = M I), imamo AP Ê
AM − MP = AM − M I = AI , a jednakost
vaжi samo za P ≡ I .

A
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Jednakokrake trouglove sa dve dobre stranice zva�emo dobrim. Temena dobrog2.

trougla T dele obim P na tri dela, od kojih se dva, recimo P1 i P2, sastoje
od neparnog broja stranica. Kaжemo da T poseduje sve stranice u P1 i P2.

Svaki dobar trougao razliqit od T poseduje paran broj stranica u svakom
od delova P i , i = 1,2. Kako stranica u P i ima neparan broj, bar jednu od ǌih,
recimo ai , ne poseduje nijedan dobar trougao osim T . Trouglu T pridruжujemo
dve stranice a1 i a2. Po konstrukciji, nikoja dva trougla nemaju zajedniqku
pridruжenu stranicu, pa dobrih trouglova ne moжe biti vixe od 1003.

Primer sa 1003 dobra trougla se moжe dobiti povlaqeǌem dijagonala A2k−2 A2k

za k = 1, . . . ,1003 (gde je A0 = A2006) i jox proizvoǉnih 1000 dijagonala.

Neka je bez smaǌeǌa opxtosti a Ê b Ê c. Oznaqimo a−b = m, b−c = n i a+b+c = s.3.

Leva strana nejednakosti iz zadatka se faktorixe kao L = (a−b)(b−c)(a−c)(a+
b + c) = mn(m +n)s, dok je desna a2 + b2 + c2 = s2+m2+n2+(m+n)2

3 . Kako je (m +n)2 É
2
3

(m2 +n2 + (m +n)2), po nejednakosti izme�u sredina imamo
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(a2 +b2 + c2)2. Jednakost se dostiжe ako je m = n i s2 = m2+n2+(m+n)2

3 ,

odakle se lako raquna a : b : c = (1+ 3p
2

) : 1 : (1− 3p
2

).

Prema tome, M = 9

16
p

2
.

Drugo rexeǌe. Imamo L = |(a−b)(b−c)(c−a)(a+b+c)|. Smemo da pretpostavimo da
je a +b + c = 1 (sluqaj a +b + c = 0 je trivijalan). Moniqni kubni polinom qije
su nule a−b, b −c i c −a je oblika

P (x) = x3 +qx + r, q =
1

2
−

3

2
(a2 +b2 +c2), r =−(a−b)(b −c)(c −a).



Tada je M = maxr
(
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Sluqaj jednakosti se jednostavno nalazi.

Neka je 1+ 2x + 22x+1 = y2. Broj y je neparan i 2x | (y + 1)(y − 1), ali nisu oba4.

qinioca y+1 i y−1 deǉiva sa 4, odakle sledi da je jedan od ǌih deǉiv sa 2x−1,
tj. y = 2x−1z ±1. S druge strane, oqigledno je 2x +1 < y < 2x+1 −1 za x Ê 2, pa je
z = 3. Ako oznaqimo t = 2x−1, polazna jednaqina postaje 8t 2+2t+1 = (3t±1)2, qije je
jedino prirodno rexeǌe t = 8. Tada je x = 4, xto i jeste rexeǌe: 1+24+29 = 232.

Pokaжimo da ako je Q(t ) = t , onda je P (P (t )) = t . Neka je x0 = t i xi+1 = P (xi ) za i Ê 0,5.

tako da je xk = x0. Oznaqimo di = xi+1−xi . Kako di |P (xi+1)−P (xi ) = xi+2−xi+1 = di+1

za sve i , iz dk = d0 sledi da je |d0| = |d1| = · · · = |dk |. Pretpostavimo da je d1 = d0 =
d 6= 0. Tada je d2 = d (u suprotnom imamo x3 = x1, te se u nizu vixe nikad ne�e
pojaviti x0); sliqno, d3 = d itd, pa je xk = x0 +kd 6= x0 za sve k, kontradikcija.
Sledi da je d1 =−d0, pa je x2 = x0, tj. P (P (t )) = t .

Ako svako t ∈ Z za koje je Q(t ) = t zadovoǉava P (t ) = t , broj rexeǌa ne prelazi
degP = n. Pretpostavimo da za neko t1 ∈Z vaжi P (t1) = t2 6= t1 i P (t2) = t1, i posma-
trajmo proizvoǉno t3 6∈ {t1, t2} i P (t3) = t4 sa P (t4) = t3. Tada t1− t3 | t2− t4 | t1 − t3, tj.
|t1 − t3| = |t2 − t4|, a analogno i |t1 − t4| = |t2 − t3|. Ako je t1 − t3 = t2 − t4 = k 6= 0, druga
jednakost postaje |t1 − t2 +k| = |t2 − t1 +k|, xto je nemogu�e. Zato mora da vaжi
t1 − t3 = t4 − t2, tj. P (t1)+ t1 = P (t3)+ t3 = c za neko c. Sledi da su sva celobrojna
rexeǌa jednaqine P (P (t )) = t nule polinoma P (x)+x −c, a ǌih ima najvixe n.

Svakom temenu A mnogougla P odgovara jedinstvena taqka A′ na rubu P takva6.

da prava A A′ polovi povrxinu P . Raqunaju�i i te taqke po potrebi u temena,
moжemo da pretpostavimo da P ima paran broj temena, redom A1, A2, . . . , A2n, i
da svaka od dijagonala Ai Ai+n (i = 1, . . . ,n) polovi ǌegovu povrxinu.

Oznaqimo sa ai i di redom stranicu Ai Ai+1 i polupravu Ai Ai+n (1 É i É 2n; in-

deksi su po modulu 2n). Za i = 1, . . . ,n,
neka je P i oblast ograniqena sa di ,di+1

i ai , ai+n , i Ti ǌena povrxina. Poka-
жimo da oblasti P i pokrivaju ceo P .
Posmatrajmo bilo koju taqku X unu-
tar P . Neka je bez smaǌeǌa opxtosti
X levo od di . Kako je X desno od di+n ,
postoji j (i É j < i +n) takvo da je X
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levo od d j i desno od d j+1, a tada X ∈P j . Odavde sledi da je T1 +·· ·+Tn Ê S.

Oznaqimo sa Si povrxinu pridruжenu stranici ai (1 É i É n). Neka se di i di+1

seku u taqki O. Trouglovi OAi Ai+1 i OAi+n Ai+n+1 imaju povrxinu 1
2 Ti , dok bar

jedan od trouglova OAi Ai+n+1 i OAi+1 Ai+n ima povrxinu T ′ ne maǌu od 1
2 Ti .

Sledi da je Si ,Si+n Ê 1
2

Ti +T ′ Ê Ti . Najzad, S1 +·· ·+S2n Ê 2(T1 +·· ·+Tn) Ê 2S.

Jednakost vaжi ako i samo ako je P centralno simetriqan mnogougao.

Drugo rexeǌe. Oznaqimo sa Sa povrxinu pridruжenu stranici a. Kaжemo da
je teme V pridruжeno stranici a konveksnog (moжda degenerisanog) mnogougla
P ako trougao odre�en sa a i V ima povrxinu Sa. Definiximo σ(P ) =

∑

a Sa i
δ(P ) =σ(P )−2[P ], gde [X ] oznaqava povrxinu mnogougla X . Dokaza�emo induk-
cijom po broju n me�usobno neparalelnih stranica u P da je δ(P ) Ê 0 za svako
P . Ovo je trivijalno za n = 2; neka je n Ê 3.

Posmatrajmo dve susedne stranice AB i BC bez zajedniqkih pridruжenih
temena (jasno je da ona postoje). Neka se prave kroz temena U i V pridruжena
stranicama AB i BC , paralelne tim stranicama redom, seku u X . Ne umaǌu-
jemo opxtost ako pretpostavimo da na duжima U X i V X nema drugih temena P .
Zva�emo stranice i temena P koje leжe unutar △UV X pasivnim (izuzev U i
V ). Lako se vidi da pasivna temena nisu pridruжena nijednoj stranici P , kao
i da je svim pasivnim stranicama pridruжeno teme B. Posmatrajmo sada mno-
gougao P

′ dobijen zamenom svih pasivnih temena P taqkom X . Kako je teme B

pridruжeno i stranicama U X i V X u P
′, zbir povrxina pridruжenih pasivnim

stranicama se pove�ao za povrxinu S dela qetvorougla BU X V van P , dok se
ostale pridruжene povrxine nisu promenile. Prema tome, σ(P ′) = σ(P )+ S.
Kako je [P ′] = [P ]+S, sledi δ(P ′) = δ(P )−S.

Prelaskom sa P na P
′ broj neparalelnih stranica se smaǌio, pa po induk-

tivnoj pretpostavci vaжi 0 É δ(P ′) É δ(P ).

Napomena. Tako�e se moжe pokazati da zbir svih pridruжenih povrxina nije
ve�i od trostruke povrxine P .
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