MuraucrapcTBo npocsetre u cnopra Pemyosmke Cpouje
IpymrBo maremaruuapa Cpbuje

PEITY BJINYKO TAKMUYEILE 113 MATEMATUKE
18.03.2006.

IIpBu pa3pen — A Kareropuja

Axo cy A u B HenpasHu IOACKYTIOBA paBHU <, TakBu aa je ANB =
u AUB = «, mokasaTu 1a IOCTOjU jeTHAKOKPAKU MPABOYTIN TPOYTa0
Jmja Cy CBa TPU TeMeHa y jemHom on ckymosBa A mnum B.

Hahwu cBa nenobpojHa pemniema jeqHavynHe

322 + 3y + 322 4 2z + 2y + 22 = 2004.

[Teroyrao ABCDE ynucas je y Kpyr moJgynpevnura r. Axo je AB =
BC = DE = r, nokaszatu na je tpoyrao BGF jemnakocTpaHudaH,
npu yemy cy G u F cpemumra crpanuna CD u EA neroyria.

On cBux TpoyrioBa jemHakor obmMa HajBelly MOBpHIMHY uMa jen-
HakKoCcTpaHuyaH Tpoyrao. Jlokazaru.

3a Heku npupomaH 6poj n, n > 3, HeKa je S 30up mudapa Opoja
14+2+...4+n. Aro y merkamgaom 3amucy 6poja S y4ecTByjy CBe mcCTe
nudpe, Koja mudpa To MOoke OuTm?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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IIpBu pa3pen — b kareropuja

Hoxaszatu ma n’ + 5n + 6 H1 3a jeman mpupodaH OpPOj n HUje TadaH
KBaIpAaT.

Ako cy A u B Henpa3Hu nOoACKyIIOBU paBHU v, TakBu 1a je ANB = ()
u AUB = «, mokasaTu 1a IOCTOjU jeTHAKOKPAKU MIPABOYTJIN TPOYTao
ymuja Cy CBa TPU TeMeHa y jemHoMm on ckymoBa A wuiau B.

a) Ilokazatu ma 6poj n? +n + 1 muje memus ca 2006 Hm 3a jemam
npuponan 6poj n.
6) Hokasatu ma 6poj n? + n + 2 muje memus ca 2007 HE 3a jeman
npupomaH 6poj n.

Hat je tpoyrao ABC y rome Basku <C = 90° + <£. Hexa je M
cpemumre crpanurne BC. Kpyr ca mearpoMm y A u moaympevyHuKoM
AM ceue, oner, npaBy BC' y D. Ilokasatu na je MD = AB.

Kpysxuuna ymucana y tpoyrao ABC momupyje meroBe CTPaHUIE
AB, BC u CA y taukama M, N u K penom. IIpaBa kpo3 taury A,
napaJtiesnna ca NK, ceue npaBy NM y tauku D. IlpaBa Kpo3 Tauky
A, mapasenna ca NM, ceue npaBy NK y tauku E. Ilorkazaru na
npaBa DFE canpsku cpenwmy nunujy tpoyraa ABC.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3spenm — A Kareropuja

Hoxraszatu ma je 2772 .7"% + 1 yBek cioser 6poj 3a CBaKU IPUPOIAH
opoj n.

Ila 1u mocToje HemomaymapHU TPOYIJIOBU jeIHAKUX OOUMa W MOBP-
muHa?

Hexka je k moaykpyskuuna ca mneHTpoM () KOHCTpYUCAHA HAJI MPed-
HurkoM AB u Heka cy tauke Sp,S9,S3 Ha TONYKPY:KHUIU k Takse
na je <AOS, = 15108 = § u 152083 = %T. Ilokasatu ma je
PP, = P30, roe cy Py, P>, P3 npojeknuje tavaka St, S2, S3 Ha mpeu-
uuk AB.

Y mHEBHO] coOU ce Haja3u HEKU OPOj /byau, U MO3HATO je na CBAKU
OJl BUX IO3HAje TAYHO HEeT NPUCYTHUX (IIO3HAHCTBO je y3ajaMHO).
Ilokazatu na je 3a HEKO n > b Moryhe omabpatu n byou U3 THEBHE
cobe U CMecTUTU UX 3a OKPYIJVIM CTO y TPIEe3aprju TaKO na CBAKO
cenu m3MeDhy nBa MO3HAHUKA.

Y cryny peaJiHUX OpOjeBa PENIUTHU je THAUUHY T = \/2 +vV2—-vV2+zx.

Bpewme 3a pan 240 munryTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Ilpyru pa3spen — B kareropuja

Hahwu cBa nemobpojua pemema jeqnadune

Va2 — e —1=1.

[Tocroje nmu peanru 6pojeBu b m ¢ TakBU Oa CBaka O jeTHAUYUHA
22 4+br+ec=0u 222+ (b+1)x+c+1=0 uma no aBa neaobpojua
KopeHa?

. . —2
Heka je ¢ymxumja f : R — R, mara ca f(r) = 2500 3a

cBako z € R. OapeanTu MakCUMaIHy BPEIHOCT (akKo IOCTOjU) maTe
¢yHKIU]E.

Ilar je kouBekcan mectoyrao Ay AsA3A4AsAg uuje cy cBe cTpaHuie
jemHake m oy + as + a5 = as + a4 + qg, IPU YEMY j€ (; YHYTPaIImhU
yrao mecroyryia ron temena A;. lokaszatu ma je oy = ay, as = as
n &3 = Qg.

Y mHeBHO] cobU ce HaJIa3u HEKU OpPOj Jbyau, U TMO3HATO je A CBAKU
O/l BUX TO3HAjEe TAYHO MEeT NPUCYTHUX (MIO3HAHCTBO j€ y3ajaMHO).
Ilokazatu ma je 3a HEKO n > 5 Moryhe omabpaTtu n Jbyau U3 THEBHE
cobe U CMEeCTUTHU WX 34 OKPYIJIU CTO y TPIe3apuju TaKo Hda CBAKO
cenu n3dMebhy mBa MO3HAHUKA.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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Tpehu pazpen — A kareropuja

Oppemutu ¢cBe BpeOHOCTU MPUPOTHOr Opoja n, 3a KOjU MOCTOjU He-
ros menunan d, Tako ma nd + 1 memu n? + d?.

IlokazaTtu ma 3a CBakd MPUPOAAH OPOj N BaKU HEj€THAKOCT:

11 1 1 2
—t———+—= +—<2-

RN, B e Y Vit

Hahwu cBe ¢pynrumje f: R — R TakBe na je

f(x) = max (2zy — f(y)),

y€ER

3a cBako z € R.

IlorazaTu ma on YKyIHO 25 ydeHUKa HUje Moryhe ¢popMmpary Buile
oxn 2 - 5% KomapKaIIKMX THMOBA OJ IO b Mrpada, Tako Aa Opoj 3a-
jeIHUYKUX Urpada 3a cBaka ABa TuMa Huje Behum om 2.

Heka je ABCDEF rouBekcaH mecToyrao kom kora je AB = BC,
CD =DF u EF = FA. Iloka3aTu HejeTHAKOCT

AB CD EF _3
L i =
BE ' DA " FC 7 2

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTa/bHO OOPA3IIOKUATH.
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Tpehu pa3zpen — B kareropuja

Heka cy a, b katere u ¢ xunorenys3a mnpasoyrior tpoyriaa ABC.
NM3pauynaty MakCuMaJHY BPEIHOCT U3pPa3a %, rae cy tq, ty 4 te
OY:KUHE TEXRUITHUX MY:KU KOje ONroBapajy, penoM, cTpaHunama a, b
u ¢ tpoyrna ABC.

IlokazaTtu ma 3a cBako r € R BayKku HejeTHAKOCT
sin?%% 2 + 0209 1 + sin22%6 4 < 2.

Kanma Basku jemmarkoct?

Hujaronane AC u BD xouBerkcuor yerBopoyraa ABCD ceky ce y
taukn F Tako ma cy moBpmuue TpoyrioBa AED w BCFE jenHaxe.
Onpenutu mepy yraa AC D, ako cy crpauure tpoyria ABE y omHo-
cy BE:EA: AB=5:6:T.

Y Mpexu KOIKe Cy nOBa KBaIpaTumha cycemHa YKOJIUKO UMAjy 3a-
jemHmuky crpaHuly (camMo jeqHa Tadyka HUje HOBOJLHA) W CBU
kBaapatuhu cy MehycobHO moBe3anu mpeko cycenHux. /IBe Mmperke
KOIIKe CY EKBUBAJIEHTHE aKO jelHY OX APYTre MOKEMO MOOUTU KOP-

nmhemeM poranuje u/Uiam CUMeTpUje: HIP. MPEKe EE:' n EEEE cy

MehycoDOHO eKBUBaJIEHTHE, ajJ HUCY EKBUBAJEHTHE Ca EE:' . Hahmu
OpOj HEEKBUBAJICHTHUX MPEKa KOIIKE MBUIE | 1 HAI[PTATU CBE TaKBe
MpesKe.

Hahu cBe Tpojre (z,y,z) npupoaaux 6GpojeBa TAKBUX Ia je

a4yl =15 2%,

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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UYerBpTU pa3pen — A Kareropuja

Koauko mocTtoju mpaBoyramx TPOYIJIOBa UYMja Cy TEMEHA TadKe
nenobpojue pemerke 3 X n, rae je n > 5 (mogpasymesa ce ma oBa
pemeTka nMa 3n Tadara)?

Iar je omrpoyrau tpoyrao ABC. Heka je I menrap ymucasor
kpyra, O nearap onucanor kpyra u H oprounenrap tpoyriaa AABC.
IIpasa AI ceue crpanuny BC y A’, a npasa BI ceue crpanumy AC
y B’. Ilpasa OH ceue crpanuny AC y P, a BC y Q. Axo je
yerBopoyrao CA'IB’ koHBekcan u TeTuBaH, AoKazatu ga je PQ =
AP + BQ.

IokazaTtu ma 3a cBaku mpUpPOAaH OPOj N MOCTOjU IPUPOIAH OPOj T
TakaB na je 2 — x meJbuBO ca n.

Axo cy x; (i =1,2,...,48) myae momaroma P(z) = 18248 + 32 + 2006,
48

T
n3pavyyHaTu E
i=1

Onpemutu cBe ¢pyurumje f : Z — 7Z raxse na je f(f(x) +y+1) =
x4+ f(y) + 1 3a cBaka aBa nesa Gpoja = u y.

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.
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UYerBpTu pa3pen — b kareropuja

IlokazaTtu ma 3a CBaKd NPUPOLAH OPOj N BaKM HEjeTHAKOCT:

11 1 1 2
stestraT ot e <2

3v2 43 (n+1)vn Vn+1

Hahu ony BpenmnocTt a > 1 3a kKOjy jemHauumHa a® = x MMa TaYHO
jeIHO pelrene.

OnpenuTu yriaoBe TPOyria ako 3a HBEroBe YIrIOBe U CTPAHUIE BasKU
a:a=b:Ff=c:v

(a,b u ¢ cy pemoM cTpaHulle HACIpaM yriaosa «, [ u 7).

Iara je kpyxkuauna k ca csojum nearpom (. Camo nomohy mecrapa
KOHCTPYUCATU TE€MEHa MPAaBUIHOT ABAHAECTOYTJa YIUCAHOT y OATY
KPY/KHUILLY.

3a mpupomaH OpOj KaKkeMO Oa je HMaJWHIPOM akKo je jemHak Opojy
3amMCcaHOM UCTUM IppamMa y OOPHYTOM PemoCcierny.

(a) Hahu majsehu nerormmdppen namuuaapom koju je mesmsus ca 101.

(b) Hahu majsehu 6poj yzacromaux merouudpenux 6pojesa meby
KOjuMa HeMa TaJUHIPOMA.

Bpewme 3a pan 240 munyTAa.
3amaTke IeTajbHO OOPA3IIOKUATH.



