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REPUBLIQKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

18.03.2006.

Prvi razred – A kategorija

Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A∩B = ∅1.

i A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao
qija su sva tri temena u jednom od skupova A ili B.

Na�i sva celobrojna rexeƬa jednaqine2.

3x2 + 3y2 + 3z2 + 2x + 2y + 2z = 2004.

Petougao ABCDE upisan je u krug polupreqnika r. Ako je AB =3.

BC = DE = r, dokazati da je trougao BGF jednakostraniqan,
pri qemu su G i F sredixta stranica CD i EA petougla.

Od svih trouglova jednakog obima najve�u povrxinu ima jed-4.

nakostraniqan trougao. Dokazati.

Za neki prirodan broj n, n > 3, neka je S zbir cifara broja5.

1 + 2 + ... + n. Ako u dekadnom zapisu broja S uqestvuju sve iste
cifre, koja cifra to moжe biti?

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Prvi razred – B kategorija

Dokazati da n2 + 5n + 6 ni za jedan prirodan broj n nije taqan1.

kvadrat.

Ako su A i B neprazni podskupovi ravni α, takvi da je A∩B = ∅2.

i A∪B = α, dokazati da postoji jednakokraki pravougli trougao
qija su sva tri temena u jednom od skupova A ili B.

a) Dokazati da broj n2 + n + 1 nije deƩiv sa 2006 ni za jedan3.

prirodan broj n.
b) Dokazati da broj n2 + n + 2 nije deƩiv sa 2007 ni za jedan
prirodan broj n.

Dat je trougao ABC u kome vaжi ∢C = 90o + ∢B
2

. Neka je M4.

sredixte stranice BC. Krug sa centrom u A i polupreqnikom
AM seqe, opet, pravu BC u D. Dokazati da je MD = AB.

Kruжnica upisana u trougao ABC dodiruje Ƭegove stranice5.

AB, BC i CA u taqkama M , N i K redom. Prava kroz taqku A,
paralelna sa NK, seqe pravu NM u taqki D. Prava kroz taqku
A, paralelna sa NM , seqe pravu NK u taqki E. Dokazati da
prava DE sadrжi sredƬu liniju trougla ABC.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – A kategorija

Dokazati da je 2n+2 · 7n + 1 uvek sloжen broj za svaki prirodan1.

broj n.

Da li postoje nepodudarni trouglovi jednakih obima i povr-2.

xina?

Neka je k polukruжnica sa centrom O konstruisana nad preq-3.

nikom AB i neka su taqke S1, S2, S3 na polukruжnici k takve
da je ∢AOS1 = ∢S1OS2 = π

9
i ∢S2OS3 = 2π

9
. Dokazati da je

P1P2 = P3O, gde su P1, P2, P3 projekcije taqaka S1, S2, S3 na preq-
nik AB.

U dnevnoj sobi se nalazi neki broj Ʃudi, i poznato je da svaki4.

od Ƭih poznaje taqno pet prisutnih (poznanstvo je uzajamno).
Dokazati da je za neko n > 5 mogu�e odabrati n Ʃudi iz dnevne
sobe i smestiti ih za okrugli sto u trpezariji tako da svako
sedi izme�u dva poznanika.

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu x =

√

2 +
√

2 −
√

2 + x.5.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Drugi razred – B kategorija

Na�i sva celobrojna rexeƬa jednaqine1.

3
√

x2 − 3
√

x − 1 = 1.

Postoje li realni brojevi b i c takvi da svaka od jednaqina2.

x2 + bx + c = 0 i 2x2 + (b + 1)x + c + 1 = 0 ima po dva celobrojna
korena?

Neka je funkcija f : R −→ R, data sa f(x) = 2x2
+6x+6

x2+4x+5
, za3.

svako x ∈ R. Odrediti maksimalnu vrednost (ako postoji) date
funkcije.

Dat je konveksan xestougao A1A2A3A4A5A6 qije su sve stranice4.

jednake i α1 + α3 + α5 = α2 + α4 + α6, pri qemu je αi unutraxƬi
ugao xestougla kod temena Ai. Dokazati da je α1 = α4, α2 = α5

i α3 = α6.

U dnevnoj sobi se nalazi neki broj Ʃudi, i poznato je da svaki5.

od Ƭih poznaje taqno pet prisutnih (poznanstvo je uzajamno).
Dokazati da je za neko n > 5 mogu�e odabrati n Ʃudi iz dnevne
sobe i smestiti ih za okrugli sto u trpezariji tako da svako
sedi izme�u dva poznanika.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Tre�i razred – A kategorija

Odrediti sve vrednosti prirodnog broja n, za koji postoji Ƭe-1.

gov delilac d, tako da nd + 1 deli n2 + d2.

Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi nejednakost:2.

1

2
+

1

3
√

2
+

1

4
√

3
+ . . . +

1

(n + 1)
√

n
< 2 − 2√

n + 1
.

Na�i sve funkcije f : R → R takve da je3.

f(x) = max
y∈R

(2xy − f(y)),

za svako x ∈ R.

Dokazati da od ukupno 25 uqenika nije mogu�e formirati vixe4.

od 2 · 53 koxarkaxkih timova od po 5 igraqa, tako da broj za-
jedniqkih igraqa za svaka dva tima nije ve�i od 2.

Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB = BC,5.

CD = DE i EF = FA. Dokazati nejednakost

AB

BE
+

CD

DA
+

EF

FC
>

3

2
.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Tre�i razred – B kategorija

Neka su a, b katete i c hipotenuza pravouglog trougla ABC.1.

Izraqunati maksimalnu vrednost izraza ta+tb

tc

, gde su ta, tb i tc
duжine teжixnih duжi koje odgovaraju, redom, stranicama a, b

i c trougla ABC.

Dokazati da za svako x ∈ R vaжi nejednakost2.

sin2005 x + cos2005 x + sin2006 x 6 2.

Kada vaжi jednakost?

Dijagonale AC i BD konveksnog qetvorougla ABCD seku se u3.

taqki E tako da su povrxine trouglova AED i BCE jednake.
Odrediti meru ugla ACD, ako su stranice trougla ABE u odno-
su BE : EA : AB = 5 : 6 : 7.

U mreжi kocke su dva kvadrati�a susedna ukoliko imaju za-4.

jedniqku stranicu (samo jedna taqka nije dovoƩna) i svi
kvadrati�i su me�usobno povezani preko susednih. Dve mreжe
kocke su ekvivalentne ako jednu od druge moжemo dobiti kor-

ix�eƬem rotacije i/ili simetrije: npr. mreжe i su

me�usobno ekvivalentne, ali nisu ekvivalentne sa . Na�i
broj neekvivalentnih mreжa kocke ivice 1 i nacrtati sve takve
mreжe.

Na�i sve trojke (x, y, z) prirodnih brojeva takvih da je5.

x! + y! = 15 · 2z!.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – A kategorija

Koliko postoji pravouglih trouglova qija su temena taqke1.

celobrojne rexetke 3 × n, gde je n > 5 (podrazumeva se da ova
rexetka ima 3n taqaka)?

Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je I centar upisanog2.

kruga, O centar opisanog kruga i H ortocentar trougla △ABC.
Prava AI seqe stranicu BC u A′, a prava BI seqe stranicu AC

u B′. Prava OH seqe stranicu AC u P , a BC u Q. Ako je
qetvorougao CA′IB′ konveksan i tetivan, dokazati da je PQ =
AP + BQ.

Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji prirodan broj x3.

takav da je 2x − x deƩivo sa n.

Ako su xi (i = 1, 2, . . . , 48) nule polinoma P (x) = 18x48 +3x+2006,4.

izraqunati
48
∑

i=1

xi

1 + xi

.

Odrediti sve funkcije f : Z → Z takve da je f(f(x) + y + 1) =5.

x + f(y) + 1 za svaka dva cela broja x i y.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.
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Qetvrti razred – B kategorija

Dokazati da za svaki prirodan broj n vaжi nejednakost:1.

1

2
+

1

3
√
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+

1

4
√

3
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(n + 1)
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n
< 2 − 2√
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.

Na�i onu vrednost a > 1 za koju jednaqina ax = x ima taqno2.

jedno rexeƬe.

Odrediti uglove trougla ako za Ƭegove uglove i stranice vaжi3.

a : α = b : β = c : γ

(a, b i c su redom stranice naspram uglova α, β i γ).

Data je kruжnica k sa svojim centrom O. Samo pomo�u xestara4.

konstruisati temena pravilnog dvanaestougla upisanog u datu
kruжnicu.

Za prirodan broj kaжemo da je palindrom ako je jednak broju5.

zapisanom istim ciframa u obrnutom redosledu.

(a) Na�i najve�i petocifren palindrom koji je deƩiv sa 101.

(b) Na�i najve�i broj uzastopnih petocifrenih brojeva me�u
kojima nema palindroma.

Vreme za rad 240 minuta.
Zadatke detaƩno obrazloжiti.


