
46. SAVEZNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA

Vrxac, 15.-16. 04. 2006.

Prvi razred

U konveksnom qetvorouglu ABCD je ^BAC = ^DAC = 55◦, ^DCA =1.

20◦, ^BCA = 15◦. Odrediti veliqinu ugla ^DBA.

Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi takvi da je x + y + z = 1.2.

Dokazati da je

xy + yz + zx > 4
(

x2y2 + y2z2 + z2x2
)

+ 5xyz .

Kada va�i jednakost?

Odrediti najve�i prirodan broj qije su sve cifre razliqite i koji je3.

deǉiv svakom svojom cifrom, tj. odgovaraju�im jednocifrenim bro-
jem.

Tatjana je zamislila polinom P (x), qiji su koeficijenti iz skupa N0.4.

Danica �eli da odredi taj polinom. Ona u jednom potezu izgovara
ceo broj k, a Tatjana joj saopxtava vrednost P (k). Na�i najmaǌi broj
poteza potrebnih Danici da otkrije polinom koji je Tatjana zamisli-
la.

Drugi razred

Neka su a, b, c, A, B, C realni brojevi, takvi da je a 6= 0, A 6= 0 i za1.

svako realno x va�i

∣

∣ax2 + bx + c
∣

∣ 6
∣

∣Ax2 + Bx + C
∣

∣ .

Dokazati da va�i
∣

∣b2 − 4ac
∣

∣ 6
∣

∣B2 − 4AC
∣

∣ .

Za proizvoǉnu taqku M unutar kvadrata ABCD, neka su T1, T2 i T32.

te�ixta trouglova ABM , BCM i DAM , redom. Neka je OM ce-
ntar opisane kru�nice trougla T1T2T3. Odrediti geometrijsko mesto
taqaka OM , kada se taqka M kre�e po unutraxǌosti kvadrata ABCD.

Za svaki prirodan broj a neka je S(a) = {an + a + 1 | n ∈ N \ { 1 } }. Da3.

li postoji beskonaqan skup A ⊂ N, takav da za svaka dva razliqita
elementa x, y ∈ A va�i:

x i y su uzajamno prosti i S(x) ∩ S(y) = ∅ ?



Na stolu je u niz pore�ano n novqi�a. U jednom koraku dozvoǉeno4.

je odabrati jedan novqi� okrenut pismom nagore (ali ne jedan od
krajǌih), ukloniti ga i okrenuti prvi novqi� levo i prvi novqi�
desno od ǌega. Na poqetku su svi novqi�i okrenuti pismom nagore.
Dokazati da je mogu�e posle nekoliko koraka posti�i da ostanu samo
dva novqi�a ako i samo ako n − 1 nije deǉivo sa 3.

Tre�i i qetvrti razred

Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi qiji je zbir jednak 1.1.

Dokazati da je
x

y2 + z
+

y

z2 + x
+

z

x2 + y
>

9

4
.

Kada va�i jednakost?

Neka su p i q prosti brojevi i neka je p < q. Odrediti sve parove2.

(x, y) prirodnih brojeva za koje va�i

1

x
+

1

y
=

1

p
− 1

q
.

Dokazati da za proizvoǉan tetraedar postoje dve ravni takve da odnos3.

povrxina projekcija tetraedra na te dve ravni nije maǌi od
√

2.

U kvadratnu tablicu 7 × 7 Milox je upisao sve prirodne brojeve4.

od 1 do 49. �or�e treba da odgonetne raspored brojeva u tablici.
On mo�e da izabere kvadrat koji pokriva neka poǉa tablice i da
Miloxu postavi pitaǌe koji se brojevi nalaze u unutraxǌosti tog
kvadrata. Koliko najmaǌe pitaǌa �or�e treba da postavi da bi na
osnovu Miloxevih odgovora saznao raspored svih brojeva u tablici?

Kvalifikaciono takmiqeǌe za izbor olimpijske ekipe
(mala olimpijada)

Neka je S = {1, 2, 3, . . . , 2006} = A ∪ B, A ∩ B = ∅, A 6= ∅, B 6= ∅, pri qemu1.

va�i:

(1) 13 ∈ A;

(2) ako je a ∈ A, b ∈ B, a + b ∈ S, onda je a + b ∈ B;

(3) ako je a ∈ A, b ∈ B, ab ∈ S, onda je ab ∈ A.

Odrediti broj elemenata skupa A.

U unutraxǌosti pravouglog trougla ABC (^ACB = 90◦) uoqena je2.

taqka P , takva da je AP = 4, BP = 2 i CP = 1. Taqka Q, koja je sime-
triqna taqki P u odnosu na AC, pripada opisanoj kru�nici trougla
ABC. Odrediti uglove trougla ABC.



Odrediti sve prirodne brojeve n i k, k > 1, takve da k deli svaki od3.

brojeva
(

n

1

)

,

(

n

2

)

, . . . ,

(

n

n − 1

)

.

Rexeǌa zadataka

Prvi razred

Neka je O preseqna taqka opisane kru�nice 4ABD (k1) i prave AC.1.

Tada je BO = DO (tetive nad is-
tim uglom u k1) i ^BOD = 180◦ −
^BAD = 70◦. Dakle, kru�nica sa
centrom u O i polupreqnika OD

(k2) prolazi kroz taqku B, a kako
je ^BCD = 1

2
^BOD i kroz taqku

C (po teoremi o centralnom i per-
iferijskom uglu).

Neka je X preseqna taqka prave
AC i k2. Tada je ^DBA = ^DOA

(uglovi nad AD u k1), tj. ^DBA =
^DOX = 2·^DCX = 2·^DCA = 40◦

(^DOX dva puta ve�i od ^DCX,
kao centralni i periferijski u
k2).

X

A B

D

C

O

k2

k1

55
◦

55
◦

20
◦

15
◦

Pomo�u x + y + z = 1 se tra�ena nejednakost mo�e homogenizovati, tj.2.

ona je ekvivalentna sa

(xy + yz + zx) · (x + y + z)2 > 4
(

x2y2 + y2z2 + z2x2
)

+ 5xy · (x + y + z) ,

odnosno, nakon sre�ivaǌa, sa

x3y + xy3 + y3z + yz3 + z3x + zx3
> 2 ·

(

x2y2 + y2z2 + z2x2
)

. (1)

Kako za a, b > 0 va�i a2 + b2 > 2ab (nejednakost izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine), sledi

x3y + xy3 + y3z + yz3 + z3x + zx3 = xy(x2 + y2) + yz(y2 + z2) + zx(x2 + z2) >

2 · (x2y2 + y2z2 + z2x2), tj. (1) .

Jednakost va�i akko je x = y = z =
1

3
.



Napomena. Nejednakost (1) je posledica Mjurhedove nejednakosti
((3, 1, 0) > (2, 2, 0)).

Tra�eni broj ne mo�e imati vixe od 9 cifara, jer su sve ǌegove cifre3.

razliqite od 0 (po uslovu zadatka). Me�utim, ako bi bio deǉiv i sa
5 i sa 2, morao bi da se zavrxava sa 0, pa ne sadr�i ni 5 (kako su
4,6,8 deǉivi sa 2, izostavǉaǌe deǉivosti sa 2 bi dovelo da broja koji
je najvixe petocifren). Kako je zbir preostalih cifara 40, a me�u
ǌima se nalazi 9, mora se izostaviti bar jox jedna cifra, a ako 9
ostane u skupu, to mora biti 4.

Dakle, ako se od cifara 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 mo�e konstruisati broj sa
tra�enom osobinom, najve�i me�u ǌima je i tra�eni broj. Najve�i
me�u ǌima je (ako postoji) oblika 98xy312, gde su x i y 6 i 7 u nekom
poretku (najve�i ne mo�e biti ve�i od broja koji poqiǌe sa 98 i maǌi
od broja koji se zavrxava sa 312; kombinacija 321 se odbacuje zbog
parnosti). Jasno je da je svaki broj ovog oblika deǉiv sa 2,3,6,8,9, a
kako 7 - 9 876 312 i 7 | 9 867 312, tra�eni broj je 9867312.

Danica mo�e da odgonetne polinom u dva poteza. Na primer, u prvom4.

potezu zatra�i od Tatjane da joj saopxti P (1) (ovo pitaǌe treba da
proceni veliqinu koeficijenata polinoma P (x); kako je P (x) polinom
sa koeficijentima iz N0, svaki koeficijent je ne ve�i od a), a zatim
npr. P (10a), gde je a = P (1).

Neka je b = P (10a). Svaki prirodan broj ima jedinstveno predstavǉa-
ǌe u sistemu sa osnovom 10a, pa kako je 10a > a, koeficijenti polinoma
P (x) su ,,cifre“ u predstavǉaǌu broja b u sistemu sa osnovom 10a.

Potrebno je jox pokazati da je jedan potez nedovoǉan da Danica
utvrdi zamixǉeni polinom, tj. da za svako k ∈ Z postoji bar dva
polinoma sa koeficijentima u N0, koji imaju jednake vrednosti u k.
Ako je k > 0, takvi polinomi su 2k i x+k, a za k < 0, takvi su x+(−k)
i x2 + (−k + 1)x + (−k).

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, prvo pitaǌe treba da poslu�i
proceni veliqine koeficijenata i stepena polinoma P (x). Tome mo�e
da poslu�i vrednost polinoma u 2 (P (1) daje procenu veliqine koefi-
cijenata, ali ne i stepena polinoma, dok P (2) mo�e poslu�iti i za
jedno i za drugo). Konkretno, kako je P (2) > 2n, sledi n 6 [log2 P (2)],
kao i da je svaki koeficijent ne ve�i od P (2).
Dakle, posle prvog koraka, Danica mo�e da suzi mogu�nost za P (x)
na konaqan skup polinoma. Neka su to polinomi Pi(x) (1 6 i 6 k)
(polinomi qiji su koeficijenti ne ve�i od P (2), stepen ne ve�i od
[log2 P (2)] i vrednost u 2 jednaka P (2)). Neka je

Q(x) =
∏

i6i<j6k

(Pj(x) − Pi(x)) .



Kako Q(x) nije identiqki jednak nuli, postoji b ∈ Z, tako da je
Q(b) 6= 0. Danica u drugom potezu treba da pita za vrednost P (b),
jer polinomi Pi(x) (1 6 i 6 k) uzimaju razliqite vrednosti u taqki b.
Kao i u prvom rexeǌu se pokazuje da je jedan potez nedovoǉan da
Danica rekonstruixe zamixǉeni polinom.

Drugi razred

Da bi data nejednakost va�ila za dovoǉno veliko x, mora biti |a| 6 |A|1.

(sledi iz

∣

∣

∣

∣

a +
b

x
+

c

x2

∣

∣

∣

∣

→ |a| i

∣

∣

∣

∣

A +
B

x
+

C

x2

∣

∣

∣

∣

→ |A| kad x → ∞).

(1) Ako je B2−4AC > 0, tada jednaqina Ax2+Bx+C = 0 ima razliqite
realne korene (x1 i x2). Iz uslova zadatka, sledi da i jednaqina
ax2 + bx + c = 0 ima iste korene (naravno, va�i b2 − 4ac > 0), pa

va�i |x1 − x2| =
B2 − 4AC

A
=

b2 − 4ac

a
, odakle je

B2 − 4AC = A2(x1 − x2)
2

> a2(x1 − x2)
2 = b2 − 4ac.

(2) Neka je B2 − 4AC 6 0 i b2 − 4ac 6 0. Kako je |A| > |a|, u ovom
sluqaju dovoǉno je dokazati da tvr�eǌe va�i za A > a > 0. Neka

funkcija ax2 + bx + c dosti�e minimum u m

(

= − b

2a

)

, a funkcija

Ax2 + Bx + C dosti�e minimum u M

(

= − B

2A

)

. Tada je

4ac − b2

4a
= am2+bm+c 6 aM2+bM+c 6 AM2+BM+C =

4AC − B2

4A
,

pa sledi
4ac − b2

6
a

A
· (4AC − B2) 6 4AC − B2.

(3) Neka je B2 − 4AC 6 0 i b2 − 4ac > 0. Tada je nejednakost
∣

∣ax2 + bx + c
∣

∣ 6
∣

∣Ax2 + Bx + C
∣

∣ ispuǌena za svako x ∈ R akko va�i

ax2 + bx + c 6 Ax2 + Bx + C i −
(

ax2 + bx + c
)

6 Ax2 + Bx + C za
svako x ∈ R, odnosno akko va�i

(A−a)x2 +(B−b)x+(C−c) > 0 i (A+a)x2 +(B+b)x+(C +c) > 0 ,

tj. akko

(B − b)2 − 4(A − a)(C − c) 6 0 i (B + b)2 − 4(A + a)(C + c) 6 0 .

Sabiraǌem prethodnih nejednakosti, dobija se b2 − 4ac 6 4AC −
B2.

Kako prethodna tri sluqaja generixu sve mogu�nosti, ovim je tra�eno
tvr�eǌe dokazano.



Neka su E, F , G sredixta du�i AB, BC, DA, redom. Kako je2.

MT1

ME
=

MT2

MF
=

2

3
i ^T1MT2 =

^EMF , sledi da je 4T1MT2 ∼
4EMF , pa je T1T2 ‖ EF . Analogno
se dokazuje da je T1T3 ‖ EG, pa
kako je EF ‖ AC, EG ‖ BD i
AC⊥BD, sledi T1T2⊥T1T3. Dakle,
4T1T2T3 je pravougli (^T3T1T2 =
90◦), pa je centar ǌegove opisane
kru�nice sredixte du�i T2T3.
Neka je O centar kvadrata ABCD.
Iz prethodnog i predstavǉaǌa
te�ixta trougla preko vektora
polo�aja temena sledi

O

T1

T2

T3

E

FG

M

OM

A B

CD

A0 B0

C0D0

−−−→
OOM =

1

2
·
(−−→
OT2 +

−−→
OT3

)

= (1)

=
1

2
·
[

1

3
·
(−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OM

)

+
1

3
·
(−→
OA +

−−→
OD +

−−→
OM

)

]

=

=
1

3
· −−→OM +

1

2
·
(−→
OA +

−−→
OC +

−−→
OB +

−−→
OD

)

=
1

3
· −−→OM .

Neka je A0B0C0D0 slika kvadrata ABCD homotetijom sa centrom u
O i koeficijentom 1

3
(to �e biti kvadrat 3 puta maǌe stranice, sa

centrom O i stranicama paralelnim stranicama kvadrata ABCD).
Kako se taqka M nalazi unutar kvadrata ABCD, ǌena slika �e se
uoqenom homotetijom na�i unutar kvadrata A0B0C0D0 (iz (1) sledi da
se taqka M preslikava u taqku OM).
Sa druge strane, ako je O′ unutraxǌa taqka kvadrata A0B0C0D0, neka

je taqka M takva da je
−−→
OM = 3 · −−→OO′. Taqka M je unutraxǌa taqka

kvadrata ABCD i indukuje taqku OM za koju va�zi (1). Sledi
−−→
OO′ =

1

3
· −−→OM =

−−−→
OOM , pa se taqke O′ i OM poklapaju. Sledi da je svaka

unutraxǌa taqka (O′) kvadrata A0B0C0D0 i indukovana taqka OM za
neku taqku M iz unutra�sǌosti kvadrata ABCD.
Dakle, tra�eno geometrijsko mesto taqaka je unutraxǌost kvadrata
koji se dobija kao homotetiqna slika kvadrata ABCD, homotetijom sa
centrom O i koeficijentom 1

3
.

Kako je S(x)∩S(y) = ∅ ako i samo ako jednaqina xn+x+1 = ym+y+1 nema3.

rexeǌa u skupu prirodnih brojeva razliqitih od 1, treba odrediti
razliqite uzajamno proste brojeve x i y, takve da data jednaqina nema
rexeǌa. Kako su x i y razliqiti, to brojevi n i m ne mogu u isto
vreme biti parni, jer se tada broj xn + x + 1 razlikuje za x + 1 od
najbli�eg potpunog kvadrata (jer je n > 2), a broj ym + y +1 razlikuje
za y+1 od najbli�eg potpunog kvadrata, pa brojevi xn+x+1 i ym+y+1
nisu jednaki. Znaqi barem jedan od brojeva n i m mora biti neparan,



npr. n. Ukoliko data jednaqina ima rexeǌa, mora biti x(xn−1 + 1) =
y(ym−1 + 1), xto je nemogu�e ukoliko npr. postoji delilac broj y

koji nije delilac broj x i koji je oblika 4k + 3 (jer broj −1 nije
kvadratni ostatak po modulu broja oblika 4k + 3). Znaqi, za x i y se
mogu uzeti razliqiti prosti brojevi oblika 4k+3, a za tra�eni skup
se mo�e uzeti bax skup svih prostih brojeva oblika 4k +3. Ovaj skup
je beskonaqan, pa prema prethodnom zadovoǉava sve uslove zadatka (tj.
odgovor na pitaǌe iz zadatka je pozitivan).

Drugo rexeǌe. Neka su x i y prirodni brojevi, takvi da je 3 6 x < y

i y ≡ 1 (mod x). Tada je 1 ≡ xn + x + 1 = ym + y + 1 ≡ 3 (mod x), pa
x | (3 − 1) = 2, xto je nemogu�e (x > 3).

Skup A se mo�e konstruisati induktivno. Neka je A = {a1, a2, . . .},
a1 = 3. Za a1, . . . , an ∈ A, po kineskoj teoremi o ostacima, postoji x

za koji va�i x ≡ 1 (mod ai) za svako 1 6 i 6 n (jer su po pretpostavci
brojevi ai, 1 6 i 6 n, po parovima uzajamno prosti). Me�utim, takvi
su i brojevi x + k · a1 · . . . · an za svako k ∈ Z. Neka je an+1 jedan od
takvih brojeva koji je ve�i od an.

Po konstrukciji je (ai, aj) = 1 za sve i 6= j, a prema gorǌem razmatraǌu
jednaqina an

i +ai +1 = am
j +aj +1 nema rexeǌa (jer za i < j va�i aj ≡ 1

(mod ai)), tj. va�i S(ai) ∩ S(aj) = ∅ za sve i 6= j.

Neka su L i D krajǌi levi i krajǌi desni novqi�. Kako se parnost4.

broja novqi�a okrenutih glavom nagore ne meǌa, ne mo�e se do�i do
situacije da ostane dva novqi�a od kojih je jedan okrenut pismom, a
drugi glavom nagore. Dokaza�emo indukcijom po n da se igra mo�e
zavrxiti samo za n ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 2 (mod 3) i da �e u prvom sluqaju
L i D biti okrenuti glavom, a u drugom pismom nagore.

Tvr�eǌe je taqno n = 2, 3. Neka se za neko n mo�e zavrxiti igra i neka
je k pozicija novqi�a X (broje�i s leva) koji bi pri tom posledǌi
bio ukloǌen. Zavrxavaju�i igru sa n �etona, zavrxavaju se i igre
sa k �etona od L do X, i sa n − k + 1 �etona od X do D (ukǉuquju�i
i ǌih). Tako �e pre uklaǌaǌa novqi�a X sa gorǌe strane L biti
glava (odnosno pismo) akko k ≡ 0 (mod 3) (odnosno k ≡ 2 (mod 3)), dok
�e sa gorǌe strane D biti glava (pismo) akko n − k + 1 ≡ 0 (mod 3)
(n − k + 1 ≡ 2 (mod 3)). Uklaǌaǌe novqi�a X �e okrenuti L i D.
Prema tome, u zavrxnoj poziciji �e na gorǌoj strane L i D biti
pismo akko k ≡ n − k + 1 ≡ 0 (mod 3), odakle je n ≡ 2 (mod 3), a glava
akko k ≡ n − k + 1 ≡ 2 (mod 3), odakle je n ≡ 0 (mod 3).

Sa druge strane, uklaǌaǌem redom drugog, qetvrtog i tre�eg novqi�a
sleva (tim redom) igra sa n novqi�a se svodi na igru sa n−3 novqi�a,
pa se igre sa n ≡ 0 (mod 3) i n ≡ 2 (mod 3) zavrxavaju.

Drugo rexeǌe. Zadatak se mo�e rexiti tako xto se svakom novqi�u
okrenutom pismom nagore sa t novqi�a okrenutih glavom nagore levo



od ǌega dodeli broj (−1)t; pokazuje se da je zbir ovih brojeva po mo-
dulu 3 invarijantan (neka je to S; treba proveriti 4 mogu�nosti za
raspored novqi�a koji se nalaze oko novqi�a koji se uklaǌa: P-P, P-
G, G-P, G-G). Kako je parnost broja novqi�a okrenutih glavom nagore
invarijantna, ako se igra zavrxava, mora se do�i ili do situacije da
su posledǌa dva novqi�a okrenuta pismom nagore (tada je S = 2, tj.
n ≡ 2 (mod 3)) ili do situacije da su posledǌa dva novqi�a okrenuta
glavom nagore (tada je S = 0, tj. n ≡ 0 (mod 3)).

Da se u ovim situacijama igra zavrxava, dokazuje se kao u prvom
rexeǌu.

Tre�i i qetvrti razred

Iz nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog sledi1.

(

x

y2 + z
+

y

z2 + x
+

z

x2 + y

)

(

x(y2 + z) + y(z2 + x) + z(x2 + y)
)

> (x+y+z)2,

pa je dovoǉno dokazati da je 4(x+y+z)2 > 9(x(y2+z)+y(z2+x)+z(x2+y)),
tj. posle sre�ivaǌa 4(x2 + y2 + z2) > xy + yz + zx + 9(xy2 + yz2 + zx2).
Kako je x2 + y2 + z2 > xy + yz + zx, dovoǉno je dokazati da je

x2 + y2 + z2
> 3(xy2 + yz2 + zx2) .

Kako je x2 ·1 = x2(x+y+z) = x3 +x2y+x2z i sliqno za y i z, sabiraǌem
nejednakosti (koje su posledica nejednakosti izme�u aritmetiqke i
geometrijske sredine)

x(x2 + z2) > 2x2z y(x2 + y2) > 2xy2 z(z2 + y2) > 2z2y

dobija se tra�ena nejednakost.

Da bi va�ila jednakost, potrebno da je x = y = z, pa kako je x+y+z = 1,
sledi da nejednakost va�i ako i samo ako je x = y = z = 1

3
.

Data jednaqina je ekvivalentna sa2.

xy(q − p) = pq(x + y), (∗)

odnosno sa
[(q − p)x − pq] · [(q − p)y − pq] = p2q2.

Kako je A = (q − p)x − pq = pqx

(

1

p
− 1

q
− 1

q

)

=
pqx

y
> 0, sledi (q − p)x −

pq, (q − p)x − pq ∈ N i y =
pqx

A
. Kako su p i q prosti brojevi, mo�e se

desiti jedna od slede�ih situacija:



(1) Ako je A = 1, sledi y = pqx, pa se uvrxtavaǌem u (∗) dobija

x =
pq + 1

q − p
. Ovo daje rexeǌa ako (q − p) | (pq + 1) i to su ure�eni

parovi

(

pq + 1

q − p
,
pq(pq + 1)

q − p

)

.

Situacija A = p2q2 je simetriqna datoj (polazna jednaqina je
simetriqna po x i y), pa se odavde, pri istom uslovu, dobijaju

rexeǌa

(

pq(pq + 1)

q − p
,
pq + 1

q − p

)

.

(2) Ako je A = p, sledi y = qx, pa se uvrxtavaǌem u (∗) dobija

x =
p(q + 1)

q − p
. Ovo daje rexeǌa ako (q − p) | p(q + 1), tj. poxto

je (p, q − p) = 1 ako (q − p) | (q + 1), i to su ure�eni parovi
(

p(q + 1)

q − p
,
pq(q + 1)

q − p

)

.

Situacija A = pq2 je simetriqna datoj (polazna jednaqina je si-
metriqna po x i y), pa se odavde, pri istom uslovu, dobijaju

rexeǌa

(

pq(q + 1)

q − p
,
p(q + 1)

q − p

)

.

(3) Ako je A = q, sledi y = px, pa se uvrxtavaǌem u (∗) dobija

x =
q(p + 1)

q − p
. Ovo daje rexeǌa ako (q − p) | q(p + 1), tj. poxto

je (q, q − p) = 1 ako (q − p) | (p + 1), i to su ure�eni parovi
(

q(p + 1)

q − p
,
pq(p + 1)

q − p

)

.

Situacija A = p2q je simetriqna datoj (polazna jednaqina je si-
metriqna po x i y), pa se odavde, pri istom uslovu, dobijaju

rexeǌa

(

pq(p + 1)

q − p
,
q(p + 1)

q − p

)

.

(4) Ako je A = p2, sledi y =
qx

p
, pa se uvrxtavaǌem u (∗) dobija x =

p(p + q)

q − p
. Ovo daje rexeǌa ako (q−p) | (p+q), tj. poxto je (p, q−p) =

1 ako (q − p) | (p + q), i to su ure�eni parovi

(

p(p + q)

q − p
,
q(p + q)

q − p

)

.

Situacija A = q2 je simetriqna datoj (polazna jednaqina je si-
metriqna po x i y), pa se odavde, pri istom uslovu, dobijaju

rexeǌa

(

q(p + q)

q − p
,
p(p + q)

q − p

)

.

(5) Ako je A = pq, sledi y = x, pa se uvrxtavaǌem u (∗) dobija x =
2pq

q − p
. Ovo daje rexeǌa ako (q− p) | 2pq, tj. poxto je (pq, q− p) = 1



ako (q−p) ∈ {1, 2}, i to su ure�eni parovi

(

2pq

q − p
,

2pq

q − p

)

(odnosno

za p = 2, q = 3 daje rexeǌe x = y = 6, a za proste p i q = p + 2 daje
rexeǌe x = y = pq).

Neka je ABCD dati tetraedar,
−→
AC = −→a ,

−−→
DB =

−→
b , |−→a | = a, |−→b | = b,3.

a > b (vidi sliku) i neka ugao izme�u vektora −→a i
−→
b nije oxtar (u

suprotnom slovima B i D mo�emo zameniti mesta) i neka je jednak θ.
Uoqimo dve paralelne ravni α i α′ koje sadr�ze mimoilazne prave AC

i BD. Neka je rastojaǌe izme�u ǌih h.
Ravni koje se u zadatku tra�e tra�i�emo me�u ravnima normalnim
na α. Postavimo normalno na ravan α ravan β, koja je i paralelna

vektoru −→a +
−→
b . Tako�e, postavimo ravan β′ normalnu na ravan α i

vektor −→a .
Doka�imo da su β i β′ tra�ene ravni.

Projekcija tetraedra na ravan β je trapez A1D1B1C1 sa osnovicama

A1C1 i D1B1 i visinom h, pri qemu je |A1C1|+ |D1B1| = |−→a +
−→
b |. Tada

je

PA1D1B1C1
=

1

2
(|A1C1| + |D1B1|) · h =

1

2
h · |−→a +

−→
b |.

Projekcija tetraedra na ravan β′ je 4A2B2D2, qija je povrxina

PA2B2D2
=

1

2
h · |B2D2| =

1

2
h · b sin θ.

Konaqno, imamo da je

PA1D1B1C1

PA1B2D2

=
|−→a +

−→
b |

b sin θ
=

√

a2 + b2 − 2ab cos(π − θ)

b sin θ
=

=

√
a2 + b2 − 2ab cos θ

b sin θ
>

√
a2 + b2

b sin θ
>

√
2b2

b sin θ
=

√
2

sin θ
>

√
2,

xto je i trebalo dokazati.



Svaki od kvadrata koji �or�e uoqi odre�uje neki podskup poǉa date4.

tablice. Tako�e, za familiju skupova koje �or�e uoqi, svaki ele-
ment tablice odre�uje familiju podskupova iz uoqene familije. Da
bi �or�e mogao da odredi raspored elemenata, potrebno je da razli-
qitim elementima odgovaraju razliqite podfamilije, odnosno da za
svaka dva elementa postoji podskup u uoqenoj familiji koji sadr�i
jedan od ǌih, a ne sadr�i drugi.

Familija podskupova koja je odre�ena sa 12 kvadrata 4×4 koji nale�u
bar jednom svojom ivicom na ivicu polaznog kvadrata je dovoǉna (npr.
centralni kvadrat pripada svim podskupovima, ugaoni samo po jednom,
itd.). Naime, po prethodnom i zbog simetrije je dovoǉno pokazati
da se proizvoǉna dva poǉa iz ,,gorǌeg-levog“ kvadrata 4 × 4 mogu
,,razdvojiti“ (inaqe su ,,razdvojeni“ upravo sa ǌim). Ta dva elementa
ne pripadaju bilo istoj vrsti, bilo istoj koloni, pa je jasno da se ovo
mo�e uqiniti (na prvoj slici je pokazano kako se ,,razdvajaju“ poǉa
na kojima su prazan i pun �eton–ona pripadaju razliqitim kolonama,
pa je uoqen kvadrat 4 × 4 koji ivicom ,,razdvaja“ te kolone).

u e

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

uu u u u u u u
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Sa druge strane uoqena familija mora da ,,razdvoji“ iviqna poǉa ta-
ble (tj. poǉa sa druge slike na kojima se nalaze �etoni). Dakle, za
svaku od podebǉanih linija sa slike (te linije ,,razdvajaju“ uoqena
poǉa i ima ih 24) mora u uoqenoj familiji postojati kvadrat koji
je sadr�i. Me�utim, takav kvadrat mo�e sadr�ati najvixe dve takve
linije (mogu�e su samo situacije koje odgovaraju xrafiranim kvadra-
tima sa slike), pa uoqena familija mora imati bar 12 elemenata.

Dakle, �or�u je potrebno 12 pitaǌa da otkrije raspored brojeva koji
je Milox zamislio (i dovoǉno, ako npr. izabere gore navedena pi-
taǌa).

Mala olimpijada

Ako je 1 ∈ A i x ∈ B (takvo x postoji, jer je B 6= ∅), tada je x = 1 ·x ∈ A1.

(po (3)), xto je kontradikcija. Sledi 1 ∈ B. Kako je 6 + 7 = 13 ∈ A, iz
(2) sledi da je ili 6, 7 ∈ A ili 6, 7 ∈ B. Ako je 6, 7 ∈ A, kako je 1 ∈ B, po
(2) sledi 7 = 1 + 6 ∈ A, xto je kontradikcija. Analogno, kori71eǌem



veza 3 + 10 = 13, 5 + 8 = 13, 4 + 9 = 13, 2 + 11 = 13, redom, utvr�uje
se da su svi brojevi maǌi od 13 u skupu B. Sada se indukcijom lako
pokazuje da su svi elementi skupa S koji nisu deǉivi sa 13 u skupu B

(gore je utvr�ena baza; ako je 13k + r ∈ B, za k ∈ N i 1 6 r 6 12 i ako
je 13(k + 1) ∈ S, tada je, po (2), 13(k + 1) = 13k + 13 ∈ B).

Dakle, treba jex razvrstati po skupovima brojeve iz S koji su
deǉivi sa 13. Ako su neki brojevi deǉivi sa 13 u skupu B, tada me�u

ǌima postoji najmaǌi. Neka je to broj 13k (2 6 k 6

[

2006

13

]

= 154).

Indukcijom (kao i gore), sledi da su tada i brojevi 13m (k 6 m 6 154)
u skupu B, pa je i 13 · 154 ∈ B. Me�utim, kako 13 - 154, po (3), kako
je 13 ∈ A, 154 ∈ B, sledi 13 · 154 ∈ A, xto je kontradikcija (tj. da
13 - 154 je kǉuq zadatka; ovu qiǌenicu je savezna komisija bodovala
sa 7 poena).

Dakle, u skupu A se nalaze svi brojevi iz S deǉivi sa 13 (i samo
oni), pa je |A| = 154.

Drugo rexeǌe. Kao i u prvom rexeǌu, utvr�uje se da je 1 ∈ B. Ako nisu
svi brojevi maǌi od 13 u skupu B, tada me�u ǌima postoji najmaǌi
koji je u skupu A. Neka je to broj r. Indukcijom, sledi da su brojevi
1 + kr (1 6 k 6 13) u skupu B. Kako je (r, 13) = 1, gorǌi brojevi qine
potpun sistem ostataka pri deǉeǌu sa 13, pa me�u ǌima postoji broj
deǉiv sa 13. Pritom to nije broj 1 + 13r.

Dakle, za neko 1 6 k 6 12 va�i 1 + kr = 13 · n, pa je n =
1 + kr

13
6

1 + 12r

13
< r. Sledi n ∈ B, pa je 1 + kr = 13n ∈ A, xto je kontradikcija.

Kod odre�ivaǌa skupa A, prvi (a ako se otkloni i jedini) problem
nastaje kod broja 169 = 132 (svi brojevi deǉivi sa 13 maǌi od ǌega
su proizvod broja 13 i nekog broja za koji se ve� zna da je u skupu B).
Me�utim, ako bi bilo 13 ·13 ∈ B, tada bi bilo i 14 ·13 = 13 ·13+13 ∈ B

(po (2)), a sa druge strane 13 · 14 ∈ A (po (3), jer je 13 ∈ A, 14 ∈ B).

Dakle, 13, 132 ∈ A, pa kako je 133 > 2006, svi brojevi deǉivi sa 13 u
skupu S su ili oblika 13n ili oblika 132n, gde 13 - n, odakle sledi
da su svi brojevi deǉivi sa 13 u skupu A.

Neka je AB = c i BC = a. Neka su taqke D, E i F na polupravoj BC,2.

takve da je BD =
2

3
a, BE =

4

3
a i BF = 2a. Kako je BP : PC = 2 : 1,

to taqka P pripada kru�nici k1, gde je k1

(

E, 2

3
a
)

. Kako je taqka Q

simetriqna taqki P u odnosu na AC, ona pripada kru�nici k2, gde
je k2

(

D, 2

3
a
)

, koja je simetriqna kru�nici k1 u odnosu na AC. Kako
je ^BQE = 90◦, kao ugao nad preqnikom BE kru�nice k2, i kako je
BQA = 90◦, sledi da su taqke E, Q i A kolinearne. Neka je G preseqna
taqku kru�nice k2 i hipotenuze AB (razliqita od B). Iz simetrije
taqaka P i Q u odnosu na AC, sledi AQ = 4 i CQ = 1.



Iz tetivnosti qetvorougla ABCQ sledi da je ^BAQ = 180◦−^BCQ =
^ECQ. Sliqno, iz tetivnosti qetvorougla BEQG, sledi ^BEQ =
180◦ − ^BGQ = ^AGQ. Dakle, va�i 4EQC ∼ 4GQA. Iz navedene
sliqnosti sledi

AQ

CQ
=

AG

CE
,

pa je AG = 4

3
a. Iz 4BEG ∼ 4BAC sledi

BE

BA
=

BG

BC
, pa je BG = 4a2

3c
.

Iz AB = AG + GB, odnosno c = 4

3
a + 4a2

3c
, dobija se c = 2a.

Konaqno, iz AB = 2BC i ^ACB = 90◦ dobija se ^CAB = 30◦ i ^ABC =
60◦.

C
A

B

P

QE

D

G

F

k1

k2

Drugo rexeǌe. Neka je BC = a, AC = b, AB = c, ^ABC = β i ^ACP =
δ. Kako je qetvorougao ABCQ tetivan, a taqke B i Q se nalaze sa
razliqitih strana prave AB, to je ^AQC = 180◦ − ^ABC = 180◦ − β.
Odatle i iz podudarnosti trouglova 4APC i 4AQC sledi ^AQC =
^APC = 180◦−β. Primenom sinusne teoreme na trougao 4APC dobija

se
4

sin δ
=

b

sin(180◦ − β)
, odnosno

sin δ =
4 sinβ

b
. (1)

Primenom kosinusne teoreme na isti trougao dobija se

b2 = 12 + 42 − 8 cos(180◦ − β) = 17 + 8 cosβ. (2)

Iz kosinusne teoreme za trougao 4BCP , kako je a =
b

tg β
i (1), sledi

22 = a2 + 12 − 2a cos(90◦ − δ) = a2 + 12 − 2a sin δ =



(

b

tg β

)2

+ 1 − 2 · b

tg β
· 4 sinβ

b
=

(

b

tg β

)2

+ 1 − 8 cosβ , odnosno

b2 = tg2β (3 + 8 cosβ) =
1 − cos2 β

cos2 β
· (3 + 8 cosβ) . (3)

Iz (2) i (3) dobija se jednaqina

17 + 8 cosβ =
1 − cos2 β

cos2 β
· (3 + 8 cosβ) ,

koja se posle smene x = cosβ i sre�ivaǌa svodi na

16x3 + 20x2 − 8x − 3 = 0 .

Jedno ǌeno rexeǌe je x = 1

2
, pa sledi

16x3 + 20x2 − 8x − 3 = 16 ·
(

x − 1

2

) (

x +
1

4

) (

x +
3

2

)

,

te su ǌena rexeǌa i x = − 1

4
i x = − 3

2
. Kako je x = cosβ i β < 90◦,

mora biti cosβ = 1

2
, pa je

CB

BA
= cosβ =

1

2
, odnosno ^CAB = 30◦ i

^ABC = 60◦.

Neka je Sp(n), gde je p prost, a n prirodan broj, najve�i nenegativan3.

ceo broj r za koji pr | n! (skra�eno pr ‖ n!). Tada je

Sp(n) =

[

n

p

]

+

[

n

p2

]

+

[

n

p3

]

+ . . . .

Ako je k = pα, gde je p prost, a α prirodan broj, kako k |
(

n
1

)

, to se broj
n mo�e zapisati u obliku pβr, gde je β > α i (p, r) = 1. Posmatrajmo

binomni koeficijent

(

n

pβ

)

. Ako je r > 1, tada je

Sp(n) − Sp

(

pβ
)

− Sp

(

(r − 1)pβ
)

=

([

pβr

p

]

−
[

pβ

p

]

−
[

pβ(r − 1)

p

])

+

([

pβr

p2

]

−
[

pβ

p2

]

−
[

pβ(r − 1)

p2

])

+ . . . +

([

pβr

pβ

]

−
[

pβ

pβ

]

−
[

pβ(r − 1)

pβ

])

+ (Sp(r) − Sp(1) − Sp(r − 1)) =

Sp(r) − Sp(r − 1) = 0 tj. p -
(

n
pβ

)

. Sledi da za uoqeno k mora biti

r = 1, odnosno n = pβ (dakle, za ovakvo k, n sme imati samo jedan
prost delilac i to bax p).

Neka je α > 1. Po gorǌem razmatraǌu je n = pβ, pa je

Sp

(

pβ
)

−Sp

(

pβ−1
)

−Sp

(

pβ−1(p − 1)
)

=

([

pβ

p

]

−
[

pβ−1

p

]

−
[

pβ−1(p − 1)

p

])

+



([

pβ

p2

]

−
[

pβ−1

p2

]

−
[

pβ−1(p − 1)

p2

])

+ . . . +

([

pβ

pβ−1

]

−
[

pβ−1

pβ−1

]

−
[

pβ−1(p − 1)

pβ−1

])

+

([

pβ

pβ

]

−
[

pβ−1

pβ

]

−
[

pβ−1(p − 1)

pβ

])

= 1 , tj. p2 -
(

pβ

pβ−1

)

. Dakle, pα -

(

pβ

pβ−1

)

.

Neka je α = 1. Po gorǌem razmatraǌu je n = pβ. Neka je 1 6 i 6 pβ − 1.
Tada je

Sp

(

pb
)

− Sp(i) − Sp

(

pb − i
)

=

([

pβ

p

]

−
[

i

p

]

−
[

pβ − i

p

])

+

([

pβ

p2

]

−
[

i

p2

]

−
[

pβ − i

p2

])

+ . . . +

([

pβ

pβ−1

]

−
[

i

pβ−1

]

−
[

pβ − i

pβ−1

])

+

([

pβ

pβ

]

−
[

i

pβ

]

−
[

pβ − i

pβ

])

>

([

pβ

pβ

]

−
[

i

pβ

]

−
[

pβ − i

pβ

])

= 1 ,

pa sledi da p |
(

pβ

i

)

za svako i (1 6 i 6 pβ − 1).

Sledi, za k = pα ne postoji tra�eno n za α > 1, odnosno za α = 1
tra�eni brojevi n su svi brojevi oblika n = pβ, β > 1

Ukoliko broj k nije oblika pα, onda postoje prosti brojevi p i
q koji ga dele. Me�utim, iz p |

(

n
1

)

,
(

n
2

)

, . . . ,
(

n
n−1

)

, odnosno q |
(

n
1

)

,
(

n
2

)

, . . . ,
(

n
n−1

)

, na osnovu razmatranog sledi da broj n mora biti
stepen i prostog broja p i prostog broja q, xto je nemogu�e.

Dakle, sva rexeǌa (tj. ure�eni parovi (k, n)) su oblika
(

p, pβ
)

, gde je
p prost broj, a β ∈ N.

Drugo rexeǌe. Barataǌe sa Sp(n) se mo�e izbe�i. Neka pα ‖ k. Iz
k |

(

n
k

)

, sledi n = pβr, gde je β > α, (r, p) = 1. Ako je r > 1, tada je

(

n

pβ

)

=
n · (n − 1) · . . . · (n − pβ + 1)

1 · 2 · . . . · pβ
.

Kako je pt ‖ i ⇔ pt ‖ n − i = pβr − i, za 1 6 i 6 pβ − 1 (jer za te brojeve

je t < β), sledi da p -

(

n

pβ

)

, tj. n i k ne smeju imati vixe od jednog

prostog delioca.

Analognim razmatraǌem se odbacuje i situacija α > 1 i dolazi do
rexeǌa.

mr �or�e Krtini�, Beograd


