46. CABESHO TAKMUYEILE 13 MATEMATHVEKE
YUEHMEKA CPEIILUX HTIKOJIA

Bpmam, 15.-16. 04. 2006.

ITpBu paspen

Y rouBercHOM 4YerBopoyriy ABCD je <BAC = <DAC = 55°,<DCA =
20°,<«BCA = 15°. Ogpenuru Benuuuny yriaa <{DBA.

Hexka cy x,y,z mosutuBHU peasru OpojeBu TakBu ma je x +y + 2z = 1.
Iokazatu na je

zy+yz+zx >4 (x2y2 + %27 + 22x2) + bryz.

Kana Baku jemmaroct?

Onpenutu HajBehu npuponan 6poj duje cy cBe HUPpe pa3InduTe U KOju je
[eJbUB CBAKOM CBOjOM nu@ppoM, Tj. oaromapajyhum jenHonudpeHuMm Opo-
jem.

Tarjana je 3amucauna noaunoMm P(z), yuju cy roedpunmjentu u3 cxyma Ny.
Hanuna sxeau na onpenu taj nmoimHoM. OHa y jeIHOM IOTE3y M3roBapa
neo 6poj k, a Tarjana joj caonmrasa speauoct P(k). Hahu najuamu 6poj
nore3a norpebuux lanunu na orkpurje noauHOM Koju je Tarjana 3amuciu-
aa.

Ilpyru paspen

Hera cy a,b,c, A, B,C peanau 6pojeBu, Taksu na je a # 0, A # 0 u 3a
CBAKO PEAJHO T BaykKWU

‘axz—i—bx—i—c‘ <‘A:102+Bx+0’ .

Jloka3zaTu na BaKu
b* — dac| < |B* — 4AC| .

3a mpowusBosHy Taury M ymyrap kBampara ABCD, mera cy 11,15 u Tj
teskumra tpoyraosa ABM, BCM wn DAM, pemom. Heka je Oy te-
HTap onucaHe kpyskauie tpoyriaa 117575, OppeauTtu reoMeTprjcKko MecTo
rauaka O)s, kana ce tauka M kpehe no ymyrpammoctu kBagpara ABCD.

3a cBaku npuponan 0poj a Heka je S(a) ={a"+a+1|neN\{1}}. Ia
mu moctoju Geckonauan ckyn A C N, takap ma 3a cBaka IBa pa3IMgmUTa
eneMeHTa T,y € A Bakum:

x u y cy ysajamuo mpoctu u S(x)NS(y) =07



Ha croay je y mu3 mopebamo n moBuwmha. Y jeaHoM KOpakKy MO3BOJLEHO
je omabparu jemaH HOBUMDl OKpeHyT muCMOM Harope (aau He jenaH O
KPajlbuX ), YKIOHUTU I'd U OKPEHYTU NPBU HOBUMN JieBO u npBu HOBYUN
IEeCHO on mera. Ha moderky Cy CBU HOBYMNUW OKPEHYTU IUCMOM HATODE.
Ilokazatu na je moryhe mocisie HEKOJIUKO KOPaKa IMOCTUINN [a OCTAHy CaMO
aBa HOBUMha akKo M caMO ako n — 1 Huje mempuBo ca 3.

Tpehu u uerBpTU paspen

Herka cy x,y,z mo3uTuBHM peasiHM OpojeBu umju je 30up jemmak 1.

Ilokazatu na je
T Yy z

>
y2+z+22+x+x2+y/

Kana Basku jemmaxoct?

| ©

Heka cy p m ¢ npoctu 6pojeBu m Hera je p < q. Ompemutu cBe mapose
(x,y) npuponuux OpojeBa 3a KOje BayKu

+

8|~
Q| =
D=
Q| =

IlorazaTu 1a 3a TPOM3BOJLAH TETPAEAAP IOCTOje ABE PABHU TaKBE Aa OJIHOC
MIOBPIIMHA IPOjEKIrja TeTpaeapa Ha Te ABe PABHU HUje Mamu ox v/ 2.

Y kBamparuy Tabaury 7 X 7 Mwumom je ynmcao cBe mpupomHe Opojese
on 1 mo 49. DHopbhe tpeba ma omromerse pacmopem OpojeBa y TAOIUIN.
On moske ma m3abepe KBaapaT KOJU HOKPUBA HEKA I10Jba TADIUIE U Oa
Muomy mocraBu nuTame Koju ce 6pojeBn Hajlaze y YHYTPAIIRHOCTUA TOT
KBaapaTa. Koauko HajMmame nmutama bopbhe Tpeba ma mocraBu ma O6um Ha
0CHOBY MuiomeBrux OArOBOpa Cas3Hao paclopeln CBUX OpojeBa y Tabaumu?

KBanmmpuxanmono TakMuuesne 3a U300p OJMMINjCKe eKUIe
(Mmasa ommMnujana)

Hera je S ={1,2,3,...,2006} = AUB,ANB=0,A+#0,B # 0, upu uemy

BaKI:
(1) 13 € A4;

(2) ako jea € A,be B, a+be S, ouna je a+b € B;
(3) ako je a € A,b € B,ab e S, ouna je ab € A.

Ognpenuru 6poj enemenara ckyma A.

Y yuyrpammoctu npasoyriaor tpoyraa ABC (<ACB = 90°) youena je
tauka P, takBa na je AP =4, BP =2 u CP = 1. Taura @, koja je cume-
Tpuuna taukn Py omnocy Ha AC, mpunana OMUCAHO] KPYKHUIU TPOyTJIa
ABC. Onpemuru yraose tpoyraa ABC.



3. Opnpenuru cBe npupomase 6pojese n u k, k > 1, TakBe ma k mesu CBaku on

Gpojesa (y;) 7 (721> e (nﬁl)

Pemema 3amaraxa

ITpBu paspen

1. Heka je O npeceuna tauka onucane kpyskaune AABD (k1) u npase AC.
Tana je BO = DO (tetuse Hanm nc-
TuM yraoMm y ki) u <BOD = 180° —
<BAD = 70°. Ilakse, Kpy:KHUIA ca
nearpoM y O u moaynpeunuka OD
(k2) mponasu kpo3 tauky B, a kako
je <BCD = %<IBOD 1 KPO3 TauKy
C' (mo TeopeMu O NEHTPAIHOM U TIe€p-
upEepujcKOM yriy).

Hera je X mpeceuna Tauka mpaBe
AC u ky. Tana je <DBA = <DOA
(yronosu man AD y k1), tj. <DBA =
<DOX =2-<DCX =2-<DCA = 40°
(«DOX nBa nyra Behu on <DCX,
Ka0 IEeHTPaJHU U Nepudepujckm y
k2).

2. Tlomohy x +y+ 2z =1 ce TpaskeHa HejeIHAKOCT MOKE XOMOT€HU30BATH, Tj.
OHA je eKBUBAJIEHTHA Ca

(zy +yz + zx) - (:C+y+z)2 24($2y2+y222+22x2) +5xy-(z+y+2),
OITHOCHO, HAKOH cpebuBama, ca
Py + a2y’ + Pz +y + P+ 2t > 2 (2P + P+ szz) . (1)

Kako 3a a,b > 0 Basu a? + b? > 2ab (mejemmakoct usmeby apuTMerndke u
reoOMeTPUjCKe CPearHe), CJienu

2y ayd FyPz oy + B 22 = ay(@® 7)) Fyz(y® + 2%) +za(a? 4 22) >

2. (2%y? +y222 + 2%, 1. (1).
1

JemHAKOCT BaKM aKKO je T =9y =2 = — .

3



Hanomena. Hejemmarocr (1) je mocmemuma Mjypxemose HejemHAKOCTH
((3,1,0) > (2,2,0)).

Tpaskenu 6poj He MOke nMaTH Bule ox 9 nudapa, jep cy cBe merose nudpe
pasmuuute ox 0 (mo ycaoBy 3amarka). MeDyrum, ako 6u Guo memus u ca
5 u ca 2, Mopao Ou ma ce 3aspmasa ca 0, ma He canpsxku Hu 5 (Kako cy
4,6,8 memuBU ca 2, M30CTAB/LAKE NELUBOCTU ca 2 Ou moBesio ma 6poja Koju
je majBume neronudpen). Kako je 30up npeocranux nudapa 40, a meby
BUMa ce Hajga3u 9, Mopa ce m3ocTaBuTH Oap jomr jemHa mudpa, a axo 9
ocTaHe y CKyIy, TO Mopa Outu 4.

Haxkme, ako ce ox mmudapa 1,2,3,6,7,8,9 moxe KOHCTpyucaru Opoj ca
TpaskeHoM ocobuHOM, HajBehu meby muma je m Tpaskenu 6poj. Hajsehwu
meby muma je (ako mocroju) obnuka 98xy312, rme cy x my 6 u 7 y HEKOM
nopetky (majselin e moske 6ury Behin o Gpoja kKoju nounme ca 98 u Mamu
on Opoja koju ce 3aspmasa ca 312; kombunanuja 321 ce oxdaryje 300r
napHocTn). JacHo je ma je caku Gpoj osor obmmka nemus ca 2,3,6,8,9, a
Kako 719876312 u 7| 9867312, Tpaskenn 6poj je 9867312.

Jlanuna MO:ke Ia OArOHETHE IIOJIMHOM y aBa more3a. Ha mpumep, y npBoMm
nore3y 3arpasku on Tarjane ma joj caonmtu P(1) (oBo murame Tpeba na
OPOLEHU BeJUYuHy Koepunujenara nomuaoma P(x); kako je P(x) nmomurom
ca koepunujentrma u3 Ny, cBaku koeduiujent je ve sehu ox a), a 3aTum
manp. P(10%), rme je a = P(1).

Heka je b = P(10%). Csaku npuponan 6poj uMa je AMHCTBEHO MPEACTABILA-
me y cucremy ca ocHoBoM 109, ma kako je 10¢ > a, KoepunujeHTH TOIUHOMA
P(x) cy ,,qudpe* y npencrasmamy 6poja by cucremy ca ocaoBom 10%.

ITorpebuo je jom morazaTu ma je jeman moTe3 HemoBoJsbaH ma Jlanurma
YTBPAM 3aMUNOIJFEHUM IIOJIMHOM, Tj. Ja 3a cBako k € 7Z mocrtoju 6ap 1aBa
nosuHOMa ca KoedunujentuMa y No, Koju nMmajy jenHake BpenHoctu y k.
Ako je k > 0, raksu nonunomu cy 2k u x+k, a 3a k < 0, taksu cy =+ (—k)
u 22+ (=k+ Dz + (—k).

Lpyeo pewewe. Kao m y mpBOM peleny, IpBO MUTalmE Tpeda na MOCTYKA
IPOLEHN BeJnYMHE Koeduuujenara u crenena noauaoMa P(x). Tome moske
na nocaysku Bpennoct nosuaoma y 2 (P(1) maje npoueny seauuune xoedu-
HujeHaTa, ajau He U CTeleHa IOJUHOMa, NOK P(2) Moske mociyskutu u 3a
jemHo u 3a npyro). Komkperno, kako je P(2) > 27, caemu n < [logy P(2)],
Kao U zxa je cBaku Koepuuujent ne Behu onx P(2).

Iaxme, nocie npsor kopaka, lanuna moxe na cysu Moryhuocr 3a P(z)
HA KOHAYaH CKyn mosjuHOMa. Heka cy To momuuomu Pj(x) (1 < i < k)
(mosmuoMu unju cy rkoedunujentu ue selim oxm P(2), cremen me Behiu ox
[log, P(2)] u Bpennoct y 2 jennara P(2)). Heka je

Q)= [ (Pi@)—Fi)).

i<i<j<k



Kako Q(x) Huje mmenTwukm jemsHak Hynw, nocroju b € 7, Tako ma je
Q(b) # 0. Hamuna y apyrom mote3y Tpeba ma murta 3a spemmoct P(b),
jep momuuomu P;(x) (1 < i < k) y3umajy pa3iauyure BPEAHOCTU y Tadky b.
Kao u y mpBoM pememy ce mokasyje na je jemaH moTe3 HEIOBOJbAH A
Jlaauna PEKOHCTPYUIIE 3aMUILLEHN TOJIUHOM.

Ilpyru paspen

Ila 6u maTa HejeAHAKOCT BAXKUIIA 38 LOBOJLHO BEJIMKO X, MOpa burn |a| < |A|

B C

b
(cnenm u3 a—i———i—% —lal m |[A+ —+ —| — |A] kan x — o0).
r oz r

(1) Axo je B>—4AC > 0, rana jemnaunaa Ar?+ Br+C = (0 mva pasiuauTe
peasne kopene (r1 u x2). V3 ycnosa 3amaTka, claena a1 jeaHaunHa
ar? + br + ¢ = 0 mma ucre xKopene (HapasHO, Bazku b? — 4ac > 0), ma

B? — 4AC B b? — dac
i =

B? —4AC = A%(x1 — 20)? = a®(z1 — x2)* = b* — dac.

BN |11 — X2| = , OJIaKJIE je

(2) Hera je B2 —4AC < 0 u b? — 4ac < 0. Kaxo je |A| > |a|, y oBom
ciyuajy DOBOJBHO je mokasaru na TBpheme Basku 3a A > a > 0. Heka

b
dyrEnUja ar? + b + ¢ TOCTUEE MUHUMYM y m (: —2—)7 a QyHKOUja
a

B
Ax? + Bz + C noctwxe MuruMyM y M <— ——>. Tana je

24
dac — b2 4AC — B?
QCT = am?+bm-+c < aM®+bM+c < AM?+BM+C = ———
IIa cJjgenu a
4ac —b* < T (4AC — B?) < 4AC — B2

eKa je - < u — 4ac > 0. ana je HejeIHAKOCT
(3) H je B? — 4AC 0 b2 — 4 0. T j J
laz? 4+ bz + c| < |A2? + Bx + C| ncnymena 3a csako € R akko Baku
ar’ +br+c< Az’ +Bx +C u —(ax2+bx+c) < Az? + Bz + C 3a
cBako T € R, 0OHOCHO aKKO BaKu
(A—a)z®> +(B=b)z+(C—c) >0 u (A+a)z*+(B+b)z+(C+c) =0,
Tj. aKKO
(B=b)?—4(A-a)(C—¢c)<0 u (B+b)?—4(A+a)(C+ec)<0.
CabupameM IPETXOMHUX HEjeIHAKOCTH, nobuja ce b? — dac < 4AC —
B2

Kako mperxomua Tpu ciaydaja regepunry ¢Be MOTYNHOCTH, OBUM je TPaKeHO
TBpbeme mokazamHo.



Heka cy F, F, G cpemumra nyxu AB, BC, DA, penom. Kako je

MTy MT, 2
VE VE 3 u <ITW'MT,
<EMF, cnemu na je ANTYMTy, ~

AEMF naje ThT» | EF. Ananoruo
ce nokasyje ma je T1T5 || EG, na Dy Co
kako je FF || AC, EG || BD nu '
ACLBD, cnemu T'To LT T5. Hakie,
ATlTQTg je IpaBoOyTJIn (<IT3T1T2 = M
90°), ma je meHTAp HEroBe ONUCAHE
KpYy:kHUIlE cpenumTe my:xm 1575.
Heka je O uenrap kBanpara ABCD.
W3 nperxomHor m OPEeACTABHABKA
TERKUIITA TPOYIJIa MPEKO BEKTOPa A E B
IOJIOKAja TEeMEHa CJenu

—

004 = 5 - (0T, + OT; ) = (1)
-[%-((79)+()_C)+m)+%-((74+0_ﬁ+0_1\’4)] -

—_— 1 _— = — = 1 —
-OM+§-(OA+OC+OB+OD)=§-OM.

Wl N = N =

Heka je AgBoCoDy caura kBagpara ABCD xoMOTETHjOM Ca IEHTPOM Y
O u roepunUjeHTOM % (To he OuTm KBazpaT 3 myTa Mame CTPAHUILE, Ca
nearpom O W CTpaHWIAMa TapajenHuM crpanunama ksanpara ABCD).
Kako ce tauka M wmanasu yumyrap kBaapata ABCD, mena caura he ce
youenoMm xomorerujom Hahin yuyrap ksanpara AgBoCoDy (13 (1) caemu na
ce tauka M mpecaukasa y Tauxy Ojr).
Ca mpyre cTpane, ako je O’ YHYTPAIIa TadKa KBaIpaTa ApBoCyDy, Heka
je Tauka M TakxBa ma je OM =3-00'. Taura M je yHyTpamma Tauka
kBanpara ABCD u unnykyje tauxy Oy 3a kojy Ba¥u (1). Caemu OO0’ =
1 —_— _— , . .
5+ OM = OOy, na ce tauke O u Oy mornanajy. Cremu na je caka
yayrpamma tauka (O') ksamparta AygByoCoDy n unnykosana tauka Oy 3a
Heky Ttauky M w3 yryrpa¥moctu kBangpara ABCD.
Ilakmie, TpaskeHO NEOMETPHUjCKO MECTO TAYaKa je YHYTPAIIHOCT KBAIAPATA
KOju ce mobuja kao xoMoTeTndHa cauka kpaapara ABC D, xoMOTeTHjoM ca
1

nenTpoM O U KOCQUIUjEHTOM 3 .

Kaxro je S(2)NS(y) = 0 aro u camo ako jemmaumna 2" +x+1 = y"™+y+1 Hema
pemema y CKymny TpUPOTHUX OpojeBa pasiumunTtux on 1, Tpeba ogpemuru
pasnumynTe y3ajaMHO IpocTe OpojeBe x 1 Y, TAKBe Ja naTa jeTHAUNHa HEMa
pemema. Kako cy & u y pazauuutu, T0 OpOjeBU N U M HE MOTY y UCTO
BpeMe OumTu mapHU, jep ce Tama 6poj z" + x + 1 paznuryje 3a x4+ 1 on
HajOmmEer moTHmyHOT KBanpata (jep je n = 2), a 6poj y"™ +y+ 1 pasnuryje
3a y+ 1 om HajOamwKer MOTOYHOT KBaapara, na opojesu 2" +x+1u y™" +y+1
HUCY jemHaku. 3Hauum OapeMm jeman on OpojeBa m 1 m Mopa OUTU HemapaH,



HOD. . YKOJUKO JaTa jefHAUMHA UMa pelrema, Mopa outu x(x" 1 + 1) =
y(y™~ 1 + 1), mro je memoryhe ykKoauKO HOp. mOCTOju memumar Gpoj y
KOoju HUje menwian Opoj x u koju je obmura 4k + 3 (jep 6poj —1 muje
KBAAPATHU OCTATAK IO MOAYJy Opoja obauka 4k + 3). Buauu, 3a x u y ce
MOI'Y Y3€TH Pa3JIUduTU IpocTu OpojeBu obmmka 4k + 3, a 3a TpaKeHU CKyI
ce MOKe y3eTu Dalll CKyIl CBUX IpocTux 6pojesa obiuura 4k + 3. OBaj cryn
je BGeckoHauaH, Ia IpeMa IPeTXOLHOM 3a10B0OJbaBa CBE yCJoBe 3a1arka (Tj.
OATrOBOD HA MUTAHE U3 338JATKA je IIO3UTUBAH).

Upyeo pewewe. Hexa cy z n y npuponuu OpojeBu, TakBu na je 3 < x < y
ny=1(modz). Tamajel=z"+2+1=y"+y+1=3 (modx), nma
x| (3—=1)=2, mro je memoryhe (z > 3).

Cryn A ce moske roHcTpyucaru maayktusHO. Heka je A = {aj,aq9,...},
a1 = 3. 3aay,...,a, € A, IO KMHECKO] TEOPEMU O OCTAIMA, TTOCTOJU &
3a koju Baku = = 1 (mod a;) 3a cBaro 1 < i < n (jep cy mo mpernocraBuu
6pojesn a;,1 < i < n, mo naposuma ysajamuo npoctu). Mebyrum, Taksn
cy u opojesu x +k-ay-...-a, 3a cBako k € Z. Hexa je any1 jenan oxn
TakBUX OpojeBa kKoju je Behu on a,.

ITo koucTpyruuju je (a;,a;) = 1 3a cBe i # j, a IpeMa rOpmEM pasMaTpamy
jemnaumna a;' +a; +1 = aj" +a;+ 1 Hema pemema (jep3ai<jBaxma; =1
(mod a;)), Tj. Basku S(a;) NS(a;) =0 3a cee i # j.

Herka cy L u D xpajwu neBu u kpajimu necuam HoBumh. Kako ce mapuoct
6poja HOBumha OKPEHYTHUX IJIABOM HArOpe HE Mema, He MOsKe ce mohwu mo
cuTyammje Ja OCTaHe IBa HOBUMNA OJ KOjUX je jelaH OKPEHYT MUCMOM, a
npyru riiapoM Harope. JlokazalieMO MHIyKIUjOM IO N A& CE€ UI'Pa MOKE
sappmuTy camo 3an =0 (mod 3) mun =2 (mod 3) u na hie y npsom cayuajy
L nu D 6utu OKpeHyTU TJIaBOM, & y APYTOM MUCMOM HATOPE.

Tepbeme je rauno n = 2,3. Heka ce 3a HEKO N MOKE 3aBPIIUTU UT'DA U HEKA
je k mosunuja mosuuhia X (6pojehwu ¢ smesa) kKoju Gu mpu TOM mOCIEIHU
O6mo yRJIOHEH. 3aBpiiaBajynu urpy ca n skeToHa, 3aBpIIaBajy ce U Urpe
ca k :xerona ox L mo X, u can—k+ 1 xerona oq X no D (ykmyuyjyhn
n wux). Tako he mpe yrnamama mosumha X ca ropme crpane L Gutu
ranasa (omHocHO meMo) akko k = 0 (mod 3) (ogmocuo k =2 (mod 3)), mox
he ca ropwe crpane D Guru rnasa (mucmo) akko n— k+ 1 = 0 (mod 3)
(n—k+1 =2 (mod 3)). Yruaamame nopunhia X he oxpenyru L u D.
IIpema Tome, y 3aBpmrHOj mo3unuju he Ha ropwmoj crpame L m D butn
mreMo akko k =n — k41 =0 (mod 3), omakne je n = 2 (mod 3), a rnasa
akko k=n—k+1=2 (mod 3), omakne je n =0 (mod 3).

Ca gpyre crpaHe, YRIabambeM PeIOM APYror, yeTBpTor u Tpelier HoBuuha
caeBa (TUM pegoM) urpa ca n HOBUMiia ce CBOAW HA Urpy ca n—3 HoBuuha,
na ce urpe ca n =0 (mod 3) u n =2 (mod 3) 3aBpmanajy.

Jpyeo pewemwe. 3amarak ce MOMKE DEIIUTU TAKO INTO C€ CBAKOM HOBUMILY
OKPEHYTOM IHUCMOM Harope ca t HoBumha OKpEHYTUX I'JIaBOM HArope JeBO



on mera poneau 6poj (—1)'; mokasyje ce ma je 36up oBux Gpojesa MO MO-
nyny 3 maBapujanTad (Heka je To S; Tpeba mposeputu 4 mMoryhuocTH 3a
pacnopen HOBUMha KOju ce Hajasze OKO HoBumha koju ce ykiama: [I-IT, II-
I, T-1I, T-T"). Kako je mapuoct 6poja HoBunhia OKpEHYTHX [IaBOM HArOpe
VHBAPUjaHTHA, AKO C€ Urpa 3aBpliaBa, Mopa ce nohu mnu no curyanuje na
cy mocienma aBa HoBumlla OKpeHyTa muCMOM Harope (taza je S = 2, T1j.
n =2 (mod 3)) wim 0o cuTyanmje ma Cy mocJaeqma ABa HOBUMNa OKpEeHyTa
ranasoM Harope (taga je S =0, tj. n =0 (mod 3)).

Ila ce y oBuM cuTyanujaMa WI'pa 3aBpIlIaBa, TOKa3yje ce Kao y IPBOM
pememny.

Tpehu u uerBpTU pa3pern

W3 wejemnarkoctu Komwu-IlIBapi-BymakoBckor ciaenu

x Y Z 2 2 2 2
<y2+2+22+$+x2+y) (¥ +2) +y(2* +2) + 202" +y)) > (wty+2)",

na je 10BOJbHO mokazatu aa je 4(z+y+2)% = 9(z(y?+2)+y(2%+2)+2(22 +vy)),
Tj. mocae cpebusama 4(x? + y? + 22) = 2y +yz + 2o + 9(wy? + y2? + 22?).
Kaxro je x? + 3% + 22 > 2y + yz + 22, ZOBOJLHO je JOKA3aTU Ia je

22+ % + 22 > 3(xy? +y2® 4 22?).

Kako je 221 = 2?(x+y+2) = 23 + 22y +2%2 u comuno 3a y u z, cabupamem
HejenHakocTu (Koje cy mocienuna HejemHakoctu u3meDy apurMmeruuke u
reOMeTPUjCKe CPeIuHe)

z(2? +2%) > 22%2  y(a® +y?) =22y 2(2% +y?) = 22%

noduja ce TpaskeHa HejeTHAKOCT.

Ila 6u BaskniIa jeAHAKOCT, HOTPEOHO na je © = y = z, I1a Kako je x+y+z = 1,

claenV Ia HEejeTHAKOCT BaKU aKO M CAMO aKO je T =Y = 2 = % .

IlaTa jenHadmHa je eKBUBAJIEHTHA Ca

zy(q —p) = pq(z +y), (*)

OOJHOCHO Ca
[(q — p)x —pq] - [(¢ — p)y — pa] = P*¢*.

1
KaKojeAz(q—p)x—pq:pqx( ————— >:%>O,cneﬂm(q—p)x—
p

Y
pq,(q—p)x—pg e Nu y = % . Kako ¢y p u ¢ mpoctu Gpojesu, moxke ce

mecuTu jemna on ciaemehmx curyamumja:



(1)

Ako je A = 1, caemu y = pgr, na ce yspumrasameM y (*) nobuja
v pqg+1

. OBo maje pemema ako (¢ —p) | (pg+ 1) u To cy ypebenn

m+1mw+ﬂ>
g-p’ aq-p )

Curyamuja A = p?q¢® je cumerpuuna martoj (moma3Ha jemHaumHA je
CUMEeTpUYHA II0 T U ¥), Ia ce OJaBle, IPU UCTOM YCJIOBY, nobujajy

IapoBU (

(pq@w-%l) pq%-l)
permema , )
q—p q—p
Ako je A = p, ciemu y = qr, ma ce yBpmTasBameM y (x) mobuja
1
T = M OBo maje pemema ako (¢ — p) | p(¢ + 1), Tj. momro
q—p

je (g —p) =1 aro (¢ —p) | (¢+1), m To cy ypebenn naposu
(p@+1)pﬂq+ﬂ)
a-p = q-p )
Curyanuja A = pg® je cumerpuuna natoj (MoNa3Ha jemHAUWHA je CU-
MeTpUYHA 10 T U Yy), Ha ce oJaBle, LIPU KCTOM YCJOBY, HOOUjajy
pa(g +1) Mq+U>
g—p ' qa-p )

perremna (

Ako je A = ¢, cienqu y = pr, ma ce yBpmrTasBameM y (x) mobuja

1
= M OBo naje pemema ako (¢ —p) | q(p+ 1), Tj. momro
q—p
je (¢ —p) = 1 axo (¢ —p) | (p+1), m r0 cy ypebenn maposn
(MP+JJ pa(p+1)

q—p = q—p
Curyamaja A = p?q je cumerpuyna natoj (TMoMa3Ha jeHAYMHA je CH-
METpUYHA [0 T U ¥y), Ha Ce OJaBle, IPU UCTOM YCJIOBY, HOOHUjajy

pam&a(m@+1pq@+w>,

q—p q—p
o gz -
Axo je A=p? cnemm y = = , ma ce yspmraBameM y (x) mobuja x =
p

plp+49) q). Ozo maje pemema axo (¢—p) | (p+q), Tj. momro je (p,q—p) =

q—p
1 ako (¢—p) | (p+q), u To cy ypebenn naposu (p(p—l— a) , q(p—|—q)).
q—p q—p

Curyanuja A = ¢° je cumerpuuna natoj (mosasHa jemHaumHa je cu-

METpUYHA [0 T U ¥y), Ha Ce OJaBle, IPU UCTOM YCJIOBY, HOOUjajy
alp+q) Mp+®)

a-p  q-p )

perrema (

Ako je A =pq, cienu y = x, ma ce yBpmraBameMm y (x) mobuja x =
2

2P Opo naje pemema ako (¢ —p) | 2pg, Tj. momro je (pg,q—p) =1
q—p



2 2
ako (¢—p) € {1,2}, u To cy ypebenu naposu (ﬂ , '
q—p q—Pp

3a p=2,q=3 naje pememe xr =y = 6, a 3a TpocTe p 1 ¢ = p+ 2 naje
pelieme T =y = pq).

> (omrOCHO

. — - == - —
Hera je ABCD matu terpaenap, AC = @, DB = b, |a| =a, |b| =0,
a > b (Bumu ciauky) m Heka yrao msmeDy Bekropa a u b uuje omrap (y
CynpOTHOM cioBuMa B u D MOKeMO 3aMEHUTU MEeCTa) U Heka je jemHak 6.
Younmo nBe mapaJienqne paBHU o U o Koje canp¥e mumomnasne npase AC
u BD. Hexka je pacrojame uamebhy mux h.
PaBuu roje ce y 3amaTtky Tpaske Tpaskmhemo mebhy paBHUMa HOPMAJJIHUM

Ha «. IlocraBmMo HOpMasiHO Ha paBaH « paBaH 3, KOja je W mapajeHa
—
—
BekTopy d + b. Takobe, mocrasumo pasan [ HOpMaJHY Ha paBaH o U

BEKTOD @ .
Horasxknmo na cy 8 u 3 Tpaskene papHHU.
B - /
Dy @

(0%
Cp By \
AN o]
~
~

[Ipojexnuja Terpaenpa ua pasan 3 je tpame3d A;D1B1Ci ca ocHOBUIAMA
—
A1Cy w DBy n Bucunom h, pu wemy je |A1C1|+|D1By| =|ad + b|. Tana
je
1 1 —
Pa,pBicy = 5 (|A101| + |D1B1|) ~h= ih |7 + b |

IIpojernuja rerpaenpa na pasar (' je AAyByDs, unja je moBpmuHa
1 1 )
Pa,B,py = ih' |BoDs| = Eh - bsin6.

Konauno, nmamo na je

Pa,pipicy |7+?| _\/a? 4 b — 2abcos(m — )

P4, B,D, bsin 6 bsind
2 2 2 2 2
N Va2 +b . 2ab cosf > \/a.—l—b > \/2b _ \/§ > VB,
bsin 6 bsin 0 bsinf  sinf

mTo je u Tpebayio moKa3aTu.



Caku ox kBaapara koju bopbhe youu oxpebhyje HEKu mOICKYI OJba gaTe
rabaumne. Taxobe, 3a ¢pammnujy ckymoBa rxoje Dhopbe youwm, cBaku ere-
MeHT Tabiuie onpebyje ¢pammanjy nonckymnosa m3 youene pamwuiuje. Jla
6u bopbe morao ma ompenu pacmopen eiemeHara, TOTPEOHO je na pa3im-
YUTUM €JEeMEHTHMa OArOBapajy pas3iandure HogPpaMUIAje, OJHOCHO Ia 3a
CBaKa IBa eJIeMeHTa IIOCTOJU MOICKYI y yO4UeHO] (paMUIMjU KOJU CaAPKUA
jenaH on BUX, a HE CAAPKU IPYTU.

Pamumnuja monckymnosa koja je onpebena ca 12 kBamgparta 4 X 4 KOjU HATEKY
6ap jeJHOM CBOjOM MBUIIOM HA MBUILY HOJA3HOT KBAAPATA je NJOBOJbHA (HIID.
[EHTPAJIHA KBaAPAT IPUIA 18 CBUM IOJCKYIIOBAMA, yTaOHN CAMO IO jeTHOM,
nra.). Hawmve, mo mperxomuom u 300r cumerpuje je LOBOJLHO IHOKA3ATH
[a ce TMpOW3BOJbHA MOBa MOJba U3 ,,TOPHEr-ieBor ‘ kBamgpara 4 X 4 mory
,pasznsojuru“ (nHAUE Cy ,,pa3aBojeHu ‘ ynpaso ca muM). Ta nsa eaementa
HE TIpunanajy Ouio mCcToj BpCTU, OMIIO UCTO] KOJIOHU, Ia je jaCHO 1a Ce OBO
MOsKe yurHUTK (HAa NPBOj CIUIM je IOKAa3aHO KaKO Ce ,,pa3asajajy‘ moma
Ha KOjuMa Cy Ipa3aH U IYH *KeTOH-OHA MPUIALA]y Pa3JIMIUTUM KOJIOHAMA,
na je yoden kBazapar 4 X 4 koju MBUIOM ,,pa3nsaja‘ Te KOJIOHE).

(JLJICIL

E®: @
@O £®:
®
o

® @

oj0o|0j0|0|0|O

Ca mpyre crpaHe yodeHa paMuimja Mopa Ja ,,pa3faBoju‘ UBUYHA HOJHA Ta-
6ae (Tj. mosma ca Apyre ciauke Ha KojuMma ce HaJjase skeronu). Jlakie, 3a
CBaKy oX nmoneb/baHuX JMHUja ca Cauke (Te JUHUje ,pa3asajajy’ yodeHa
nosmba u uMa ux 24) Mopa y youeHO] GpaMUIUjU MOCTOJATU KBAIAPAT KOJU
je cagpxu. MeDhyTum, TakaB KBaapaT MOKE CaApP:KATU HAjBUIIE IBE TaKBe
auauje (Moryhe cy camo curyanuje Koje oarosapajy mpadupasuM KBa,[pa-
TUMa Cca CJMKe), Ia youeHa (amuiauja Mopa umaTtu 6ap 12 esemenara.

Ilakae, HBopDhy je morpebHo 12 murama na oTEpuje pacmopen OpojeBa Koju
je Mumom 3amucauo (4 HOBOJBHO, aKO HOP. u3abepe rope HaBEAEHA IU-
Tama).

MaJsa ommMnujana

Axo je 1 € Aux € B (takso x nocroju, jep je B#0), ranajex=1-z€ A
(mo (3)), mro je rourpamukuuja. Ciuenn 1 € B. Kako je 6+7=13€ A, u3
(2) cnemm na je mmu 6,7 € Aunwm 6,7 € B. Axo je 6,7 € A, xako je 1 € B, mo
(2) cmemu 7 =146 € A, mTo je KOHTpaUKIWMja. AHAJIOrHO, KOpUTlemeMm



Beza 3+ 10 =13, 5+8 =13, 44+ 9 = 13, 2+ 11 = 13, pemom, yTBphyje
ce ma cy cBu OpojeBu Mamu ox 13 y ckyny B. Cana ce MHOYKIMjOM JAKO
[IOKa3yje Ja Cy CBU eJIeMeHTH CcKyna S Koju Hucy nessusu ca 13 y ckyny B
(rope je yrBpbena 6a3a; axo je 13k +r € B, 3akeNul<r <12u ako
je 13(k+1) € S, rana je, no (2), 13(k+1) =13k + 13 € B).

Ilakmne, Tpeba jem pasBpcraTé MO CKymoBuMa OpojeBe m3 S Koju cy

nemuBy ca 13. Aro cy Heku 6pojeBu mespuBu ca 13 y crymy B, tana meby

2006

muMa nocroju HajMamu. Heka je To 6poj 13k (2 < k < 3 ] = 154).

Munyrumjom (kao m rope), caenn na cy tana u 6pojesn 13m (K < m < 154)
y ckyny B, ma je m 13-154 € B. Mebyrum, kako 13 { 154, mo (3), rako
je 13 € A,154 € B, cnenu 13 - 154 € A, wro je rourpamurimja (Tj. xa
13 1 154 je rbyd 3amaTka; OBy UMHEHUILY je€ caBe3Ha KoMmucuja 60moBasa
ca 7 moeHa).

Hakae, y ckyny A ce mamase cBu Opojesu u3 S memusBu ca 13 (u camo
oHn), na je |A| = 154.

Zpyeo pewewe. Kao u y mpsom pemewny, yrepbhyje ce na je 1 € B. Axko Hucy
cBu OpojeBu Mamu ox 13 y ckyny B, tana meby muma mocroju HajMamu
koju je y ckymy A. Heka je To 6poj r. Unnykuumjom, ciaemu na cy OpojeBu
14+ kr (1 <k<13)y ckyny B. Kaxko je (r,13) = 1, ropwmu 6pojesu uune
TOTIYH CUCTEM OCTaTaka mpu Aebemy ca 13, ma meby muma mocToju 6poj
nemus ca 13. IIputom To HEje 6poj 1 + 13r.

1+k
Haxrne, 3a wexko 1 < k < 12 Basgkm 1 + kr = 13- n, ma je n = R
1412 13
3 ! <r. Canenu n € B, na je 1 + kr = 13n € A, mro je KOHTpaIUKIU]a.

Kon onpebusama ckyna A, npsu (a akO Ceé OTKJIOHU W jeauHU) TpPOGIeM
Hacraje Kom Opoja 169 = 132 (cBu GpojeBu gemusu ca 13 mMamu om mera
cy npoussox 6poja 13 u mekor 6poja 3a koju ce Beh 3ua ma je y crymy B).
Mebyrum, ako 6u ouno 13-13 € B, raga 6u 6uno u 14-13 =13-134+13€ B
(mo (2)), a ca apyre crpane 13-14 € A (no (3), jep je 13 € A,14 € B).

Haxme, 13,132 € A, nma kako je 13 > 2006, cBu 6pojesu memuBu ca 13 y
crymy S cy mim obaura 13n mnu obiuka 132n, rae 13 1 n, omakue caenu
na cy cBu OpojeBu memuBu ca 13 y crymy A.

Heka je AB =cu BC = a. Heka cy tauke D, F u F na noaynpasoj BC,

2 4
TakBe na je BD = ga, BE = ga u BF = 2a. Kako je BP : PC =2 :1,

10 Tauka P npunana kpyskauinu ki, rae je ki (E, %a). Kako je taurka @
cumerpuuna tauku Py omuocy Ha AC, oma mpunana kpy:kuunu kg, rue
je ko (D, %a), Koja je cuMmerpuuHa KpyskHumm ki y ommocy ma AC. Kaxko
je <BQE = 90°, rao yrao manm npedynukoM BFE kpy:kHUIEe ky, 1 Kako je
BQA =90°, ciienu na cy tauke E, Q u A xonmuueapue. Heka je G mpeceuna
Tauyry KpyskHule ko u xunorenyse AB (paznnunrta on B). U3 cumerpuje
rauaka P u @ y omuocy va AC, cnemu AQ =4 u CQ = 1.



W3 rerusnoctu yerBopoyraa ABCQ ciaemu na je <BAQ = 180° —<BCQ =
<ECQ. Cuauuno, u3z teruBHOoCcTU uveTBOpoyria BEQG, canemu <BEQ =
180° — «BGQ = <AGQ. Hakne, Baku AEQC ~ AGQA. U3 masemene

CINYHOCTU CJean

4Q 4G
cQ CE’

. BE  BG . 2
na je AG = %a. U3z ABEG ~ ABAC cuenu BA - BO’ na je BG = 43—6.

N3 AB = AG + GB, omHOCHO ¢ = %a—i— 4?%2, nobuja ce ¢ = 2a.

Konauno, uz AB = 2BC u <ACB = 90° mobuja ce <CAB = 30° u <ABC =
60°.

B
a
ot \p
k
A
E
k

i

Apyeo pewewe. Hexra je BC' = a, AC =b, AB = ¢,<ABC = u <ACP =

0. Kako je uwerBopoyrao ABC(Q reruBan, a tauke B u () ce Hasase ca

paznuuntux crpana npase AB, To je <AQC = 180° — <ABC = 180° — 3.

Opnatie u u3 noxynapuaoctu Tpoyrinosa NAAPC u AAQC caemu <AQC =

<APC = 180°— . Tlpumenom cunycue Teopeme Ha Tpoyrao AAPC mobuja
4 b

““ sins  sin(180° — )

, OJHOCHO

4sin 8

sind =

IIpumenoMm KOCUHYCHE TeopeMe Ha UCTU TPOyrao modbuja ce
b? =12 4+ 4% — 8¢0s(180° — B) = 17 + 8 cos j. (2)

b
N3 rocunycue teopeme 3a tpoyrao ABCP, kako je a = — u (1), cnenn

tg B

22 = a® + 1% — 2acos(90° — §) = a* + 1? — 2asind =



2 . 2
(L) +1-2 b 4Slnﬁ:<i) +1—8cosf3, OmHOCHO

tg /3 tgf b tg
1 —cos? 3
2_ .2 — .
b =tg“B (3 +8cosf) = o523 (34 8cosf). (3)
N3 (2) u (3) nobuja ce jenHadmsa
1 —cos? 3
17+8C086_W'(3+8C086)5

KOja ce mociie cMeHe x = cosJ u cpebhuBama cBOIU Ha
162° +202° — 8z — 3 =0.

Jenso meHO pememe je x = % , Ia cienu

162% 4+ 2022 — 82z — 3 =16 - :v—l :v—f—l x+§
a 2 4 2/

TE Cy H-E€HA pelllemha U T = —i uzx= —%. Kako je x = cosf8 u B < 90°,
CB 1

Mopa burtu cos 3 = %, ma je BA = cosf3 = 5 ORHOCHO <CAB = 30° u

<ABC = 60°.

Hera je S,(n), rme je p mpoct, a n npuponas 6poj, Hajsehn HeneraruBan
meo 6poj r 3a xoju p” | n! (ckpaheno p” || n!). Tana je

S, (n) = E] ; [%] ; L%] o

Ako je k = p®, rue je p mpocr, a o npuponad 6poj, kakxo k | (711), TO ce Opoj
n Moske 3amucatu y obmuky pPr, rme je 3 = a u (p,r) = 1. Ilocmarpajmo

OMHOMHM KOe(UIjeHT . Axo je r > 1, Tana je

o
Sp(nl; =8, (1) = 8y ((r = 1)p°%) =
(]2 (2220 - (2 -3 22 -
(5] [2572) cn-500-s0--
Sp(r) = Sp(r —1) = 0 1j. pt (). Coenu a 3a youeno k mopa Gurn

r = 1, ogHOCHO N = pﬁ (makme, 3a OBakBO k, m CMe MMaTU CaMO jelIaH
IPOCT HEeJUIal U TO OAll p).

Heka je a > 1. Ilo ropmem pasmarpamy je n = p°, ma je

5, 0°)-5, 0" )-8, " - 1) = (5] - [ - [ 2] 4

p p p




()5 [#25)
(=1- =1 -0 - () - 5 )- =)
=1, 1. p* (,2). Haxre, p* J((pﬁ )
gexa je a=1. Tlo ropmexn pasmatpaiy je n = p?. Heka je 1 <i<p®—1.
ama je
505,000 (][] - [
(B-[F -5 ]) (]l - )
B i B i s _
(Bl-lA-15) = (5)-[F] - [51) -

ma ciaenn aa p | (pf) 3a cako i (1 <i<pl—1).

Cunemu, 3a k = p“ He mocroju TpaskeHo n 3a « > 1, omHOCHO 3a « = 1
TpaxkeHn 6pojeBu n cy cBU OpojeBu obmura n = pS, 3> 1

Yromuko Opoj k Huje obsmka p<, OHOAA MOCTOje TPOCTU OpojeBu p u
q xoju ra neme. Mebyrum, us p | (}),(5)....,(,",), omsocHo ¢ |
(M, (5).---.(,",) na ocHOoBy pasmaTpaHOr ciemu Aa Gpoj n Mopa GuTH
CTEeNeH W MpOCTOr Opoja p m mpocTor 6poja ¢, mTo je memoryhe.

Iaxkne, cea pemema (Tj. ypebenn maposu (k,n)) cy obaura (p,pﬁ), rue je
p npoct 6poj, a f € N.

Apyeo pewewe. Daparame ca Sp(n) ce moxke n3behu. Heka p® || k. U3
k| (Z)7 cnemu n = p°r, roe je B = a, (r,p) =1. Axo je r > 1, Tana je

(n) :n-(n—l)n..-(n—pﬁ—l—l)'

P 1-2-...-p8
Kako je p' || i< pt | n—i=p% —i,3a1<i<p?—1 (jep 3a Te 6pojese

n
jet < f), cnerm ma p{ 5 Tj. n u k He cMejy mMaTH BUIIE O jeIHOT
p

IIPOCTOT AEeJINOoIA.

AmanorauMm pasmaTrpameM ce onbalyje u curyanumja « > 1 u momasm 1o
perema.

mp Bophe Kpmunuh, Leoepad



