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Prvi razred , A kategorija

1. Neka je M sredixte stranice BC, a M ′ presek sime-
trale stranice BC i duжi AK. Kako je M sredixte
duжi HK i MM ′ ‖ AH, to je MM ′ sredƬa linija

trougla AHK, pa je 2 ·
−−−→
MM ′ =

−−→
HA. Ako je O centar

opisane kruжnice trougla ABC, tada je
−−→
HA = 2·−−→MO,

pa je prema prethodnom O ≡ M ′ i samim tim AK
preqnik opisane kruжnice trougla ABC. (Tangenta
66, str. 40, Nagradni zadaci, M989)
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Pretpostavimo da ovakvo m ∈ Z postoji. Kako je q(m) = (m− 1) ·m · (m+1)+ 3, a (m− 1) ·m · (m+ 1) deƩivo2.
sa 3 kao proizvod tri uzastopna broja, to 3 | q(m), pa 3 | p(m). Samim tim,

3 | p(m)− q(m) = m2 + 2m− 1 = 3m+ (m2 −m− 1),

tj. 3 | m2−m− 1. Kako je m2 ≡ 1 (mod 3) kada m nije deƩivo sa 3, a m2−m− 1 ≡ 2 (mod 3) kada je m deƩivo
sa 3, to m2 −m− 1 nije deƩivo sa 3, kontradikcija.

Dokaza�emo da postoji beskonaqno mnogo brojeva n takvih da je xn deƩiv sa 3, a da nije deƩiv sa 9, odakle3.

�e slediti tvr�eƬe zadatka. Kako svaki prirodan broj daje isti ostatak po modulu 9 kao i zbir Ƭegovih
cifara, to je

xn ≡ S(12) + S(22) + . . .+ S(n2) ≡ 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 9),

gde smo sa S(m) oznaqili zbir cifara prirodnog broja m. Specijalno xn ≡ n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 3). Odabe-

rimo broj n u obliku n = 9k, k ∈ N, gde broj k nije deƩiv sa 3. Tada je
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

3k(9k + 1)(18k + 1)

2
deƩiv sa 3, a nije deƩiv sa 9, a time 3 | xn i 9 ∤ xn. Dakle, za svaki prirodan broj n = 9k, gde je k prirodan
broj koji nije deƩiv sa 3, broj xn nije potpun stepen. Kako prirodnih brojeva k sa navedenom osobinom
ima beskonaqno mnogo, to je dokaz zavrxen.

4. Neka je O presek dijagonala qetvorougla ABCD.
Bez umaƬeƬa opxtosti pretpostavimo da se taqka
P nalazi u △ABC. Kako je ∢APD = ∢BPC, to je
180◦ > ∢APC = ∢APD + ∢CPD = ∢BPC + ∢CPD, pa
je P u △AOB i vaжi ∢APC = ∢BPD. Kako je P na
simetrali duжi AD to je AP = DP , a kako je P na
simetrali duжi BC to je BP = CP , pa su trouglovi
APC i DPB podudarni i vaжi AC = BD. Sada,
kako je CQ = DQ (jer je Q na simetrali duжi CD)
i AQ = BQ (jer je Q na simetrali duжi AB), to su
i trouglovi AQC i BQD podudarni.
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Pretpostavimo da se taqka Q nalazi u △AOB ili △COD. Tada, kako je ∢AQC = ∢BQD, to je ∢AQD =
∢BQC, pa kako je AQ = BQ i DQ = CQ, to je △AQD ∼= △BQC. Me�utim, tada je ∢DAB = ∢DAQ+∢QAB =
∢CBQ + ∢QBA = ∢ABC, i analogno ∢ADC = ∢BCD, pa je qetvorougao ABCD trapez, kontradikcija.
Dakle, bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je taqka Q u △AOD, pa je ∢AQB = ∢AQC−∢BQC =
∢BQD − ∢BQC = ∢CQD, xto je i trebalo dokazati.

Neka su a1, a2, . . . , an brojevi zapisani na karticama i neka je p traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva5.

ai, 1 6 i 6 n, moramo postaviti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je jedan ai,

pa je p>
n

3
. Razmotrimo slede�a tri sluqaja:

Prvi sluqaj. n = 3k, za neko k ∈ N. Tada je p>k. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode a3l+1a3l+2a3l+3, za
06 l6 k− 1, dobijamo da je p = k (proizvod brojeva na karticama jednak je proizvodu brojeva koje dobijamo
kao odgovore na pitaƬa).



Drugi sluqaj. n = 3k + 1, za neko k ∈ N. Tada je p > k + 1. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode
a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1, za 3 6 l 6 k, dobijamo da je p = k + 1, jer je proizvod brojeva koje
dobijamo kao odgovore na pitaƬa jednak proizvodu brojeva na karticama, tj.

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
k∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
n∏

l=1

al =

n∏

l=1

al.

Tre�i sluqaj. n = 3k + 2, za neko k ∈ N. Tada je p > k + 1. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode
a1a2a3, a1a2a4, a1a2a5 i a3la3l+1a3l+2, za 2 6 l 6 k, dobijamo da je p 6 k + 2 (sliqno kao u prva dva sluqaja).
Dokaжimo da se sa k + 1 pitaƬa ne moжe dobiti жeƩeno. U suprotnom, u trojkama za koje su postavƩena
pitaƬa uqestvuje ukupno n+ 1 brojeva, pa kako svaki broj mora da uqestvuje u postavƩenim pitaƬima, za
jedan broj su postavƩena taqno dva pitaƬa. Ako je taj broj x, a y i z neki od brojeva koji uqestvuju u
razliqitim pitaƬima vezanim za x, tada iste odgovore dobijamo i za brojeve −x, −y, −z, a ovom zamenom
se proizvod svih brojeva meƬa, kontradikcija.

Drugi razred , A kategorija

Ako je x = 0 nejednakost vaжi za svako a. Ako je x 6= 0, deƩeƬem sa x2 i uvo�eƬem smene t = x+ 1

x
nejednakost1.

postaje ekvivalentna sa
f(t) = t2 + at+ a+ 1 > 0,

za t /∈ (−2, 2) (jer kvadratna jednaqina x2 − tx + 1 = 0 ima rexeƬe u skupu realnih brojeva ako i samo ako
t 6∈ (−2, 2)). Diskriminanta trinoma f(t) je D = a2 − 4a− 4. DovoƩno je razmotriti slede�a dva sluqaja.
Prvi sluqaj. Neka je D < 0, tj. a ∈ (2− 2

√
2, 2 + 2

√
2). Tada nejednakost f(t) > 0 vaжi za svako realno t, pa i

za t /∈ (−2, 2).
Drugi sluqaj. Neka je D > 0, tj. a ∈ (−∞, 2 − 2

√
2] ∪ [2 + 2

√
2,+∞). Tada nejednakost f(t) > 0 vaжi za sve

t /∈ (−2, 2) akko je f(2) > 0, f(−2) > 0 i ako se teme kvadratne funkcije f(t) nalazi u (−2, 2), tj. −2 < −a
2
< 2.

Ove nejednakosti redom daju a > − 5

3
, a < 5, 4 > a > −4, pa je traжeni skup parametara u ovom sluqaju

(− 5

3
, 2− 2

√
2].

Dakle, traжeni skup parametara je a ∈ (− 5

3
, 2 + 2

√
2).

Primetimo da za |z| 6 1 vaжi a > | − zi|, pa moжemo pretpostaviti da je a 6= −zi. Tada vaжi slede�i niz2.

ekvivalencija ∣
∣
∣
∣

az − i

a+ zi

∣
∣
∣
∣
6 1 ⇔ |az − i|6 |a+ zi| ⇔ |az − i|2 6 |a+ zi|2.

Kako je |az − i|2 = (az − i)(az + i) = a2|z|2 − iaz + iaz + 1 i |a+ zi|2 = (a+ zi)(a− zi) = a2 + iaz − iaz + |z|2, to je

|az − i|2 6 |a+ zi|2 ⇔ a2|z|2 + 16 a2 + |z|2 ⇔ (a2 − 1)(|z|2 − 1)6 0 ⇔ |z|6 1,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11,3.
55 ili 99, jer ti brojevi daju ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a nije sa
4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k+
4444, za neke a, k ∈ N. Broj a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k+ 1111. Me�utim,
broj 2500k+ 1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe biti potpun kvadrat, kontradikcija.

4. Oznaqimo sa S(XY Z) povrxinu trougla XY Z. Kako
je AM = MB i PM = MQ, to se dijagonale qetvo-
rougla APBQ polove, pa je on paralelogram. Sada,
kako je EP ‖ AQ, to je S(AEQ) = S(APQ), a kako
je PD ‖ QB, to je S(QDB) = S(QPB), pa kako je
S(APQ) = S(QPB), to je S(AEQ) = S(QDB). Kako je
AE = BD, to su visine trouglova AQE i BDQ koje
odgovaraju ovim stranicama jednake, odnosno taqka
Q je jednako udaƩena od pravih AE i BD, xto je i
trebalo dokazati.
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Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih5.

brojeva. Razbijmo tablicu na 50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310
razliqitih brojeva.



Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u
(2k − 1)-vu vrstu sve prirodne brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od 6k + 1
do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se nalaze brojevi od 1 do 310.

Tre�i razred , A kategorija

Uslov definisanosti datog izraza je 2x+1 6= 5

2
i x2

−3

2
> 3, odnosno x ∈ (−∞,−3)∪(3,+∞). Kako je 2x−16>01.

akko je x ∈ [4,+∞), a 92x+1 − 243> 0 akko je x ∈
[
3

4
,+∞

)
, to je (uz uslov definisanosti) dati izraz ne ve�i

od 0 akko je x ∈ (3, 4]. (Tangenta 64, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 15)

Po definiciji, determinanta je zbir n! sabiraka koji predstavƩaju (do na znak) proizvod n elemenata,2.

pri qemu je iz svake vrste i svake kolone odabran po taqno jedan element. DovoƩno je razmotriti slede�e
sluqajeve.
Prvi sluqaj. Neka je n > 4. Posmatrajmo sve kolone osim prve i posledƬe. Iz ovih kolona mogu�e
je izabrati najvixe dva nenula elementa, jer se jedini nenula elementi ovih kolona nalaze u prvoj i
posledƬoj vrsti. Kako je ovih kolona barem 3, to je svaki sabirak koji uqestvuje u razvoju determinante
jednak 0, pa je i determinanta jednaka 0.
Drugi sluqaj. Za n = 3 determinanta je jednaka 16.
Tre�i sluqaj. Za n = 4 determinanta je jednaka 25.

Dopunimo niz sa a−1 = 0, tako da rekurentna relacija ostaje na snazi. Pokaza�emo da je niz {an} pe-3.
riodiqan po modulu 2011. Kako postoji samo konaqno mnogo parova ostataka po modulu 2011, to postoje
prirodni brojevi m,n (m > n) takvi da je m ≡ n (mod 2011) i am ≡ an (mod 2011). Kako je 2011 prost broj
koji daje ostatak 3 po modulu 4, to k2 + 1 nije deƩivo sa 2011 ni za jedno k ∈ Z, pa iz

((m− 1)2 + 1) · am−1 − (m− 1) = am ≡ an = ((n− 1)2 + 1) · an−1 − (n− 1) (mod 2011)

sledi am−1 ≡ an−1 (mod 2011). NastavƩaju�i ovaj postupak, dobijamo am−n−1 ≡ a−1 = 0 (mod 2011), dakle
2011 | am−n−1.

Uvedimo kompleksnu ravan, tako da su a, b, c, d, e, f i z, redom, kompleksni brojevi koji odgovaraju taqkama4.

A, B, C, D, E, F i M . Dati uslov ekvivalentan je sa

|z − a|2 + |z − c|2 + |z − e|2 = |z − b|2 + |z − d|2 + |z − f |2 ⇔

3|z|2 + |a|2 + |c|2 + |e|2 − z(a+ c+ e)− z(a+ c+ e) = 3|z|2 + |b|2 + |d|2 + |f |2 − z(b+ d+ f)− z(b + d+ f).

Iz posledƬe jednakosti, ako je α = b+ d+ f − (a+ c+ e), imamo da za svako z ∈ C vaжi

zα+ zα = |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 + |e|2).

Odavde, najpre odabirom z = 0, dobijamo |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 + |e|2) = 0, a potom odabirom z = 1 i
z = i, redom dobijamo α+ α = 0 i α− α = 0, odnosno α = 0. Ovim smo dokazali da je a+ c+ e = b+ d+ f . Iz
ove jednakosti, imaju�i na umu da su kompleksni brojevi koji odgovaraju teжixtima navedenih trouglova
a+ c+ e

3
i

b+ d+ f

3
, neposredno sledi tvr�eƬe zadatka.

Dokaжimo indukcijom da je traжeni broj podskupova, u oznaci f(n), jednak 2n− 1. Za n = 1 oqigledno je5.

f(n) = 1. Pretpostavimo da za sve k < n vaжi f(k) = 2k − 1. Neka je F maksimalna familija nepraznih
podskupova skupa X od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna ili je jedan od Ƭih podskup drugog.
Jedan od Ƭih je sam X, jer je u suprotnom F∪{X} ve�a familija sa istim svojstvima. Neka je Y ∈ F takav da
on nije podskup nijednog elementa iz F osim X, i neka Y ima k elemenata. Tada je svaki element familije
F ili podskup skupa Y (takvih po induktivnoj hipotezi moжe biti najvixe f(k) = 2k − 1), ili disjunktan
sa Y , tj. podskup skupa X \ Y (takvih po induktivnoj hipotezi moжe biti najvixe f(n − k) = 2n − 2k − 1)
ili sam X. Dakle, u familiji F moжe biti najvixe (2k− 1)+ (2n− 2k− 1)+ 1 = 2n− 1 podskupova. Jasno je
da je taj broj mogu�e dosti�i: po induktivnoj hipotezi moжemo izabrati, za neki neprazan Y ⊆ X, 2k − 1
podskupova skupa Y , 2n− 2k − 1 podskupova skupa X \ Y i sam skup X.

Qetvrti razred , A kategorija

Neka je C(c2 + 1, c). Korix�eƬem formule za povrxinu poligona dobijamo da je povrxina trougla ABC1.

jednaka
∣
∣
∣
∣

(4 + 3)(2− 1)

2
+

(c+ 4)((c2 + 1)− 2)

2
+

(3 + c)(1 − (c2 + 1))

2

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

c2 − c+ 3

2

∣
∣
∣
∣
.



Minimalna vrednost izraza c2 − c + 3 dostiжe se za c = 1

2
i jednaka je 11

4
> 0, pa je minimalna vrednost

povrxine jednaka 11

8
i dostiжe se za taqku C

(
5

4
, 1

2

)
. (Tangenta 63, str. 33, Tangenta, zadatak 4)

Funkcija g(x) = f(x) · ctg x je diferencijabilna na (1, 2), neprekidna na [ 1, 2 ] i vaжi g(1) = g
(
π
2

)
= 0, pa po2.

Rolovoj teoremi postoji c ∈ (1, 2) tako da je

0 = g′(c) =
1

2 sin2 c
·
(
f ′(c) sin 2c− 2f(c)

)
.

Prema tome, za proizvoƩno f(x) (koje zadovoƩava uslove zadatka), jednaqina ima bar jedno rexeƬe.
Ako je f(x) = x−1, jednaqina glasi 2(x−1) = sin 2x. Ako je h : [ 1, 2 ] → R definisana sa h(x) = 2(x−1)−sin 2x,
broj rexeƬa jednaqine jednak je broju nula funkcije h(x). Ova funkcija je diferencijabilna na [ 1, 2 ] i
vaжi h′(x) = 2(1 − cos 2x) > 0, pa h(x) strogo raste. Sledi da h(x) moжe imati najvixe jednu nulu, a po
prethodnom sledi da ima taqno jednu nulu.
Dakle, najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine je jedan.

a) Ukoliko su p i q neparni brojevi vaжi3.

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 1 + 0 + 1 = 2 (mod 4),

pa p2 + 2012pq + q2 nije potpun kvadrat. Dakle, barem jedan od p i q je paran, pa je jednak 2. Neka je (bez
umaƬeƬa opxtosti) p = 2. Ukoliko je q neparan tada je

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 4 + 0 + 1 = 5 (mod 8),

pa p2 +2012pq+ q2 opet nije potpun kvadrat. Ukoliko je p = q = 2, tada je p2 +2012pq+ q2 = 4 · 2014, xto nije
potpun kvadrat.
b) Posmatrajmo jednaqinu

m2 + 2012mn+ n2 − t2 = 0.

Ova jednaqina ima rexeƬa u skupu prirodnih brojeva ako i samo ako je (20122 − 4)n2 + 4t2 potpun kvadrat,
tj. ako je

1005 · 1007 · n2 = s2 − t2,

za neko s ∈ N. Neka su zato s i t takvi da je s− t = 1005 · 1007 i s+ t = n2. Tada je

m =
(n− 1005)(n− 1007)

2
.

Ukoliko je jox n neparan, ve�i od 1007 i uzajamno prost sa 1005 i 1007, tada je NZD (m,n) = 1, tj. (m,n) je
par sa traжenim svojstvom. Ovakvih brojeva n ima beskonaqno mnogo, qime je dokaz u potpunosti zavrxen.

4. Kako je ∢BAA1 = ∢BB1A1 (kao uglovi nad tetivom
BA1) i ∢AMB = ∢B1MA1, to je △ABM ∼ △B1A1M .
Analogno dobijamo da je △BCM ∼ △C1B1M ,
△CDM ∼ △D1C1M i △DAM ∼ △A1D1M , pa je

AB

A1B1

=
BM

A1M
,

BC

B1C1

=
BM

C1M
,

CD

C1D1

=
DM

C1M
,

DA

D1A1

=
DM

A1M
.

Sada je

AB

A1B1

· CD

C1D1

=
BM ·DM

A1M · C1M
=

BC

B1C1

· DA

D1A1

,

pa kako je AB = BC = CD = DA, to je zaista
A1B1 · C1D1 = A1D1 ·B1C1.
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Dokaza�emo da je r(m) = m2 −m− 1.5.

Neka je skup {1, 2, . . . ,m2 −m− 2} = A ∪B razbijen na 2 podskupa A i B:

A = {1, 2, . . . ,m− 2, (m− 1)2, (m− 1)2 + 1, . . . ,m2 −m− 2} i B = {m− 1,m, . . . , (m− 1)2 − 1}.

Pokaжimo da je svaki od ova 2 skupa, A i B, slobodan-od-m-suma, tj. da jednaqina

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm

nema rexeƬa ni u A ni u B.



Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz {1, 2, . . . ,m− 2} onda vaжi

m− 16 x1 + x2 + . . .+ xm−1 6 (m− 1) · (m− 2) < m · (m− 2) = (m− 1)2 − 1,

te je x1 + x2 + . . .+ xm−1 ∈ B.
Ako je me�u brojevima x1, x2, . . . , xm−1 bar jedan iz {(m− 1)2, (m− 1)2 +1, . . . ,m2−m− 2}, tada je najmaƬa

mogu�a vrednost sume na levoj strani jednaqine jednaka

1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−2

+ (m− 1)2 = m2 −m− 1 ⇒ x1 + x2 + . . .+ xm−1 6∈ A.

Ovim smo pokazali da je skup A slobodan-od-m-suma.
Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz B = {m− 1,m, . . . , (m− 1)2 − 1} onda je najmaƬa mogu�a vrednost sume

na levoj strani jednaqine jednaka

(m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)
︸ ︷︷ ︸

m−1

= (m− 1)2 ⇒ x1 + x2 + . . .+ xm−1 6∈ B.

Ovim smo pokazali da je i skup B slobodan-od-m-suma, stoga sledi da je r(m) >m2 −m− 1.
Pokaжimo da vaжi i suprotna nejednakost. Drugim reqima svako razbijaƬe skupa {1, 2, . . . ,m2 −m− 1}

na 2 podskupa A i B, sadrжi bar jedan podskup koji nije slobodan-od-m-suma.
Pretpostavimo da ovo tvr�eƬe nije taqno. Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo pretpostaviti da je 1 ∈ A.

To povlaqi da 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−1

= m − 1 6∈ A, tj. m − 1 ∈ B. DaƩe imamo (m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)
︸ ︷︷ ︸

m−1

=

(m− 1)2 6∈ B, tj. (m− 1)2 ∈ A. Sada imamo 2 mogu�nosti za m, da je u skupu A ili u skupu B:

1◦ Ako je m ∈ A onda imamo m+m+ . . .+m
︸ ︷︷ ︸

m−2

+1 = m2−2m+1 = (m−1)2, pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

2◦ Ako je m ∈ B onda zbog m+m+ . . .+m
︸ ︷︷ ︸

m−2

+m− 1 = m2−m− 1 sledi da m2 −m− 1 6∈ B, tj. m2 −m− 1 ∈ A.

DaƩe imamo 1 + 1 + . . .+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−2

+ (m− 1)2 = m2 −m− 1, pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

Time smo dobili kontradikciju sa polaznom pretpostavkom, qime smo pokazali nejednakost r(m)6m2−m−1.
Iz r(m) >m2 −m− 1 i r(m)6m2 −m− 1 sledi da je r(m) = m2 −m− 1.



REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je M sredixte stranice AB, a N sredixte
stranice BC trougla ABC, to je MN sredƬa li-
nija ovog trougla, pa je MN ‖ AC i samim tim
∢BMN = ∢BAC. Sliqno, KN je sredƬa lini-
ja trougla CDB, pa je KN ‖ DB i samim tim
∢CKN = ∢CDB. Qetvorougao ABCD je tetivan, pa
je ∢BAC = ∢CDB (kao uglovi nad tetivom BC), a
samim tim i ∢BMN = ∢CKN . (Tangenta 66, str.
40, Pismeni zadaci, zadatak 2)
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OK 2012, 1B – 1

Neka je Q(x) = x3 − x2 + x − 6. Kako je Q(2) = 23 − 22 + 2 − 6 = 8 − 4 + 2 − 6 = 0, to je Q(x) deƩivo sa x − 2.2.
DeƩeƬem polinoma Q(x) sa x− 2 dobijamo Q(x) = (x− 2)(x2 + x+ 3). DaƩe, po uslovu zadatka je

P (x) = Q(x) ·R(x) + x2 − 7x+ 3 = (x− 2) · (x2 + x+ 3) ·R(x) + x2 − 7x+ 3, (†)

za neki polinom R(x). Kako je ostatak pri deƩeƬu polinoma S(x) = x2 − 7x+ 3 sa x − 2 po Bezuovom stavu
jednak S(2) = −7, to je prema (†) i ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) sa x− 2 jednak −7.

Ako je x = 3, onda je y5 = 19, pa u ovom sluqaju jednaqina nema rexeƬa. Ako je x 6= 3, kako je x prost broj3.

sledi NZD (x, 3) = 1, pa x2 daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 3 i samim tim je 2x2 + 1 ≡ 0 (mod 3). Sledi 3 | y5,
pa kako je y prost broj sledi y = 3, odakle je x = 11.
Dakle, jedino rexeƬe je (x, y) = (3, 11).

4. Kako je AZ : AY = 2 : 1, to je Y sredixte duжi
AZ, a kako je i Y C ‖ AB, to je Y C sredƬa linija
trougla ABZ, pa je Y sredixte duжi CD. Neka je O
presek dijagonala datog paralelograma. Tada je O
sredixte duжi AC, pa je taqka X teжixte trougla
ACD. Samim tim, AX : XY = 2 : 1, pa kako je duжina
duжi AY jednaka 3, to je duжina duжi AX jednaka
2.
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Kako dva najlakxa zadatka nose 10 bodova, to teжi od Ƭih nosi barem 6 bodova (jer nose razliqit broj5.

bodova). Kako dva najteжa zadatka nose 18 bodova, to lakxi od Ƭih nosi najvixe 8 bodova (jer nose
razliqit broj bodova). Dakle, tre�i po teжini zadatak mora nositi 7 bodova, pa zadaci ukupno nose
10 + 18 + 7 = 35 bodova. (Tangenta 59, str. 24, Nagradni zadaci, M856)

Drugi razred , B kategorija

Dati izraz je definisan ako i samo ako je 4 + 7x − 2x2 > 0, odnosno ako i samo ako je x ∈
[
− 1

2
, 4
]
= D.1.

DaƩe, kako je za x>− 1

2
desna strana date nejednaqine nenegativna, to je dovoƩno odrediti sve x ∈ D koji

zadovoƩavaju nejednaqinu
6x2 − 3x− 3 > 0.

RexeƬa posledƬe kvadratne nejednaqine su iz skupa
(
−∞,− 1

2

)
∪ (1,+∞), pa je rexeƬe poqetne nejednaqine

skup (1, 4]. (Tangenta 63, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Neka je f(x) = kx2 + lx+m, za neke k, l, m ∈ R. Iz uslova zadatka sledi2.

k(a2 − b2) + l(a− b) = f(a)− f(b) = c(b− a) i k(a2 − c2) + l(a− c) = f(a)− f(c) = b(c− a).

Kako su a, b, c razliqiti, sledi a − b 6= 0, a − c 6= 0, pa deƩeƬem prve jednaqine sa a − b, a druge sa a − c,
dobijamo k(a+ b) + l + c = 0 = k(a + c) + l + b, odakle je k(b − c) = b − c. Kako je b − c 6= 0, sledi k = 1, pa je
l = −(a+ b+ c) i m = ab+ bc+ ca. Sledi f(a+ b+ c) = (a+ b+ c)2− (a+ b+ c)(a+ b+ c)+(ab+bc+ca) = ab+ bc+ ca,
xto je i trebalo dokazati.

Kako 4 | 2012, to za n > 2 imamo da 42 | 4n | 2012n. Zato je broj 2012n, za n > 1, deƩiv sa 8. Broj koji se3.



zavrxava sa 2012, nije deƩiv sa 8 poxto 8 ∤ 012 (prirodan broj pri deƩeƬu sa 8 daje isti ostatak kao i
broj sastavƩen od Ƭegove posledƬe tri cifre). Iz svega navedenog zakƩuqujemo da broj n sa navedenom
osobinom ne postoji.

4. Kako je ∢BAN = ∢NAC, to je BN = CN (kao tetive
opisane kruжnice trougla ABC koje odgovaraju ovim
uglovima). Tako�e, ∢BCN = ∢BAN (kao uglovi
nad tetivom BN), pa je ∢TCN = ∢CAN , a kako je
i ∢TNC = ∢CNA, to je △TCN ∼ △CAN . Iz ove

sliqnosti zakƩuqujemo da je
TN

CN
=

CN

AN
, pa kako je

BN = CN , to je BN2 = AN · TN , xto je i trebalo
dokazati. (Tangenta 64, str. 43, Pismeni zadaci,
zadatak 2)
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Ukoliko je na maskenbalu bila zastupƩena bela boja, tada crna nije, pa iz drugog uslova sledi da su bile5.

zastupƩene plava i zelena, a potom iz tre�eg i qetvrtog uslova sledi da nisu bile zastupƩene ni жuta,
ni crvena. Dakle, crna, жuta i crvena boja nisu bile zastupƩene.

Ukoliko, s druge strane, bela boja nije bila zastupƩena, tada crna jeste, pa iz drugog uslova sledi da
je bila zastupƩena ili plava ili zelena boja. Za prvu mogu�nost iz qetvrtog uslova sledi da ni crvena
boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, zelena i crvena boja nisu bile zastupƩene), a za drugu
mogu�nost iz tre�eg uslova sledi da ni жuta boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, plava i жuta
boja nisu bile zastupƩene).

Time smo pokazali da sigurno postoje bar tri boje koje nisu bile zastupƩene na maskenbalu, pa je
broj zastupƩenih boja najvixe n − 1. Prema Dirihleovom principu sledi da se mogu na�i dve osobe na
maskenbalu obuqene u kostime iste boje.

Tre�i razred , B kategorija

Korix�eƬem osnovnih osobina vektorskog, skalarnog i mexovitog proizvoda dobijamo1.

[(−→a +
−→
b
)

×
(−→
b +−→c

)]

· (−→c +−→a ) =
(−→a ×−→

b +
−→
b ×−→

b +−→a ×−→c +
−→
b ×−→c

)

· (−→c +−→a )

= [a, b, c] + [b, c, a] = 2[a, b, c]

= 2(−→a ×−→
b ) · −→c = 2−→c · (−→a ×−→

b ),

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 3)

Iz prve jednaqine je sinx = 1 i cos 2y = 1, ili sinx = −1 i cos 2y = −1. Tako�e, ukoliko je sinx = ±1, tada2.

je cosx = 0, pa ukoliko x i y zadovoƩavaju prvu jednaqinu, zadovoƩavaju i drugu. Kako je sinx = cos 2y = 1
akko je x = π

2
+ 2kπ, za neko k ∈ Z, i y = lπ, za neko l ∈ Z, a sinx = cos 2y = −1 akko je x = 3π

2
+ 2kπ, za neko

k ∈ Z, i y = π
2
+ lπ, za neko l ∈ Z, to su rexeƬa datog sistema jednaqina parovi

(
π
2
+ nπ, mπ

2

)
, gde su m, n

proizvoƩni celi brojevi iste parnosti. (Tangenta 58, str. 31, Pismeni zadaci, zadatak 2)

Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11,3.
55 ili 99, jer ti brojevi daju ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a nije sa
4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k+
4444, za neke a, k ∈ N. Broj a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k+ 1111. Me�utim,
broj 2500k+ 1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe biti potpun kvadrat, kontradikcija.

4. Neka je ∢CAB = α, ∢ACD = β, ∢ABD = γ, ∢BDC =
δ. Primenom kosinusnih teorema na trouglove ABC,
ACD, ABD, BCD, redom dobijamo

AB2 +AC2 − 2 ·AB · AC · cosα = BC2,

CD2 +AC2 − 2 · CD · AC · cosβ = AD2,

AB2 +BD2 − 2 · AB · BD · cos γ = AD2,

CD2 +BD2 − 2 · CD · BD · cos δ = BC2.

Zamenom u dati izraz dobijamo

2 · AB ·AC · cosα
2 · CD · AC · cosβ =

2 ·AB · BD · cos γ
2 · CD ·BD · cos δ ⇔ cosα

cosβ
=

cos γ

cos δ
,

α γ

β

δ

A B

C

D

O
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pa je cosα · cos δ = cosβ · cos γ. Primenom formule za pretvaraƬe proizvoda kosinusa u zbir, dobijamo
da je posledƬa jednakost ekvivalentna sa cos(α − δ) + cos(α + δ) = cos(β − γ) + cos(β + γ). Neka je taqka
O presek dijagonala qetvorougla ABCD. Tada iz trouglova AOB i COD nalazimo α + γ = β + δ, pa je
cos(α− δ) = cos(β − γ), odnosno cos(α+ δ) = cos(β + γ). Kako je α+ β + γ + δ = 360◦ −∢AOB −∢COD < 360◦, to
je iz prethodne jednakosti α+ δ = β + γ, pa je α = β, odnosno AB ‖ CD.

Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih5.

brojeva. Razbijmo tablicu na 50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310
razliqitih brojeva.
Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u
(2k − 1)-vu vrstu sve prirodne brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od 6k + 1
do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se nalaze brojevi od 1 do 310.

Qetvrti razred , B kategorija

Koeficijent pravca prave koja prolazi kroz taqke A i B jednak je
4− 3

−1− 2
= −1

3
, pa je potrebno odrediti1.

taqku date funkcije u kojoj je koeficijent pravca tangente jednak −1

3
. Kako je koeficijent pravca tangente

u taqki x0 funkcije y = f(x) jednak f ′(x0), to je 1− 1

x0 + 1
= −1

3
, odnosno x0 = −1

4
. Dakle, traжena taqka je

(

−1

4
,−1

4
− ln

3

4

)

. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 1)

Pretpostavimo da je funkcija f periodiqna i neka je T > 0 jedna Ƭena perioda (ne obavezno minimalna).2.

Kako je f(0) = f(T ), to je 0 = sinT 2, odakle je T 2 = kπ, za neko k ∈ N, odnosno T =
√
kπ. Neka je n

proizvoƩan prirodan broj. Iz f(
√
nπ) = f(

√
nπ + T ) imamo 0 = sin(

√
nπ + T )2, te kako je T =

√
kπ, dobijamo

(
√
nπ+

√
kπ)2 = lnπ, za neko ln ∈ Z. Odavde, sre�ivaƬem, nalazimo da je 2

√
kn = ln−k−l ∈ N. Dakle, za svaki

prirodan broj n vaжi da je 2
√
nk prirodan broj. Specijalno, za n = 1 i n = 2 imamo da su brojevi 2

√
k i

2
√
2k prirodni. Samim tim, Ƭihov koliqnik je racionalan broj, odnosno

2
√
2k

2
√
k

=
√
2 ∈ Q, kontradikcija.

Ovim smo dokazali da funkcija f nije periodiqna.

Kako je 2x > 2012, to je x > 11. Sada je 6y = 2x − 2012> 211 − 2012 = 36, pa je y > 2. Pri tome, ako je y = 2,3.
tada je x = 11 i ovo je jedno rexeƬe date jednaqine. Ukoliko je y > 3, tada je 6y deƩivo sa 8, a kako je
x> 11, to je i 2x deƩivo sa 8, pa je 2x − 6y deƩivo sa 8. Me�utim, 2012 nije deƩiv sa 8, pa je (x, y) = (11, 2)
jedino rexeƬe jednaqine.

4. Kako je ∢DAL = 90◦ − ∢ABC = ∢BCD, AD = CB i
∢ALD = ∢CDB = 90◦, to je po stavu USU △ADL ∼=
△CBD, pa je LD = DB. Samim tim, trougao DBL
je jednakokraki, pa je ∢DLB = ∢DBL. Sada je
180◦ = ∢LAB+∢ABL+∢BLA = 90◦−∢ABC+∢ABL+
90◦+∢ABL, pa je 2 ·∢ABL = ∢ABC, xto je i trebalo
dokazati. (Tangenta 66, str. 16, Nagradni zadaci,
M990)
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Neka su a1, a2, . . . , a2011 brojevi zapisani na karticama i neka je p traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva5.

ai, 16 i6n, moramo postaviti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je jedan ai, pa

je p>
2011

3
, odnosno p> 671. PostavƩaƬem pitaƬa vezana za proizvode a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1,

za 36 l 6 670, moжemo saznati i proizvod svih brojeva, jer je

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
670∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
2011∏

i=1

ai =

2011∏

i=1

ai,

pa je p = 671.



RexeƬa za prvi razred – A kategorija

1. Ako su taqke M i N sredixta duжi AC i BC, redom, onda
je MN bax sredƬa linija trougla koja odgovara stranici AB,
pa je i sredixte duжi MN na toj sredƬoj liniji (slika levo).

A

B C

S
N M

A

B C

SQ

P

N

M

E

U protivnom (slika desno – bez umaƬeƬa opxtosti moжemo
uzeti da je taqka N bliжa od M taqki A), ako su taqke P i
Q, redom, sredixta stranica AC i BC, imamo da je PM = QN .
Sa druge strane, ako je {S} = MN ∩PQ, tada je redosled taqaka
P − S − Q i, ako je E taqka za koju je PS = QE i P − Q − E.
Iz PM = QN , ∢MPS = ∢NQE (spoƩaxƬi uglovi nad jed-
nakim uglovima ∢APQ = ∢AQP ) i PS = QE sledi podudarnost
△PMS ∼= △QNE. Odatle dobijamo ∢PSM = ∢QEN . Kako su
uglovi ∢MSP i ∢NSQ jednaki kao unakrsni, to je trougao
△SEN jednakokrak. Odatle i iz podudarnosti imamo da je
SN = EN = SM , pa je S sredixte duжi MN , qime je pokazano
tvr�eƬe zadatka.

2. a) Ako je n ≡ 0 (mod 5) tada je tako�e i n2 ≡ 0 (mod 5). Ako
je n ≡ ±1 (mod 5) tada je n2 ≡ 1 (mod 5). Ako je n ≡ ±2 (mod 5)
tada je n2 ≡ 4 (mod 5). Stoga n2 moжe dati samo ostatke 0, 1
ili 4 pri deleƬu sa 5.
b) Ukoliko prost broj p nije deƩiv sa 5 onda je p = 5k ± 1 ili
p = 5k± 2. Za p = 5k± 1 je p2 ≡ 1 (mod 5) i p2 +4 ≡ 5 ≡ 0 (mod 5),
tj. broj p2 + 4 > 5 je deƩiv sa 5, pa je on sloжen. Za p = 5k ± 2
je p2 ≡ 4 (mod 5) i p2 + 6 ≡ 10 ≡ 0 (mod 5), tj. broj p2 + 6 > 5
je deƩiv sa 5, pa je on sloжen. Znaqi p ne moжe biti ni 2, ni
3, ni p > 5. Kako su za p = 5 brojevi p2 + 4 = 29 i p2 + 6 = 31
prosti, dobijamo da je jedino rexeƬe ovog zadatka p = 5.

Napomena. Deo pod a) bodovati sa 6 poena, a deo pod b) sa 14.

3. Nakon sre�ivaƬa dobijamo: A =
−3x3 − x2 + 12x+ 4

3x3 + x2 − 15x− 5
=

(1 + 3x)(4− x2)

(1 + 3x)(x2 − 5)
=

4− x2

x2 − 5
= −1− 1

x2 − 5
.

Ovo je ceo broj samo ukoliko (x2 − 5) | 1, a to vaжi samo za
x = ±2.



4. Analiza.

Simetrala ugla ∢ABC seqe opisanu kruжnicu k u taqki S koja
je sredixte luka ÂC. Stoga je polupreqnik OS ⊥ AC i tako�e,
prava OS polovi duж AC (tj. vaжi {M} = OS∩AC i AM = MC).
Kako prava h sadrжi visinu iz temena B, vaжi da je h ⊥ AC,
tj. h ‖ OS.

k

O

h s t

A

B

C M

H
TS

n k

O

t

s h

A

B

C
M

H

T

S

n

Bs

Konstrukcija.

Odredimo centar O opisane kruжnice oko trougla △HST , kao
presek simetrala duжi HS i ST . Povucimo pravu n kroz taqke
S i O. Konstruiximo pravu h (koja sadrжi visinu iz B) kao
pravu kroz H koja je paralelna pravoj n. U preseku kruжnice
k i prave h su taqke H i B – tako dobijamo taqku B. U preseku
duжi BT i SO je taqka M koja je sredixte duжi AC. Pravu b
koja sadrжi AC dobijamo kao pravu normalnu na n koja sadrжi
taqku M . U preseku prave b i kruжnice k dobijamo preostala
dva temena: A i C.

Dokaz.

Kako je h ‖ OS imamo da je h ⊥ AC, pa prava h sadrжi visinu
iz B ∈ h na AC, te je stoga taqka H presek produжetka visine
i opisane kruжnice k.

Kako je OS ⊥ AC, dobijamo da je S sredixte luka AC, pa je
∢ABS = ∢SBC, tj. prava BS je simetrala ugla ∢ABC, pa je
S presek produжetka simetrale ugla kod temena B i opisane
kruжnice k.

Kako je AM = MC to je M sredixte stranice AC, pa je BM
teжixna linija iz temena B, te je stoga taqka T presek pro-
duжetka teжixne linije iz temena B i opisane kruжnice k.

Diskusija.

Pokaжimo da ugao ∢HST mora biti tup.

1◦ Ako ugao ∢ABC nije tup (gorƬa slika levo), onda je re-
dosled taqaka C −H − S − T −A (ako je B bliжa C nego A) ili

C − T − S −H − A (ako je B bliжa A nego C) na luku ĈA. Ali
tada imamo da je ∢HST > ∢CSA = 180◦ − ∢CBA, tj. ∢HST je



tup.

2◦ Ako je ugao ∢ABC tup (bez umaƬeƬa opxtosti moжemo uzeti
da je taqka B bliжa A nego C – gorƬa slika desno) uoqimo taqku
Bs simetriqnu taqki B u odnosu na pravu n. Kako je n ‖ BH i
BS ⊥ n, dobijamo da je ∢NBBs = 90◦, pa je HBs preqnik kruж-
nice k, te je i ∢HSBs = 90◦. DaƩe, kako je u ovom sluqaju
redosled taqaka na kruжnici Bs −C − T − S −H −A−B imamo
da je ∢HST > ∢HSBs = 90◦, tj. ∢HST je tup.

Ukoliko su taqke H, S i T kolinearne, onda one ne leжe ni
na jednoj kruжnici, pa tada zadatak nema rexeƬa. Ukoliko ugao
∢HST nije tup zadatak nema rexeƬa. U svim ostalim sluqaje-
vima zadatak ima jedinstveno rexeƬe, jer je mogu�e ostvariti
konstrukciju iz prethodnog dela zadatka.

5. Tangenta, broj 59, strana 8, igra 3.

Minimalan broj poteza iznosi 18.

Oznaqimo poƩa na tabli kao na slede�oj slici:

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

Napravimo graf u kome qvorovima odgovaraju poƩa polazne xa-
hovske table 4 × 3 i dva poƩa su susedna samo ukoliko skakaq
moжe sa jednog da skoqi na drugo:

MnlNkl MnlNkl

MnlNkl

MnlNkl

MnlNkl MnlNkl

12 5 10

7 2 9

6 11 4

1 8 3

Beli skakaqi sa poƩa 1 i 3 ne mogu oba da pre�u na najbliжe
poƩe gde je na poqetku bio neki crni skakaq (jer je to isto poƩe
– 11), stoga bar jedan od Ƭih mora da ode na poƩe koje je na
rastojaƬu 3 (do Ƭega dolazi u 3 skoka). Stoga beli skakaqi



moraju da naprave bar 2 + 2 + 3 = 7 skokova. Zbog simetrije
isto vaжi i za crne skakaqe.

Uoqimo belog i crnog skakaqa koji prave 3 skoka (bez uman-
jeƬa opxtosti moжemo uzeti da je beli sa poƩa 1):

1◦ crni skakaq sa poƩa 12 pravi 3 skoka. Tada bi i beli ixao
1 → 12 i crni 12 → 1 u po 3 skoka, xto je nemogu�e.

2◦ crni skakaq sa poƩa 10 pravi 3 skoka. Tada bi beli skakaqi
ixli 1 → 12, 3 → 11 i 2 → 10, a crni bi ixli 10 → 3, 11 → 1
i 12 → 2. Diskusijom po prvom potezu belog, zatim po prvom
potezu crnog... u svim sluqajevima bi doxli do situacije gde
bi neki koƬ ”blokirao” nekog drugog i tako ga spreqio da do�e
do svog odredixta u najmaƬem broju skokova. Stoga se traжena
zamena ne moжe izvrxiti sa 7 + 7 poteza (7 belog i 7 crnog).

Kako skakaq pri svakom svom potezu meƬa boju poƩa na
kome se nalazi i kako su na poqetku beli skakaqi bili na be-
lom, crnom i belom poƩu, a na kraju na crnom, belom i crnom
⇒ beli mora da odigra neparan broj poteza. Isto vaжi i za
crnog. Stoga minimalan broj poteza i crnog i belog igraqa
moжe biti jednak 9, tj. ukupno 9 + 9 = 18 poteza, a da je zamena
mogu�a u 18 poteza pokazuje npr. slede�a igra:

potezi 1, 2 3, 4 5, 6 7, 8 9, 10
beli 1 → 6 6 → 7 3 → 4 4 → 11 2 → 9
crni 10 → 9 11 → 6 6 → 1 9 → 4 4 → 3

potezi 11, 12 13, 14 15, 16 17, 18
beli 7 → 6 9 → 10 6 → 7 7 → 12
crni 12 → 7 7 → 2 1 → 6 6 → 1



Drugi razred , A kategorija

1. Nizom transformacija dobijamo:

√

1 +
√
1 + x = x ⇔ (1 +

√
1 + x = x2 ∧ x ≥ 0) ⇔ (

√
1 + x = x2 − 1 ∧ x ≥ 0) ⇔

⇔ (1 + x = (x2 − 1)2 ∧ x2 − 1 ≥ 0 ∧ x ≥ 0) ⇔ (1 + x = x4 − 2x2 + 1 ∧ x ≥ 1) ⇔

⇔ (0 = x4 − 2x2 − x ∧ x ≥ 1) ⇔ (0 = x(x3 − 2x− 1) ∧ x ≥ 1) ⇔ (0 = x(x+ 1)(x2 − x− 1) ∧ x ≥ 1) ⇔

⇔ ((x = 0 ∨ x = −1 ∨ x =
1−

√
5

2
∨ x =

1 +
√
5

2
) ∧ x ≥ 1) ⇔ (x =

1 +
√
5

2
).

Na ovaj naqin smo ustanovili da polazna jednaqina ima taqno jedno rexeǌe i to je broj x = 1+
√
5

2
.

(Tangenta 62, str. 3, Primer4.)

2. Ukoliko su neke dve dijagonale me�usobno paralelne, onda je tvr�eǌe dokazano. Pretpostavimo,

nadaǉe, da to nije sluqaj. Kako n-tougao ima
n(n− 3)

2
dijagonala, jedanaestougao ima 44 dijagonale.

Ako kroz neku taqku ravni konstruixemo 44 prave koje su paralelne dijagonalama, ove prave dele
pun ugao od 360◦ na 88 uglova. Kako je 360

◦

88
< 5◦, mora postojati bar jedan ugao koji je maǌi od 5◦,

qime je dokaz zavrxen.

3. Neka je a proizvoǉan realan broj. Doka�imo da postoji realan broj x, x ̸= 1

k , takav da je x2−x
1−kx = a,

qime �e biti dokazano tvr�eǌe. Dakle, treba dokazati da jednaqina x2 − x = a(1− kx) ima bar jedno
realno rexeǌe (broj x = 1

k , nije ǌeno rexeǌe poxto zbog k > 1, va�i 1

k2 − 1

k < 0 = a(1 − k · 1

k )).
Doka�imo da je diskriminanta D, kvadratne jednaqine x2+(ak−1)x−a = 0, nenegativna, xto svedoqi
da ona ima realno rexeǌe. Imamo da je D = (ak − 1)2 + 4a = k2a2 + (4 − 2k)a + 1. Kako je k ̸= 0,
to je f(a) = (ak − 1)2 + 4a = k2a2 + (4 − 2k)a + 1 kvadratna funkcija (po a), sa pozitivnim vode�im

koeficijentom. Zato ona dosti�e svoj minimum koji iznosi 4·k2·1−(4−2k)2

4·k2 = 4(k−1)

k2 . Posledǌi izraz je,
zbog k > 1, pozitivan, a time i diskriminanta D, xto smo i �eleli da doka�emo.

4. Na osnovu Ptolomejeve nejednakosti, za ma koji qetvorougao ABCD va�i

AB · CD +BC ·DA ≥ AC ·BD,

pri qemu znak jednakosti va�i akko je qetvorougao ABCD tetivan. Sa druge strane, za povrxinu ma
kog qetvorougla ABCD va�i PABCD = 1

2
AC ·BD ·sinφ, gde je φ ugao izme�u dijagonala tog qetvorougla.

Zato za proizvoǉan qetvorougao ABCD va�i

AB · CD +BC ·DA ≥ AC ·BD =
2PABCD

sinφ
≥ 2PABCD. (�)

U drugoj nejednakosti, jednakost va�i ako i samo ako je AC ⊥ BD. Prema tome, jednakost u zadatku
se dosti�e ako i samo ako je ABCD tetivan qetvorougao sa me�usobno normalnim dijagonalama.

5. Neka je (x, y, u, v) ∈ N4 neko rexeǌe zadatka. Posmatrajmo date jednaqine po modulu 7. Kako stepeni
broja 2 daju ostatke 1, 2 i 4, a kubovi prirodnih brojeva ostatke 0, 1 i 6 po modulu 7, to je 2u ≡ 2v ≡ 1
(mod 7), pa je u i v deǉivo sa 3. Dakle, 2u i 2v su kubovi prirodnih brojeva, pa se dati sistem mo�e
zapisati i kao (za neke z, t ∈ N)

x3 + 7y = z3 y3 + 7x = t3.

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je x6 y. Tada je

y2 < z3 = y2 + 7x6 y3 + 7y < (y + 2)3,

pa je z = y + 1 i samim tim 3y2 + 3y + 1 = 7x. Kako je 7x 6 7y, to je 3y2 − 4y + 1 6 0, odnosno y = 1 i
x = 1. Proverom za x = y = 1 dobijamo da je u = v = 3, te je jedino rexeǌe zadatka ure�ena qetvorka
(1, 1, 3, 3).



TRE�I RAZRED – A kategorija

Kako je Q(x) = x3+x2+x+1 = (x+1)(x2+1), to su nule polinoma Q(x) bro-1.

jevi −1, i i −i. Odredimo sve prirodne brojeve n takve da su navedeni
brojevi i nule polinoma P (x), xto je potreban i dovoǉan uslov da bi
polinom P (x) bio deǉiv polinomom Q(x). Poxto je P (−1) = 2 + 2 · (−1)n,
to je broj −1 nula polinoma P (x) akko je n neparan broj. Za neparne
brojeve n va�i

P (i) = i3n+i2n+in+1 = in(i2n+1)+i2n+1 = (i2n+1)(in+1) = ((−1)n+1)(in+1) = 0.

Poxto je tada i P (−i) = P (i) = P (i) = 0, to su rexeǌa zadatka svi neparni
brojevi n.

Oznaqimo sa dn =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 0 0 . . . 0

1 3 2 0 0

0 2 3 1 0

0 0 1 3

.
.
. 0

.

.

.

.
.
.

.
.
.

.

.

.

0 0 0 . . . 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

determinantu reda n kod koje prvo2.

idu 1, pa onda 2. Sada �emo i Dn i dn razviti prvo po I koloni, a
zatim drugu determinantu reda n − 1 i po I vrsti. Tako dolazimo do
sistema rekurentnih jednaqina:

Dn = 3 · dn−1 − 4 ·Dn−2

dn = 3 ·Dn−1 − dn−2.

Iz prve od ovih jednaqina dobijamo dn−1 = 1

3
Dn+

4

3
Dn−2 i kad to ubacimo

u drugu (sa pomerenim indeksima za 1 – prvo umesto n stavǉamo n+1, a
posle n meǌamo sa n−1) dobijamo 1

3
Dn+1+

4

3
Dn−1 = 3Dn−1− 1

3
Dn−1− 4

3
Dn−3,

xto nakon sre�ivaǌa daje linearnu rekurentnu jednaqinu

Dn+1 − 4Dn−1 + 4Dn−3 = 0.

Primetimo da u ovoj jednaqini qlan niza zavisi samo od onog sa in-
deksom za 2 maǌim i onog sa indeksom za 4 maǌim. Stoga �emo posebno
raqunati Dn u zavisnosti od toga da li je n parno ili neparno.

1◦ n = 2k: Oznaqimo sa wk = D2k i dobijamo rekurentnu jednaqinu
wk−4wk−1+4wk−2 = 0, za koju karakteristiqna jednaqina t2−4t+4 = 0
ima dvodstruko rexeǌe t1 = t2 = 2, pa je wk = (C1 + C2k) · 2k. Iz
poqetnih uslova w0 = D0 = 1 = C1 i w1 = D2 = 5 = 2C1 + 2C2 nalazimo
konstante, pa je wk = (1 + 3

2
k) · 2k.

2◦ n = 2k + 1: Oznaqimo sa uk = D2k+1 i imamo istu rekurentnu jednaq-
inu
uk − 4uk−1 + 4uk−2 = 0, sa istim rexeǌem uk = (C1 + C2k) · 2k. Iz
poqetnih uslova u0 = D1 = 3 = C1 i u1 = D3 = 12 = 2C1 + 2C2 nalazimo
konstante, pa je uk = (3 + 3k) · 2k.

Objediǌavaǌem rexeǌa iz oba sluqaja dolazimo do

Dn =

{

(1 + 3

2
k) · 2k, n = 2k

(3 + 3k) · 2k, n = 2k + 1
.



Ostaci kubova pri deǉeǌu sa 9 mogu biti 0, 1 i 8. Zbir tri kuba3.

mo�e davati ostatke 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7 i 8, xto znaqi da je nemogu�e
na ovaj naqin predstaviti brojeve oblika 9k + 4, gde je k ∈ Z, a kako
je 2011 = 9 · 223 + 4, to jednaqina x3 + y3 + z3 = 2011 nema rexeǌa u skupu
celih brojeva. Kvadratni ostaci po modulu 12 su 0, 1, 4 i 9:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

n2 0 1 4 9 4 1 0 1 4 9 4 1

Kako je 2011 ≡ 7 (mod 12) i jedini naqin (do na permutaciju) da dobijemo
ostatak 7 sabiraǌem brojeva iz skupa {0, 1, 4, 9} je 9 + 9 + 1, to moramo
odabrati dva broja koji daju ostatak 3 pri deǉeǌu sa 6. Kako je 452 >
2011 dobijamo da 2 od 3 broja x, y, z pripadaju skupu {9, 15, 21, 27, 33, 39}.
Proveravaǌem svih sluqajeva dobijamo da u 4 imamo rexeǌa:

92+92+432 = 2011, 92+332+292 = 2011, 212+272+292 = 2011, 212+392+72 = 2011.

Samim tim, jednaqina x2 + y2 + z2 = 2011 ima rexeǌa u skupu celih
brojeva, pa ima vixe rexeǌa u skupu celih brojeva od jednaqine x3 +
y3 + z3 = 2011.
Neka je N preseqna taqka simetrale ^BAC i kruga opisanog oko trougla4.

ABC, razliqita od A. Tada je ^ANC = ^ABC = β, kao periferijski
uglovi nad tetivom AC. Trouglovi ADB i ADB1 su podudarni, pa je
^AB1D = ^ADB = β. Odatle je ^DNC = ^DB1C = β, pa taqka N pripada
i opisanom krugu oko trougla B1CD, tj. N ≡ E. Oznaqimo sa t tangentu
kruga opisanog oko trougla B1CD u taqki E. Tada je ^tEA = ^DCE =

^BAE = ^CAE =
α

2
, kao periferijski uglovi nad tetivom BE. Odatle

zaista sledi t ‖ AC.

A B

C

B1

D

E

OK12 3A4

Odgovor: za svako parno n > 4. Neka svako od m prijateǉstava brojimo5.

2 puta kod oba prijateǉa - na taj naqin smo kod svakog qoveka prebro-
jali sve ǌegove prijateǉe. Ako oznaqimo sa pi broj prijateǉa i-tog
qoveka, iz uslova zadatka dobijamo da je p1 + p2 + . . .+ pn = 3+3+ . . .+3 =
n · 3 = 2 ·m, odakle sledi da n ne mo�e biti neparan broj. Za n = 2 ni-
jedan od 2 qoveka ne mo�e imati 3 poznanika. Ostaje da poka�emo da za
svako parno n > 4 mo�emo konstruisati situaciju sa prijateǉstvima
koja se tra�i u zadatku. Graf qiji su qvorovi temena n− tougla, a
grane sve stranice i najdu�e dijagonale n−tougla oqigledno zadovol-
java tra�ene uslove.



Qetvrti razred - A kategorija

1. Zamenom x = 0, y = 1 sledi |f(0)| 6 2011 6 |f(0)|, tj. |f(0)| = 2011. Zamenom y = −x 6= 0 sledi |f(x)| 6 2011 6
∣
∣
∣
∣

f(x) + f(−x)

2

∣
∣
∣
∣
6

|f(x)|+ |f(−x)|
2

, pa je |f(x)| = 2011 i f(x) = f(−x) (tj. f je parna funkcija).

Ako su x 6= y brojevi razliqiti od 0 i f(x) = 2011, f(y) = −2011, zbog parnosti se moжe pretpostaviti da je y < 0 < x,
pa iz uslova zadatka sledi |x− y| 6 |x+ y|, xto protivreqi izboru x i y. Sledi da je f konstantna na R \ {0}.
Proverom se dobija da funkcije f1(x) = 2011 za x ∈ R, f2(x) = −2011 za x ∈ R,

f3(x) =

{
2011, za x 6= 0

−2011, za x = 0
i f4(x) =

{
−2011, za x 6= 0
2011, za x = 0

zadovoƩavaju uslove zadatka, pa su ovo jedina rexeƬa (Tangenta 64, strana 14, Nagradni zadaci, zadatak M957).

2. Funkcija g(x) = f2(x)− 2 sinx je rastu�a na (0,∞) i ograniqena, pa postoji lim
x→∞

g(x). Ako bi postojao i lim
x→∞

f(x),

onda bi postojao i lim
x→∞

sinx = lim
x→∞

f2(x) − g(x)

2
. Kako ova graniqna vrednost ne postoji, sledi tvr�eƬe zadatka.

3. Iz uslova zadatka sledi x2012 + 1 = (4y2011 + 2011)(y + 1). Kako je 4y2011 + 2011 ≡ 3 (mod 4), postoji prost p takav

da je p ≡ 3 (mod 4) i p |
(
x1006

)2
+ 1, xto je nemogu�e, jer je

(
−1

p

)
= −1, pa jednaqina x2 ≡ −1 (mod p) nema rexeƬa.

4. Neka je Sa centar ka, a S i O, redom, centri upisanog i opisanog kruga. Taqka Sa leжi na duжi OA i vaжi

ASa = ra, OSa = R− ra, pa po Stjuartovoj teoremi vaжi SS2
a =

ra
R

·SO2 +
R− ra

R
·SA2− ra(R− ra). Kako je SSa = r+ ra

i kako je, prema Ojlerovoj teoremi, SO2 = R2 − 2Rr, sledi R(r+ ra)
2 = ra(R

2 − 2Rr) + (R− ra)SA
2 −Rra(R− ra), pa je

ra =
R(SA2 − r2)

SA2 + 4Rr
i

R− ra
r + 4ra

=
Rr

SA2
.

Analogno je
R− rb
r + 4rb

=
Rr

SB2
i

R− rc
r + 4rc

=
Rr

SC2
, pa se traжena nejednakost svodi na

3

4
6

r2

SA2
+

r2

SB2
+

r2

SC2
= sin2

α

2
+

sin2
β

2
+sin2

γ

2
, xto je ekvivalentno sa cosα+cosβ+cos γ 6

3

2
. PosledƬa nejednakost je taqna, jer je cosα+cosβ+cos γ =

2 sin γ
2
cos α−β

2
+cos γ 6 2 sin γ

2
+cosγ = 1+2 sin γ

2
−2 sin2 γ

2
6

3

2
. Jednakost se dostiжe ako i samo ako je α = β i sin γ

2
= 1

2
,

odnosno ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.

5. Neka je traжena tabla A = (ai,j)16i6m,16j6n i neka je Σ[B] zbir elemenata table B.

Neka je n > 4. Po uslovima zadatka je Σ[(ai,j)16i62,26j63] < 0, Σ[(ai,j)26i63,16j62] < 0 i Σ[(ai,j)16i,j63] > 0 pa je

a1,1 + a3,3 − a2,2 = Σ[(ai,j)16i,j63]− Σ[(ai,j)16i62,26j63]− Σ[(ai,j)26i63,16j62] > 0.

Analogno je a2,2 + a4,4 − a3,3 > 0, pa je a1,1 + a4,4 > 0.

Tabla 4×4 se moжe podeliti na 4 disjunktne table 2×2, pa kako je zbir elemenata u svakoj od Ƭih negativan, nega-
tivan je zbir i u toj tabli. Po uslovima zadatka je Σ[(ai,j)16i63,26j64] > 0, Σ[(ai,j)26i64,16j63] > 0 i Σ[(ai,j)26i,j63] < 0
pa je

a1,1 + a4,4 = Σ[(ai,j)16i,j64]− Σ[(ai,j)16i63,26j64]− Σ[(ai,j)26i64,16j63] + Σ[(ai,j)26i,j63] < 0.

Dakle, ako je n > 4 sledi 0 > a1,1 + a4,4 > 0, xto je nemogu�e, pa mora biti n = 3. Sa druge strane, tabla
(ai,j)16i6m,16j63 za koju je

am,k =

{
2, ako je k ∈ {1, 3}

−3, ako je k = 2

zadovoƩava uslove zadatka, pa su (m, 3) za m > 3 sva rexeƬa zadatka.



Prvi razred - B kategorija

1. Neka su P i Q taqke koje pripadaju tangenti na opisani krug △ABE u taqki E, takve da su A i P sa iste strane
prave BC, a B i Q sa iste strane prave AD. Onda je ∢PEA = ∢EBA (tangentni i tetivni ugao), a kako je AB ‖ CD
vaжi i ∢EBA = ∢ECD, pa je ∢PEA = ∢ECD.

A

B

C

D

E

P

Q

OK-REP12 1B1-1

A

B

C

D

E

P

Q

OK-REP12 1B1-2

1◦ Ako se E nalazi sa iste strane pravih AB i CD, sledi ∢PED = ∢ECD, tj. PQ tangira opisani krug △ECD.

2◦ Ako se E nalazi izme�u pravih AB i CD, onda je ∢PEA = ∢QED, pa je ∢ECD = ∢QED, tj. PQ tangira
opisani krug △ECD.

2. Zamenom x = 2, x = −1 i x = 1

2
dobija se f(2) + f(−1) = 2, f(−1) + f

(
1

2

)
= −1 i f

(
1

2

)
+ f(2) = 1

2
, pa sledi

f(2) =
1

2
·
(

f(2) + f(−1) + f
(1

2

)

+ f(2)− f(−1)− f
(1

2

))

=
1

2
·
(

2 +
1

2
+ 1

)

=
7

4

(Tangenta 61, strana 33, Pismeni zadaci, zadatak 4).

3. Kako je 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, sledi r ∈ {2, 3, 5, 67}.

1◦ Ako je r = 2, sledi 3p+ q2 = 3 · 5 · 67, pa je p = 2 ili q = 2. Ako je p = 2, sledi q2 = 999, xto je nemogu�e. Ako je
q = 2 sledi 3p = 1001, xto je nemogu�e.

2◦ Ako je r = 3, sledi 3p+ q2 = 2 · 5 · 67, pa je q < 26, odnosno q ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23}.

(a) Ako je q = 2, sledi 3p = 666, tj. p = 222 = 2 · 3 · 37.
(b) Ako je q = 3, sledi 3p = 661, xto je nemogu�e.

(v) Ako je q = 5, sledi 3p = 645, tj. p = 215 = 5 · 43.
(g) Ako je q = 7, sledi 3p = 621, tj. p = 207 = 32 · 23.
(d) Ako je q = 11, sledi 3p = 549, tj. p = 183 = 3 · 61.
(�) Ako je q = 13, sledi 3p = 501, tj. p = 167, xto je prost broj.

(e) Ako je q = 17, sledi 3p = 381, tj. p = 127, xto je prost broj.

(ж) Ako je q = 19, sledi 3p = 309, tj. p = 103, xto je prost broj.

(z) Ako je q = 23, sledi 3p = 141, tj. p = 47, xto je prost broj.

3◦ Ako je r = 5, sledi 3p+ q2 = 2 · 3 · 67, pa je q = 3, odakle je p = 131, xto je prost broj.

4◦ Ako je r = 67, sledi 3p+ q2 = 2 · 3 · 5, pa je q = 3, odakle je p = 7, xto je prost broj.

Dakle, ukupno ima xest rexeƬa (Tangenta 64, strana 35, Pismeni zadaci, zadatak 13).

4. Neka CE seqe kruжnicu nad AB po drugi put u F . Po uslovima zadatka je ∢BEF = ∢BED, pa su D i F simetriqne
u odnosu na AB. Kako je ∢DOC = 2 · ∢DFC = 2 · ∢DFE (centralni i periferijski ugao) i kako su △EDF i △DOC
jednakokraki, sledi 2 · ∢BED = 180◦ − 2 · ∢DFE = 180◦ − ∢DOC = 2 · ∢OCD. Sledi ∢OED = ∢BED = ∢OCD, pa je
qetvorougao CDOE tetivan.
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5. Zbir poena svih takmiqara jednak je ukupnom broju odigranih ukakmica, odnosno
n(n− 1)

2
. Po uslovima zadatka

ovaj broj je neparan i vaжi 4 6 n 6 9, pa je n ∈ {6, 7}.

1◦ Ako je n = 6, igraq koji je na qetvrtom mestu je osvojio 1, 3 ili 5 poena. Nije mogao osvojiti 5 poena, jer
bi tada bio prvi. Nije mogao osvojiti ni 1 poen, jer bi tada postojala 4 igraqa koji su ga pobedili, a kako
oni imaju paran broj poena, on bi bio peti ili xesti. Ako je osvojio 3 poena, onda su 3 boƩe rangirana
igraqa osvojili po 4 poena, pa su preostala 2 igraqa osvojila 6·5

2
− 3− 3 · 4 = 0 poena, xto je nemogu�e, jer su

me�usobno igrali. Sledi da nije mogu�a ni ova situacija, pa ne moжe biti n = 6.

2◦ Sluqaj n = 7 je mogu�, ako se turnir odvija kao u jednoj od tabela (mogu�e je pokazati i da su ovo jedina 2
mogu�a turnira za n = 7 koji zadovoƩavaju uslov zadatka).

1 2 3 4 5 6 7 Σ

1 × 1 1 1 1 1 1 6
2 0 × 1 1 1 0 1 4
3 0 0 × 1 1 1 1 4
4 0 0 0 × 1 1 1 3
5 0 0 0 0 × 1 1 2
6 0 1 0 0 0 × 1 2
7 0 0 0 0 0 0 × 0

1 2 3 4 5 6 7 Σ

1 × 1 0 1 1 0 1 4
2 0 × 1 1 1 1 0 4
3 1 0 × 1 1 0 1 4
4 0 0 0 × 1 1 1 3
5 0 0 0 0 × 1 1 2
6 1 0 1 0 0 × 0 2
7 0 1 0 0 0 1 × 2



Drugi razred - B kategorija

1. Uslov definisanosti datog izraza je x2 + 2x − 32 > 0. Uvedimo zato smenu t2 =
x2 + 2x − 32. Data jednaqina se sada svodi na

√

t2 − 6 · |t|+ 33 = 5, odnosno, nakon
kvadriraƬa, na t2−6 · |t|+8 = 0. PosledƬa jednaqina je kvadratna po |t| i Ƭena rexeƬa
su |t| = 2 i |t| = 4. Za |t| = 2 dobijamo jednaqinu 4 = x2 + 2x− 32, pa je x = −1±

√
37; za

|t| = 4 dobijamo jednaqinu 16 = x2 + 2x− 32, pa je x = 6 ili x = −8.
Dakle, sva rexeƬa date jednaqine su x ∈ {−1−

√
37,−1 +

√
37,−8, 6}.

2. Dokaza�emo da Milox uvek moжe da pobedi.

Ako Aleksandar upixe a ili b Milox �e upisati c = 0 i onda jednaqina ne moжe da
ima dva rexeƬa istog znaka (jer je jedno 0).

Ako Aleksandar upixe c = m 6= 0 onda Milox upisuje a = −m i tada je D = b2 − 4ac >
−4ac > 0, pa kvadratna jednaqina ima 2 razliqita rexeƬa, a zbog Vietovih pravila
imamo da je x1 · x2 = c

a
< 0, te su ona suprotnog znaka.

3. Neka je z = a+ bi, za a, b ∈ R. Tada za (a, b) 6= (1, 0) vaжi

z − 2

z − 1
=

(a− 2) + bi

(a− 1) + bi
=

(a− 2) + bi

(a− 1) + bi
· (a− 1)− bi

(a− 1)− bi
=

a2 − 3a+ 2 + b2

(a− 1)2 + b2
+

bi

(a− 1)2 + b2
.

Da bi prvi uslov bio ispuƬen mora da vaжi a2 − 3a + 2 + b2 = 0, tj. (a − 3

2
)2 + b2 = 1

4
,

odnosno
∣
∣z − 3

2

∣
∣ = 1

2
. Dakle, sve taqke koje zadovoƩavaju prvi uslov leжe na kruжnici

kompleksne ravni sa centrom u 3

2
i polupreqnikom 1

2
. Da bi drugi uslov bio ispuƬen

potrebno je da vaжi b = 0, pa se sve taqke koje ga zadovoƩaju nalaze na realnoj osi.

4. Oznaqimo sa G presek duжi BD i EF , a sa S presek dijagonala datog romba. Kako
je ∢EDB = ∢FDB, ∢DEB = ∢DFB = 90◦, to su trouglovi DEB i DFB podudarni, pa
je DE = DF . Kako je i EB = FB, to je qetvorougao DEBF deltoid, pa je DB ⊥ EF .
Kako je i AC ⊥ DB, to je EF ‖ AC. Duж DG je visina jednakokrakog trougla EDF ,
pa je ujedno i teжixna duж, a samim tim i EG = GF = b/2. DaƩe, kako je ∢DGE =
∢EGB = 90◦ i ∢BEG = 90◦ −∢DEG = ∢EDG, to su trouglovi GDE i GEB sliqni. Iz
Pitagorine teoreme je GB2 = EB2 −EG2 = a2 − b2/4, pa je iz prethodne sliqnosti

b/2

DE
=

EG

DE
=

GB

EB
=

√

a2 − b2/4

a
,

odakle dobijamo DE =
ab√

4a2 − b2
. Primenom Pitagorine teoreme dobijamo DG2 =

DE2 − EG2 =
b4

4(4a2 − b2)
i DB2 = DE2 + EB2 =

4a4

4a2 − b2
.

DaƩe, kako je EG ‖ AS, iz Talesove

teoreme imamo
DE

AD
=

DG

DS
= 2 · DG

BD
, pa je

AD =
DE ·BD

2 ·DG
=

2a3

b ·
√
4a2 − b2

.
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5. Oznaqimo sa abcde traжeni broj. Tada treba da vaжi

2 | ab, 3 | abc, 4 | abcd, 5 | abcde.

Qetvrti uslov, 5 | abcde, je zadovoƩen samo ako je e ∈ {0, 5}, tj. cifru e moжemo
odrediti na 2 razliqita naqina.

Prvi uslov, 2 | ab, je zadovoƩen samo ako je b ∈ {0, 2, 4, 6, 8}, tj. cifru b moжemo odrediti
na 5 razliqitih naqina.

Tre�i uslov, 4 | abcd, je zadovoƩen samo ako je

cd ∈ {00, 04, 08; 12, 16; 20, 24, 28; 32, 36; . . .92, 96}.

Primetimo da ako je cifra c jedna od 0, 2, 4, 6 ili 8 onda cifru d moжemo odabrati
na 3 naqina (d ∈ {0, 4, 8}), a ako je cifra c jedna od 1, 3, 5, 7 ili 9 onda cifru d moжemo
odabrati na 2 naqina (d ∈ {2, 6}). Stoga cifre c i d moжemo odrediti na 5 · 3+5 · 2 = 25
razliqitih naqina.

Ostaje da odredimo jox prvu cifru a. Ona ne moжe biti 0 (jer je broj petocifren).
Drugi uslov 3 | abc je ekvivalentan sa uslovom 3 | a+ b+ c. Ukoliko je b+ c deƩivo sa
3, cifru a moжemo izabrati na 3 naqina (a ∈ {3, 6, 9}); ukoliko b+ c daje ostatak 1 pri
deƩeƬu sa 3, cifru a moжemo izabrati na 3 naqina (a ∈ {2, 5, 8}); ukoliko b + c daje
ostatak 2 pri deƩeƬu sa 3, cifru a moжemo izabrati na 3 naqina (a ∈ {1, 4, 7}). Stoga
cifru a (kad smo odredili ostale) moжemo odrediti na 3 razliqita naqina.

Na osnovu prethodne analize sledi da brojeva koji ispuƬavaju uslove zadatka ima
ukupno 2 · 5 · 25 · 3 = 750.



RexeƬa za tre�i razred – B kategorija

1.
2 cos 40◦ − cos 20◦

sin 20◦
=

2 cos 40◦ − cos 20◦

sin 20◦
=

cos 40◦ + cos 40◦ − cos 20◦

sin 20◦
=

cos 40◦ − 2 sin 30◦ · sin 10◦
sin 20◦

=
cos 40◦ − sin 10◦

sin 20◦
=

sin 50◦ − sin 10◦

sin 20◦
=

2 cos 30◦ · sin 20◦
sin 20◦

=
√
3 .

2. OduzimaƬem druge relacije od prve dobija se:

~a×~b− ~a× ~c = ~c× ~d−~b× ~d.

Primenom pravila vektorskog proizvoda dobija se:

~a× (~b− ~c) = (~c−~b)× ~d,

odnosno ~a× (~b− ~c) = ~d× (~b− ~c), tj. ~a× (~b− ~c) − ~d× (~b− ~c) = ~0, tj.

(~a− ~d)× (~b− ~c) = ~0.

Odavde sledi zakƩuqak da su vektori ~a− ~d i ~b− ~c kolinearni.

3. Tangenta, broj 59, strana 41, II 5.

Ako uvedemo smene a = 5y i b = log3 x, prva jednaqina je 2 · 5

a
=

−2b, odnosno nakon skra�ivaƬa dati sistem postaje

ab = −5, a+ b = 4.

Kada iz druge izrazimo b preko a, tj. b = 4 − a, i ubacimo u
prvu dobijamo kvadratnu jednaqinu a2 − 4a − 5 = 0, koja ima 2
rexeƬa: a1 = −1 (koje otpada jer je a = 5y > 0) i a2 = 5 (tada je
b = −1).

DaƩe imamo 5y = 5 ⇒ y = 1 i log3 x = −1 ⇒ x = 3−1 = −1

3
.

Jedino rexeƬe polaznog sistema je (x, y) = ( 1
3
, 1).

4. Stranica baze prizme je
AB = BC = CD = DA = a.
Strancica romba je
AS = SP = AR = RP = x.
Dijagonala romba AP = d.
Ugao ∢RAS = α.
Ugao ∢PAC = β.

Primenimo kosinusnu teoremu na trougao △ASR:
AS2 +AR2 − 2 ·AS ·AR · cosα = SR2

x2 + x2 − 2x2 · cosα = (a
√
2)2

2x2 − 2x2 · cosα = 2a2 (*)



Primenimo kosinusnu teoremu na trougao △ARP
AR2 +RP 2 − 2 ·AR ·RP · cos (π − α) = AP 2

x2 + x2 + 2x2 · cosα = d2

2x2 + 2x2 · cosα = d2 (**)

Iz jednakosti (*) i (**) dobijamo da je
2x2 − 2x2 · cosα
2x2 + 2x2 · cosα =

2a2

d2
,

odnosno
1− cosα

1 + cosα
=

2a2

d2
, tj.

a
√
2

d
=

√

1− cosα

1 + cosα
= tg

α

2
= cosβ,

odakle je β = arccos tg
α

2
.

5. Tangenta, broj 58 i 59, korice.

Oznaqimo teжine tegova, redom, sa a, b, c, d, e, f, g, h:

e

a b

f gd

c

h

Tada zbog horizontalnog poloжaja svih letvi imamo slede�e
jednakosti:

a · 2+ b · 1 = c · 1, (a+ b+ c) · 1 = d · 2, e · 3+ f · 2+ g · 1 = h · 2,

(a+ b+ c+ d) · 3 = (e+ f + g + h) · 3.
Na osnovu prve dve od ovih jednakosti imamo 2a + b = c i
2d = a + b + c = 3a+ 2b < 4a + 2b, odakle je c > d > a i c > d > b.
Iz tre�e imamo da je h > e i h > f . Dakle, najve�i broj (tj. 8)
moжe biti samo c, g ili h.

1◦ Ako je c = 8, na osnovu prve jednakosti dobijamo 3 sluqa-
ja: (a, b) ∈ {(3, 2), (2, 4), (1, 6)}. Na osnovu druge jednakosti broj
a + b + c je paran, pa otpadaju podsluqajevi (a, b) = (3, 2) i
(a, b) = (1, 6). Ako je a = 2, b = 4 i c = 8, dobijamo da je d = 7,
ali tada ne vaжi posledƬa jednakost (a+b+c+d = e+f +g+h):

2 + 4 + 7 + 8 = 21 6= 15 = 1 + 3 + 5 + 6.

2◦ Ako je g = 8, onda je h 6 7, ali onda ne moжe da vaжi tre�a
jednakost, jer ve� za najmaƬe vrednosti e i f (e = 1, f = 2 i
e = 2, f = 1) imamo:

1 · 3 + 2 · 2 + 8 · 1 = 15 > h · 2, 2 · 3 + 1 · 2 + 8 · 1 = 16 > h · 2.

3◦ h = 8 – mora da nastupi ovaj sluqaj. Sada �emo da vidimo
koliko je c.



Ako je c < 7 onda je 7 ∈ {e, f, g}. Ako bi bilo e = 7 ili f = 7
onda bi bilo 3e + 2f + g > 16 = 2h, pa ne bi vaжila tre�a
jednakost. Stoga je g = 7. Kada dobijene vrednosti zamenimo u
tre�u jednakost dobijamo da je 3e+2f = 9, odakle sledi da je e
neparan. Za e > 3 vaжi 3e+2f > 9, pa ne moжe biti ovaj sluqaj,
stoga je e = 1, odakle bi dobili i f = 3. Ali tada ne bi vaжila
qetvrta jednakost:

2 + 4 + 5 + 6 = 17 6= 19 = 1 + 3 + 7 + 8.

Stoga je c = 7 . DaƩe, iz prve jednakosti imamo 2a + b = 7, pa
je broj b neparan, te imamo 3 sluqaja: (a, b) ∈ {(3, 1), (2, 3), (1, 5)}.
Na osnovu druge jednakosti broj a + b + c je paran, pa ot-
padaju podsluqajevi (a, b) = (3, 1) i (a, b) = (1, 5). Stoga je

a = 2, b = 3, d = 6 .

Treba jox da prona�emo e, f, g ∈ {1, 4, 5} (ti su nam brojevi os-
tali) tako da vaжi tre�a jednakost: 3e + 2f + g = 16. Ako bi
bilo e = 5 ili e = 4 onda bi bilo 3e + 2f + g > 16. Stoga je
e = 1 . Konaqno treba da vaжi 2f + g = 13, uz f, g ∈ {4, 5}. Kako

je 2 · 5 + 4 = 14 6= 13 i 2 · 4 + 5 = 13, dobijamo da je f = 4, g = 5 .

Lako se proveri da ovako dobijeno rexeƬe zadovoƩava sve 4
jednakosti. Kako nismo imali drugih mogu�nosti to je jedino
rexeƬe zadatka. Ono je predstavƩeno na narednoj slici:

1

2 3

4 56

7

8

Napomena. Kriterijum oceƬivaƬa:

Ko samo na�e rexeƬe dobija 5 poena. Ko i pokaжe da su za
to rexeƬe letve horizontalne dobija 10 poena. Ko pored toga
pokaжe da nema drugih rexeƬa dobija svih 20 poena.



Qetvrti razred , B kategorija

1. Kako je Q(x) = x3 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)(x2 + 1), to su nule polinoma Q(x) brojevi −1, i i −i. Odredimo
sve prirodne brojeve n takve da su navedeni brojevi i nule polinoma P (x), xto je potreban i dovoǉan
uslov da bi polinom P (x) bio deǉiv polinomom Q(x). Poxto je P (−1) = 2 + 2 · (−1)n, to je broj −1
nula polinoma P (x) akko je n neparan broj. Za neparne brojeve n va�i

P (i) = i3n + i2n + in + 1 = in(i2n + 1) + i2n + 1 = (i2n + 1)(in + 1) = ((−1)n + 1)(in + 1) = 0.

Poxto je tada i P (−i) = P (i) = P (i) = 0, to su rexeǌa zadatka svi neparni brojevi n.

2. Pretpostavimo da je x > 1. Poxto je imenilac razlomka sa desne strane tra�ene nejednakosti pozi-
tivan, nejednakost je ekvivalentna sa

(x+ 1) lnx− 2x+ 2 > 0. (1)

Neka je f(x) = (x+1) lnx−2x+2. Imamo da je f(1) = 0 i da je f diferencijabilna funkcija na (0,+∞).
Dovoǉno je dokazati da je f rastu�a, xto je ekvivalentno sa f ′(x) > 0 za x ∈ (1,+∞). Elementarnim
transformacijama dobijamo f ′(x) = lnx+ x+1

x −2 = lnx+ 1

x−1. Dovoǉno je dokazati slede�u nejednakost
za x > 1:

x lnx+ 1− x > 0. (2)

Posmatrajmo funkciju g(x) = x lnx+1−x. Imamo da je g(1) = 0 i g′(x) = lnx. Kako je g′(x) > 0 za x > 1
zakǉuqujemo da je g rastu�a funkcija i g(x) > 0 za x > 1. Ovo implicira nejednakost (2), xto znaqi
da je f rastu�a. Odatle sledi (1) a samim tim i tvr�eǌe zadatka. (Tangenta 66, str. 17, Nagradni
zadaci, M999)

3. Oznaqimo sa H ortocentar trougla ABC. Tada je DE∥AH i na osnovu Talesove teoreme dobijamo
BD : DA = BE : EH. Poxto je △BHC1 ∼ △BAB1 a D i E taqke koje dele ǌihove stranice BH i
BA u jednakim razmerama zakǉuqujemo da je ∠C1EB = ∠BDB1 = 90◦. Iz ovoga sledi da je C1E∥AC.
(Tangenta 63, str. 11, Nagradni zadaci, M926)

4. Oqigledno ni jedna od cifara ne sme biti jednaka nuli. Odaberimo qetiri razliqite cifre od kojih
ni jedna nije jednaka nuli. Od tih cifara mogu�e je sastaviti taqno jedan qetvorocifreni broj koji
ima navedenu osobinu. Zato je broj tra�enih qetvorocifrenih brojeva jednak broju odabira qetiri
razliqite nenula cifre, odnosno jednak je

(
9

4

)
= 126.

5. Neka je N skup neparnih prirodnih brojeva maǌih od 2n, a S = {2, 4, . . . , 2n} skup svih stepena dvojke.
Dokaza�emo da skup S ∪N zadovoǉava tra�ene uslove. Primetimo da je |S ∪N | = n+ 2n−1. Da bismo
dokazali da x, y ∈ S ∪N implicira (x+ y) - xy, razmotrimo slede�a tri sluqaja:

1◦ Ako su x, y ∈ N , tada je x+ y paran pa ne mo�e biti (x+ y) | xy.
2◦ Neka je x ∈ N a y ∈ S (ili obratno). Pretpostavimo da je y = 2k za neko k ∈ {1, 2, . . . , n}. Poxto je

x+y neparan, iz relacije (x+2k) | 2kx bi sledilo da je (x+2k) | x xto je nemogu�e zbog x+2k > x.

3◦ Ako x i y razliqiti brojevi iz skupa S, onda postoje k, l ∈ {1, 2, . . . , n} takvi da je x = 2k i y = 2l.
Ni u ovom sluqaju ne mo�e da va�i (x+ y) | xy zato xto je xy = 2k+l a x+ y = 2min {k,l} · (2|k−l| + 1)
a 2|k−l| + 1 je neparan prirodan broj ve�i od 1. (Tangenta 64, str. 15, Nagradni zadaci, M959)
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