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IIpBu pa3spen, A kareropuja

Heka je M cpemumre crpanune BC, a M’ npecek cume- A
tpaJtie crpanune BC u nysxu AK. Kako je M cpemumre
nywn HK mw MM’ || AH, 1o je MM’ cpenma nuamja
. — .
tpoyraa AHK, na je 2- MM’ = HA. Axo je O nenrap
onmcane kpy:kxuune rpoyraa ABC, rana je HA =2-MO,

na je mpema nperxomHomM O = M’ un camum tum AK
npevnuk onucane kpyskaune rpoyriaa ABC. (Tanrenta B c
66, crp. 40, Harpanuu 3ananu, M989) K

OK 2012, 1A — 1

IIpernocraBumo ma oBakso m € Z nocroju. Kako je g(m)=(m—1)-m-(m+1)+3,a (m—1)-m-(m+1) newuso
ca 3 Kao HpPOM3BOA TpU y3acTouHa G6poja, To 3 | g(m), na 3| p(m). Camum TumM,

3] p(m) —q(m) =m?4+2m —1=3m+ (m? —m — 1),

tj. 3| m? —m —1. Karo je m? =1 (mod 3) xana m Huje nemuso ca 3, a m?> —m—1=2 (mod 3) xkaza je m nemuso
ca 3, o m? —m — 1 Huje mesLuBO ca 3, KOHTPAAUKIU]A.

Ilokazahemo ma mocToju GeCKOHAYHO MHOTO OpoOjeBa 1 TaKBUX na je T, HeJbUB ca 3, a na HUje IesbuB ca 9, omakie
he cnenutu TBpheme 3amarrka. Kako cBaku npuponasn Opoj aaje ucTtu ocraTak Mo MOAyILy 9 Kao u 30Up HEeroBux
nudapa, TO je

nn+1)2n+1)

r, =S+ S2H +...+Sn) =12 +22+.. . +n?= 5 (mod 9),

n(n+1)2n+1)

rae cMmo ca S(m) ozuaunian 36up nudapa npuponsor 6poja m. Crenujanano x, = (mod 3). Onabe-

6
1)(2 1 k(9k + 1)(18k + 1
puMo 6poj n y obaury n = 9k, k € N, rne 6poj k muje nemwus ca 3. Tana je nin + )6( ntl) = Sk(%k + {18k + 1)

neswuB ca 3, a Huje memus ca 9, a tume 3 | x, u 91 x,. Iakne, 3a cBaku npuponan 6poj n = 9k, rue je k nupuponan
Opoj Koju HUje mesmuB ca 3, OPOj X, HUje TNOTIYH cTemeH. Kako mpupomuux 6pojeBa k ca HaBemeHOM OCOOMHOM
nMa OECKOHAYHO MHOIO, TO je ITOKAa3 3aBpIIeH.

Heka je O mnpecek mujaronana uyerBopoyria ABCD.
Bes ymamema ONMITOCTH MPETIOCTABAMO nOa CE TadKa
P wmanasu y AABC. Kako je <APD = <BPC, 1o je
180° > <«APC = <APD + <«CPD = «BPC + <CPD, na
je Py ANAOB un Basku <APC = <BPD. Kako je P ua
cumerpaau nyxu AD 1o je AP = DP, a kakxo je P mHa
cumerpaisu nysxku BC 1o je BP = CP, na cy Tpoyriosu
APC u DPB nonynapuun n Baxku AC = BD. Cana,
kako je CQ = DQ (jep je Q ma cumerpanu ny:xu CD)
u AQ = BQ (jep je Q ua cumerpamu nysku AB), To cy
u Tpoyraosu AQC n BQD nonynapuu.

IIpernocraBumo na ce tauka @ vanaszu y AAOB unun ACOD. Tana, raro je <AQC = <BQD, 1o je <AQD =
<BQC, na kako je AQ = BQ u DQ = CQ, 10 je NAQD = ABQC. Mebyrum, tana je <DAB = <DAQ+<QAB =
<CBQ + <QBA = <ABC, u ananoruo <ADC = <BCD, na je uerBopoyrao ABCD tpame3, KOHTpaAUKIM]A.
Harse, 6e3 yMamema ONIITOCTA MOKEMO MPETIOCTABUTH Aa je Tauka QQ y AAOD, na je <AQB = <AQC—<BQC =
<BQD — <BQC = <CQD, mro je n Tpebajo HOKA3ATH.

OK 2012, 1A — 4

Hexka cy ai,as,...,a, OpojeBu 3anucanu Ha KApTUIAMA U HEKA je p TPpasKEHU OPOj mMuTama. 3a CBAKU OX OpojeBa
a;, 1 <i<n, MopamMo moCcTaBUTU OapeM jemHo MUTAmE BE3aHO 3a MPOM3BOL Tpu Opoja meDy kojuma je jeman a;,

. n .
na je p > 3 Pasmorpumo ciemeha tpu cayuaja:

IIpsu caywaj. n = 3k, 3a vero k € N. Tana je p>k. IloctaBmameM nurama Be3aHa 3a IPOU3BOIE A3]+103]+203(+3, 38
0<I<k—1, nobujamo na je p =k (upousBon GpojeBa Ha KapTUIAMA JeIHAK je MPOU3BOLY OpojeBa Koje mobujamo
Ka0 OArOBODE HA HUTAHA).



Apyeu cayuaj. n = 3k + 1, 3a weko £k € N. Tana je p >k + 1. IlocraBmamem murama Be3aHa 3a IPOU3BOAE
a1a2as3, 14405, A106a7 U G31—1031a31+1, 38 3 < [ < k, mobujamo ma je p = k + 1, jep je mpousBoxm OpojeBa koje
mobujaMo Kao OArOBOpE HA MUTAma jeqHAK IPOM3BOLY OpojeBa Ha KapTUlaMma, Tj.

k

a1a2a3 - a1a4a5 - aragar - | [ as—1asasia = af - Haz Haz
=3 =1

Tpehu cayuwaj. n = 3k + 2, 3a Hero k € N. Tana je p > k + 1. IlocraBmmameMm nurama Be3aHa 3a IPOU3BOIE
a1a2a3, A1a204, A1A205 U A31431+10314+2, 32 2 <[ <k, mobujamo ma je p < k+ 2 (camyHo kao y mpsa IBa ciydaja).
IokaxuMo na ce ca k + 1 nurama He MOKe NOOUTHU KeJbeHO. Y CYNPOTHOM, y TPOjKaMa 3a KOje Cy IOCTABJHEHA
nIuTama yIeCcTBYje YKyIHO n + 1 6pojeBa, ma Kako CBakM OpPOj MOpa Ma YYECTBYje y MOCTAB/LEHUM MUTAHUMA, 34,
jeman Opoj cy IOCTaBJ/bEHA TAYHO [Ba HuTama. AKO je Taj Opoj x, a y U z HEKW OJ OpojeBa KOJU YyUECTBY]Y Y
pPa3IMUYUTUM TUTAKHUMA BE3aHUM 33 T, TaAa UCTE OATOBOpe mobujamo u 3a OpojeBe —x, —Y, —2z, & OBOM 3aMEHOM
ce IPOM3BOJ CBUX OpOjeBa Mema, KOHTPAAUKIIN]A.

Ipyru pa3pen, A rareropuja

Axo je z = 0 HejenHaKOCT Basku 3a cBako a. Axo je x # 0, mememenm ca 22 u yBohemem cnmene t = x—i—% HejeTHAKOCT
IIoCTaje eKBUBAJIEHTHA Ca
fty=t*+at+a+1>0,

3at ¢ ( ,2) (jep BampaTHa jemmaumna 22 —tr + 1 = 0 WMa pemreme y CKyTy PeajHHUX OpPOjeBa ako M CaMO aKo
t & (-2, )) JluckpmvmmanTa tpuroMa f(t) je D = a®? — 4a — 4. IloBomHo je pasmorputu cieneha msa ciaydaja.
IIpeu c.ﬂyuaj. Hexka je D <0, 1j. a € (2 —2v/2,2+2V/2). Tana mejemmaroct f(t) > 0 Bamu 3a CBAKO peaHo t, ma 1
st é (-2,2)
ﬂpyzu c,ﬂyuaj Heka je D >0, 1j. a € (—00,2 — 2v/2] U [2 + 2V/2, +00). Tana mejemmaxoct f(t) > 0 Baskm 3a cBe
t ¢ (—2,2) akro je f(2) >0, f( 2)>0 1/1 aKo ce Teme kBaapaTHe Gynrmmje f(t) Hamasmy (—2,2), 1j. -2 < —§ < 2.
OBe HejemHAKOCTH pEnoOM najy a > —2, a < 5, 4 > a > —4, ma je TpamkeHU CKyl mapamMerapa y OBOM CJIy4Uajy
(_3’ _2\/_]

Ilakse, TpasKeHN CKyI IapaMeTapa je a € (—§,2 +2V/2).

3’

IIpumerumo na 3a |z| < 1 Basku a > | — zi|, 1a MOKEMO IpeTnoCTABUTU Ha je a # —zi. Tana Basxku caenehu Hus

€KBUBAJICHIIN] &
az —1

<1 laz—i|<la+zi| & |az —i|* < |a + zi]*.

a+ zi

Kaxko je |az —i|? = (az — i)(aZ + 1) = a®|z|?> —iaZ +iaz + 1 u |a + zi|? = (a + 2i)(a — Zi) = a® + iaz — iaZ + |2|?, TO je

laz —i* <la+zi? @ d®[2? +1<a® + |2 & (@ = 1)(]2)* - 1) <0 & |2] <1
wro je u tpebaso nokazaru. (Taurenra, crp. 33, [lucmenu 3amanu, 3anarak 2)

Ilornyu kBampar ce moske 3aBpmasatu nmudppama 1, 4, 5, 6, 9. Illornyn kBaapaT ce He MOKe 3aBpmaBatu ca 11,
55 mnm 99, jep Tu OpojeBu majy ocrarak 3 npu mebewmy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj 6poj memus ca 2, a HUje ca
4. Ilakie, MOBOJBHO j€ MOKA3aTH [a Ce HOTIYH KBaApPAaT HE MOKe 3aBpIIaBaTy ca bap derupu Opoja 4.
[IpeTmocTaBUMO Aa MOCTOjU MOTIYH KBAAPAT KOjU ce 3aBpmIaBa ca Gap uertupu Gpoja 4, Tj. meka je a® = 10000k +
4444, 3a meke a, k € N. Bpoj a je napam, na je a = 2b, 3a mexo b € N, u camum tum b? = 2500k + 1111. Mebhy T,
6poj 2500k + 1111 maje ocrarak 3 mpu mememy ca 4, ma He MOKe OUTU MOTIYH KBAAPAT, KOHTPAIUKINU]A.

Oszunaunmo ca S(XYZ) nospummny tpoyria XY Z. Kako
je AM = MB u PM = M@, To ce nujaroHaje 4eTrBO-
poyria APBQ nosose, na je ou napaJjgenorpam. Cana,
kako je EP || AQ, 1o je S(AEQ) = S(APQ), a raro
je PD || @B, To je S(QDB) = S(QPB), na rako je
S(APQ) = S(QPB), 1o je S(AEQ) = S(QDB). Kako je
AFE = BD, 1o cy Bucune tpoyriaosa AQFE u BDQ xoje
OAroBapajy OBUM CTpaHUIAMa jeqHAKe, OMHOCHO TauKa
Q@ je jemnako ynmasmena ox npasux AE u BD, wro je u
TpebaJso MOKa3aTH.
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Axo ce y jemnoj Bpctu Hasasu b6ap 10 pasznmuuutux OpojeBa, OHAA Ce y HApeIHe IBe MOjaBibyje HajBuime 6 HOBUX
opojeBa. Paszbmjmo Tabanny wa 50 mapoBa y3acTONHUX BpcTa. & HOPBOM mapy mMa HajBume 16 pa3nmauTux
OpojeBa, a y cBakoM on cienehwux 49 mma majBume 6 HOBuX OpojeBa, mTo naje ykymHo HajBume 16 +49 -6 = 310
pas3anyuTux O0pojesa.



IIpumep Tabaurne ca 310 paszmuuurux 6pojeBa koHCcTpyuineMo Ha cienehn wmaumu. 3a k= 1,2,...,50, ynmecumo y
(2k — 1)-By BpcTy cBe npuponse Gpojese ox 6k — 5 no 6k +4, a y (2k)-ty BpcTy cBe npupoane 6pojese on 6k + 1
no 6k + 10. Oa Tabauna ucoymaBa yCiIoBe 3alaTKa, a y Hm0oj ce Hajasze 6pojesu ox 1 mo 310.

Tpehu pazpen, A kareropuja

Y08 nepunncaHOCTH DATOT M3pasa je 2x+1 # 3 u ””33 > 3, omHOCHO T € (—00, —3)U(3,+00). Karo je 2% —16>0
akKko je T € [4,+00), a 9271 — 243 > 0 arko je x € [%,—i—oo), 10 je (y3 ycioB meduHUCAHOCTH) HaTU m3pa3 He Belin

on 0 akko je x € (3,4]. (Tamrenra 64, ctp. 37, [lucmenn 3anamm, 3anatax 15)

Mo medpmuunmju, nerepmuHanta je 36up n! cabupakra Koju mpencrasibajy (M0 HA 3HAK) TPOU3BOJ N €JEeMeHATa,
IpU YeMy je M3 CBaKe BPCTE U CBaKe KOJIOHE onabpaH 10 TavHO jenaH eneMeHT. JloBosmHO je pasmorpurtu cienelie
cIydJajesBe.

IIpeu caywaj. Hera je n > 4. IlocmarpajMo cBe KOJOHE OCUM IpBe UM mocienme. VI3 oBux rosoHa Moryhe
je m3abpaTw HAJBUINE OBA HEHYJA €JIEMEHTa, jep Ce jeAuH!W HEeHyJa eJeMEHTU OBUX KOJIOHA HaJiaze y IpPBOj U
mocJIe 0] BpeTt. Kako je oBux koJoHA GapeMm 3, TO je cBakuM cabupak KOjU yUeCTBYyje V Pa3BOjy MEeTEPMUHAHTE
jemnak 0, ma je u merepmuHanTta jemHaka 0.

Lpyeu cayuaj. 3a n = 3 merepMuHaHTa je jenHaka 16.

Tpehu cayuaj. 3a n =4 nerepMmuHaHTa je jenHakra 25.

Honyrmvo HU3 ca a—; = 0, Tako na pEeKypeHTHa penammja ocraje Ha cHasu. llokazahemo na je mm3 {a,} me-
puoanuan mo momyiay 2011. Kako mocToju camMo KOHAYHO MHOIO mapoBa ocrtaraka mo momyiay 2011, To mocroje
upupomau 6pojesu m,n (m >n) raksu na je m =n (mod 2011) u a,, = a, (mod 2011). Kako je 2011 npoct 6poj
Koju maje ocraTak 3 mo Momyiy 4, To k% + 1 Huje memuso ca 2011 mu 3a jemmo k € Z, na us

(m—=12+1)am1—(m-1D=an=a,=((n—-12+1)-a,_1— (n—1) (mod 2011)

CIem Q-1 = ap—1 (mod 2011). Hacrasmajyhu osaj mocrynak, nobujaMo am,—n—1 = a—1 = 0 (mod 2011), nakie
2011 | @p—p_1.

Y BeauMO KOMILJIEKCHY paBaH, TAKO na cy a, b, ¢, d, e, f n z, penoM, KOMILIEKCHU OPOjeBU KOjU OAroBapajy TauykaMa
A, B,C, D, E, Fu M. Ilatu ycliOB eKBUBAJIEHTAH je Ca

le—aP +lz—cP+le—ef =z =t + |z —d + e - [ &

31z2 +lal? + ||+ |e* —z(@+c+e) —Z(a+c+e)=3|z>+ p> + |d?> + |f?—2(b+d+ f) —Z(b+d+ f).

U3 nocnenme jemnaxoctu, ako je « =b+d+ f — (a + ¢+ ¢), umamo na 3a cBako z € C Baxku
za+za = b + |d? +[f* — (la]* +[cf* +|ef*).

Onasne, majupe omabupom z = 0, mobujamo [b|2 + |d|* + |f|? — (Ja|® + |¢|* + |e]?) = 0, a moTom omabupom z = 1 u
z =1, penoM mobujamo @+ o =0u @ —a =0, omaocuo o = 0. OBuMm cMo nokazanu na je a+c+e=b+d+ f. Uz
OBe€ jemHaKoCTU, UMajyhu Ha yMy aa Cy KOMIJIEKCHU OPOjeBU KOju OAroBapajy TEKUIITUMA HABEIEHUX TPOYTIIOBA
a+c+e b+d+f
E
IlokasKMMO MHIYKOUJOM & je TPaskeHu OpOoj MOACKymnoBa, y ozuamu f(n), jemnak 2n — 1. 3a n = 1 ounraenuo je
f(n) = 1. IpernocraBumo ma 3a cse k < n Bawu f(k) = 2k — 1. Hera je F MakcuManna (paMuiInja HEIPA3HUX
IIOICKYIIOBA CKyIla X OJl N eJleMeHATa Tako Ia Cy CBaka ABa WM AUC]YHKTHA WM je jedaH O BUX HOJACKYI APYTOr.
Jenanm on mux je cam X, jep je y cynpornom FU{X } Beha pammunmja ca mctum ceojeruma. Hera je Y € F takas na
OH HU]je MOJCKYI HujenHor eixeMenTta n3 F' ocum X, u Hexka Y uma k exemenara. Tana je cBaku eleMeHT (paMuiumje

, HETIOCPpenHO ciaenu TBpheme 3amaTka.

F wium nonckyn ckyna Y (TakBUX 1O MHIYKTUBHOj Xumore3u Moske 6utu Hajsume f(k) = 2k — 1), wam nucjyHrTan
ca Y, 1j. monckyn ckyna X \ Y (TakBuxX 1O MHIYKTUBHO] XUOOTe3u MOske Outw mHajsume f(n — k) = 2n — 2k — 1)
nimu cam X . Harie, y pamunnju F moske 6utn majsume (2k — 1)+ (2n—2k —1) + 1 = 2n — 1 noackynosa. JacHo je
na je taj 6poj moryhe moctuhiu: mo MHIYKTUBHO] XUIoOTe3u MO:KeMO m3abparu, 3a Heku Hempaszan Y C X, 2k — 1
noackymnosa ckyna Y, 2n — 2k — 1 noackynosa ckyna X \ 'Y u cam cryn X.

YerspTu paspen, A kareropuja

Heka je C(c? + 1,¢). KopumhemenM (popMmyse 3a TOBPIUHY MOIMTOHA HO6MjaMo ma je mospmuHa Tpoyraa ABC
jemHAKA

(4+43)(2-1) N (c+4)((c*+1)—2) N (3—}—0)(1—(024—1))‘ _
2 2 2

—c+3
5 .



— ¢+ 3 mocTwke ce 3a ¢ = % U jeHAKA je 171 > 0, ma je MUHUMAJHA BPEITHOCT

%, %) (Tanrenta 63, ctp. 33, Tanrenrta, sanatax 4)

MuHnMatHa BPeIHOCT U3pasa ¢

MIOBPIIVHE jeTHAaKa %1 U DOCTUKE Ce 3a TaUKy C(

dynrmmja g(x) = f(z) - ctgx je mupepenmmjabunna wa (1,2), Henpexnana ma [1,2] u Baskn g(1) = g(%) = 0, ma o
Posnosoj Teopemu nocroju ¢ € (1,2) rako na je

0=¢(c) = 2s1112 o (f'(c)sin2c —2f(c)).
ITpema Tome, 3a npousBomHO f(x) (KOje 3an0BOmaBa yCIOBE 3a4aTKa), jeJHAUMHA UMa 0ap jeJHO pellemne.

Axo je f(x) =x—1, jemmaumna raacu 2(z—1) = sin2x. Axro je h:[1,2] —» R nedunucana ca h(x) = 2(x—1) —sin 2z,
6poj pemema jenHaunHe jemHak je 0pojy Hyua ¢yaruuje h(x). Osa ¢yHrmumja je nupepenmmjabunna Ha [1,2] n
Bazku h'(x) = 2(1 — cos2z) > 0, ma h(x) crporo pacre. Cuemnu na h(r) Moske uMaTu HajBUIIE jemHy HYILy, & IO
OPETXOMHOM CJIEAN Na UMa TAYHO jEMHy HYILy.

Iakne, Hajmamu Moryhn Opoj pemema jeqHaduHe je jemas.

a) YKOIUKO Cy p U ¢ HemapHU OpPOjeBU BasKU
p?+2012pg+¢*=14+0+1=2 (mod 4),

na p? + 2012pq + ¢° Huje motnyn kBaxpart. Ilakme, GapeMm jeman on p u ¢ je mapas, ma je jemnak 2. Heka je (Ges
YMamema OMIITOCTH) p = 2. YKOJUKO je ¢ HelapaH Tana je

p?+2012pg + > =4+0+1=5 (mod 8),

ma p? +2012pq + ¢* omer Huje mOTHYH KBaApaT. YKOIMKO je p = ¢ = 2, Tanxa je p° +2012pq + ¢* = 4-2014, mTo Huje
IOTIYH KBAIAPAT.
6) [MocmaTpajMo jemnadumy

m? +2012mn + n® — ¢* = 0.

OBa jeqHaumua WMa pemema y CKyIly TPUPOIHUX OGpojeBa ako u caMo ako je (20122 — 4)n? + 4t% noTnywm kBaapar,
Tj. aKo je

1005 - 1007 - n? = s — t2,
3a mexo s € N. Heka cy 3aro s u ¢t TakBu ma je s —t = 1005- 1007 u s +t =n?. Tana je

(n —1005)(n — 1007)
5 .

Yronuko je jom n menapan, sehu ox 1007 u yzajamuo upoct ca 1005 u 1007, rana je H3I (m,n) =1, tj. (m,n) je
map ca TpaskeHuM cBojcTBoM. OBakBUX OpojeBa n MMa GECKOHAYHO MHOTO, UMME je MOKAa3 y MOTIYHOCTU 3aBPIICH.

Kako je <BAA; = <BB1A; (ka0 yrioBu HaJ TETUBOM

BA)) u <AMB = <ByMA;, to je ANABM ~ AB;A; M. B1
Awnamorno mobujamo ma je ABCM ~ AC1B1M, D \\\\\\
ANCDM ~ AD1C1M u ADAM ~ NA1 DM, na je \\\ \\ ‘7 \ A,
AB _ BM BC _ BM SN
AB,  AM BC, OM’ DrY
CD DM DA DM N TP
CiDy ~ GiM’ DA, A M AN e
Cana je 7 / \
AB  CD  BM-DM _ BC DA A / B
AB, CiD;  AM-CiM — ByC; DA’ Ci
na kako je AB = BC = CD = DA, Tto je 3aucra OK 2012, 4A — 4

AlBl . ClDl = A1D1 . BlCl.

—m— 1.
—m —2} = AU B pasbujen ma 2 monckyna A n B:

Ilorkazahewmo nma je r(m) = m?
Hexka je crym {1,2,...,m?

A={1,2,....m—2,(m—1)*(m—-1)*+1,...,m* —m — 2} u B={m—-1,m,...,(m—1)*-1}.
IToraskxumo na je cBaku on oBa 2 ckyna, A u B, caobodan-00-m-cyma, Tj. na jeaHadurHa
1+ 20+ ...+ 21 =T,

HeMa pemewma au y A Hu y B.



Axko cy OpojeBu T1,x2,...,Tm_1 U3 {1,2,...,m — 2} onmaA Baxku
1<+t Frpa<(m=—1)-(m=2)<m-(m—-2)=(m-1)>-1,
Te jex1 +x3+ ...+ xm1 € B.

Axo je meby GpojeBuma 11,2, ..., Tm_1 6ap jemam uz {(m—1)%,(m—1)?>+1,...,m? —m —2}, Tana je majuama
Moryhia BpeIHOCT CcyMe Ha JIeBOj CTPAHW jeNHAUMHE jenHaKa

I+1+...+1+m—-1)=m?>-m—1
|

m—2

= i taet... .+, €A

OBuM cMmo morazanu na je ckyn A cimoBomaH-oa-m-cyMa.
Axo cy 6pojeBu x1,xa,..

s Tmo1 13 B={m—1,m,...,(m—1)? — 1} onza je majmama moryha BpemroCT cyMme
Ha JIEBOj CTPAHU jeTHAYUHE jeTHAKa

(m—1)+m—1)4...+(m—1)=(m— 1)

m—1

= 1+ a9+ ...+ T € B.

OBuM cMO TIOKa3asiu na je u ckynm B cmoboman-om-m-cyma, ctora ciemn aa je r(m) =m? —m — 1.
[okasKMMO fMa BaskWU U CYIPOTHA HejemHakocT. Jlpyrum peumma cBako paszbujame ckyma {1,2,...,m% —m — 1}

Ha 2 moackyna A u B, canp:xku 6ap jeman MOACKYI KOJU HUje CJI0O0MAH-0I-M-CYyMA.

IIpernocraBumo ma oBo TBpheme HUje Tauno. Be3 ymMamema ONMITOCTU MOKEMO MPETIocTaBuTu aa je 1 € A.
To moBnaun ma 1+1+...+1=m—1¢& A, T1j.
—_—

(m

m—1¢€ B. Iame mmamo (m—1)+(m—-1)+...+(m—1) =

m—1

m—1

—1)2¢ B, 1j. (m—1)2 € A. Cana maamo 2 moryhuoctn 3a m, na je y ckymy A wnm y ckymy B:

1° Axo je m € A omma umamo m +m + ... +m+1=m?2—2m+1 = (m—1)2, na ckyn A auje cr060maH-0-M-CyMa

m—2

2° Axo je m € B ouma 36or m+m+ ...+ m+m—1=m?

—m—1caemn nam?>—m—1¢ B, tj. m>—m—1¢€ A.
m—2
Hame mvmamo 1+ 1+ ...+ 1+ (m—1)2 =m? —m — 1, ma ckyn A Huje ca060maH-01-M-CyMa.
—_—

m—2

Tume ¢cMO 1OOUIN KOHTPA,IUKIN]Y Ca MOJA3HOM MPETIOCTABKOM, YAME CMO MOKA3aJM Heje THAKOCT 7(m)<m.

2
—m—1.
s r(m)=m?—m—1ur(m)<m?—m—1 cremn na je r(m) = m?

—m — 1.



PEINIEIHA 3ATATAKA OKPYRHOI' TAKMUWYEIHLA N3
MATEMATHURE YJEHUKA CPEIILNX IIKOJIA, 11.02.2012.

IIpBu pa3pen, b kareropuja

Kako je M cpemumre crpanune AB, a N cpenumre
crpanune BC tpoyraa ABC, To je MN cpenma nu-
Huja oBor Tpoyrua, na je MN | AC u camum Ttum
<BMN = <BAC. Cmuuso, KN je cpenwma JIuHU-
ja tpoyrma CDB, ma je KN || DB u camuMm TuM
<CKN = <«CDB. Yeropoyrao ABCD je teruBan, ma
je <BAC = <CDB (rao yrumosu Han terusoMm BC), a
camuMm M u <BMN = <CKN. (Taurenra 66, ctp.
40, ITucmenn 3amanu, 3agarak 2)

OK 2012, 1B - 1

Heka je Q(z) = 2® — 22 + 2 — 6. Karo je Q(2) =2 -224+2-6=8-4+2—-6=0, 10 je Q(z) memmso ca = — 2.
Ilememen nomuoma Q(x) ca z — 2 nobujamo Q(x) = (z — 2)(2? + = + 3). Iame, o ycnoBy 3amaTka je

P(z)=Q(x)-R(z) +2®> —Tx+3= (2 —2) - (2> +2+3)- R(z) + 2® — Tz + 3, (1)

3a mern nommuoM R(r). Kako je ocrarak mpu mememy momunoma S(z) = 22 — 7z + 3 ca o — 2 mo BesyoBom crasy
jemnak S(2) = =7, To je upema () u ocrarak npu gemeny nonunoma P(z) ca x — 2 jenHak —7.

Axo je x = 3, onza je y° = 19, ma y oBoM ciydajy jeqHaunMHA HeMa pemema. AKo je o # 3, KaKo je & TpocT 6poj
cnemu H3I1 (x,3) = 1, ma 22 naje ocrarak 1 mpu mememy ca 3 u camum tuM je 222 +1 =0 (mod 3). Caemu 3 | 3°,
ma Kako je y mpoct 0poj cuaenu y = 3, onakie je v = 11.

Haxkie, jemuno pememe je (z,y) = (3,11).

Kako je AZ : AY = 2 : 1, 10 je Y cpeaumre ny:u 7
AZ, a raro je u YC || AB, 1o je YC cpenma nunuja
tpoyria ABZ, na je Y cpemumre ny:xku CD. Heka je O
pecek AMjaroHaja naror mapaJesorpama. Tama je O D Y
cpenumre ny:xu AC, ma je tauka X TERUMITE TPOYTIA
ACD. Cavum tum, AX : XY =2 : 1, na kako je ay:xuna
nysxxu AY jemmaka 3, To je myskuHa mysxku AX jemHara

9 A B

OK 2012, 15 - 4

Kako mBa majumakma 3anartra znoce 10 6omoBa, TO Tesku on wux Hocu Gapem 6 6omosa (jep HOCe paznuuur 6pPOJ
bomosa). Kako nsa majreska 3amatka Hoce 18 Gomosa, TO Jakmu Ol HUX HOCU Hajsume 8 Gomosa (jep HOCE
pasnuuut 6poj Gomosa). Ilakme, Tpehim mo TeskmHM 3amarak MOpa HOcUTH 7 0OIOBa, Ia 3aMaly YKYIHO HOCE
10+ 18 + 7 = 35 6omosa. (Tamrenrta 59, crp. 24, Harpanuu 3anann, M856)

Ipyru pa3spen, B kareropuja

Ilatu uspa3s je mepurMCaH aKo U caMo aro je 4 + 7z — 222 > 0, omHOCHO ako u caMo ako je z € [—L 4] = D.
’ 29

Iame, kako je 3a x > —% JeCcHa CTpaHa JaTe HejeTHAYMHE HEHETaTUBHA, TO je MOBOJBLHO OAPEIUTH cBe x € D Koju

3a/10BOJbABAjY HEjeTHAUNHY

622 — 3z —3> 0.

Pemema nocnenme KBanpaTHe HejeAHAYWHE CY U3 CKyIa (—oo7 —%) U (1, 4+00), ma je peleme IOYeTHE HEjeTHAYUUHE
ckyn (1,4]. (Tamrenrta 63, crp. 32, IIucmenu 3amanu, 3anatak 2)

Heka je f(z) = kz? + lx + m, 3a mere k, [, m € R. V3 ycioBa 3amaTka ciaenu
k(a> =¥ +1(a—0b) = f(a) — f(b)=cb—a) u k(a®>—c*) +1l(a—c)= f(a)— f(c) =blc—a).

Kako cy a,b, ¢ pazmuuntu, caemu a —b # 0, a — ¢ # 0, na nememeM TpBe jemHauuwue ca a — b, a apyre ca a — ¢,
nobujamo k(a+b)+1l+c=0=k(a+c)+ 1+ b, onarae je k(b—c) =b—c. Kako je b—c¢ # 0, caenu k = 1, na je
l=—(a+b+c)um=ab+bc+ca. Cnemu f(a+b+c)= (a+b+c)?—(a+b+c)(a+b+c)+(ab+be+ca) = ab+be+ ca,

mTo je m Tpebaso moKa3aTu.

Kako 4 | 2012, To 3a n > 2 mvamo ma 42 | 47 | 2012". 3ato je 6poj 20127, 3a n > 1, memus ca 8. Bpoj koju ce



saspmasa ca 2012, uuje memus ca 8 momro 8 1 012 (mpupoman 6poj mpu mememy ca 8 maje UCTU OCTATAK Kao U
6poj cacraBibeH OI HEroBe mocientme Tpu mudpe). V3 cBera HaBeneHOr 3akbydyjeMo Aa Opoj m ca HABEIECHOM
0COOUHOM HE TOCTOjU.

Kako je <BAN = <NAC, 10 je BN = CN (kao Teruse
onucane kpysxaune rpoyraa ABC koje oarosapajy oBuM
yraosuma). Tarobe, <BCN = <BAN (ka0 yriaosu
wan retusoM BN), ma je <T'CN = <CAN, a rako je
u <I'NC = <CNA, 10 je ATCN ~ ACAN. W3 ose

. . TN CN )
CIMYHOCTH 3aKJ/bYUyjeMo ma je N = AN a Kako je B o
BN = CN, 10 je BN? = AN - TN, mto je u Tpe6aJo
nokazaru. (Tamrenra 64, crp. 43, Ilucmenu 3anamu, N
3amarak 2) OK 2012, 2B — 4

YKOIUKO je Ha MackeHOasy Ouia 3acTymibeHna Gesna 60ja, Tama IMpHA HUje, I1a U3 IPYTOT YyCIOBa Cienu na cy ouie
3aCTYIJbEHE [JIaBa W 3€JIeHa, a MOTOM u3 Tpehier u yerBpTOr yCaoBa cienu Na HUCY OUIe 3aCTyIJbeHe HU KyTa,
Hu npBena. Jlakie, npHA, )KyTa 1 npBeHa 0oja Hucy Oumiie 3aCTyIJbeHE.

YKOMUKO, ¢ mpyre crpane, 6ena 6oja Huje Ouia 3acTymibeHa, Tamga IPHA jecTe, IMa U3 APYror yCIoBa CIEad Ia
je Obmia 3acTyIlJbeHa WM IJIaBa WM 3esieHa O0ja. 3a IpBY MOTYNHOCT M3 4ETBPTOT yCJIOBA CJIEIU Oa HU IPBEHA
6oja Huje Ouia 3acTymibeHa (ma CBEYKYIHO: Oeja, 3ejeHa W OpBeHa 00ja HUCY OuWie 3aCTyIJLeHe), a 3a APYTY
Mmoryhuoct n3 Tpeher ycnosa ciaemm na Hu skyTa 60ja HUje Ouia 3acTyl/beHa (Ia CBEYKYIHO: 0Oeia, IIaBa U sKyTa
60ja HuCy Guie 3aCTyIJbEHe).

Twume cMO TOKa3ajM ma CUTYpPHO mocToje 6ap Tpu 60je Koje Hucy Oumiie 3acTym/beHe Ha MacKeHbasy, ma je
O6poj 3actymmenux Ooja majBume n — 1. Ilpema upuxiaeoBoMm mpuHIUIY ciaenu na ce mory Hahwm mse ocobe Ha
MackeHOasy obydeHe y KocTuMe mcTte Ooje.

Tpehu pazpen, b kareropuja
Kopumhemem 0CHOBHIX 0COOMHA BEKTOPCKOT, CKAJAPHOT U MEIIOBUTOI MIPOU3BOAA HOOUjaMO
- - - = = —
Ka@ b) x (b +?)} (P+7d) = (7x b+bxb+dxd+b x?).(?+7)

= Jla,b,c] + [b,c,a] = 2[a,b, ]|
— T x D) T =20 (T x D),

wro je u Tpebaso nokazatu. (Tamrenra 66, crp. 38, [lucmenu 3amanu, 3amatak 3)

W3 npse jemnauwnme je sinx = 1 u cos2y = 1, num sinx = —1 u cos2y = —1. Tarobe, yronuko je sinxz = +1, Tana
je cosz = 0, ma yKOJIMKO T " Yy 3a0BOJbABA]jY IPBY jeAHAUYMHY, 3810BOJbABAajy 1 APYyry. Kako je sinz = cos2y =1
arko je v = § + 2km, 3a Hexko k € Z, u y = Im, 3a Hero | € Z, a sinx = cos2y = —1 akko je v = 37” + 2k, 3a HEKO

mm

ke€Z,my= % +In, 3a HeKO | € Z, TO Cy pemema JaTOr CUCTEMa jeJHAUNHA TapOBU (g +nm, 73 ), rme cy m, n
npousBoLHU Hesn Opojesu ucre napuoctu. (Tanrenra 58, crp. 31, Ilucmenu 3amanu, 3anarak 2)

Ilormyn kBanpar ce moske 3appmasatu nuppama 1, 4, 5, 6, 9. Iloruyn xkBagpaT ce He MOke 3aBpmasaTtu ca 11,
55 mnm 99, jep Tu OpojeBu majy ocrarak 3 npu nebemy ca 4, a Hu ca 66, jep je Taj 6poj memus ca 2, a Huje ca
4. lakje, MOBOJLHO je JOKAa3aTU Aa ce MOTIYH KBaJApaT He MOyKe 3aBplIaBaTu ca 0ap yerupu Opoja 4.
IIpeTnocTaBUMO Ia MOCTOjU IOTIVH KBAIPAT KOjU Ce 3aBpIIaBa ca 6ap yerupu 6poja 4, Tj. mexa je a? = 10000k +
4444, 3a meke a, k € N. Bpoj a je nmapan, na je a = 2b, 3a mexo b € N, u camum tum b? = 2500k + 1111. MebhyTum,
opoj 2500k + 1111 maje ocrarak 3 mpu mememy ca 4, ma He MO)Xe OUTU HOTIYH KBAAPAT, KOHTPAIUKINI]A.

Heka je <CAB = a, <ACD = 3, <ABD = ~, <BDC =
0. IIpumenom KocuHyCcHUX Teopema Ha Tpoyriose ABC,

ACD, ABD, BCD, penom mobujamo ¢
AB? + AC* —2-AB-AC -cosa = BC?, D
CD*+ AC? —2.CD-AC -cos3 = AD?
AB*+ BD?>—-2-AB-BD -cosy = AD? 5
CD?*+BD*>—-2.CD-BD-cosé6 = BC>

3aMeHOM y maTu u3pa3 modujaMo
2-AB-AC -cosa  2-AB-BD-cosy cosa  COSY A B

2-CD-AC'COSﬁ_2'CD-BD-COS(5<:>COSﬁ_ cosd’ OK 2012, 35 - 4




ma je cosa - cosd = cosf3 - cosy. Ilpumenom ¢opmyse 3a mperBapame MPOU3BOLA KOCUHYCA y 36up, mobujamo
Ia je mocienma jeIHAKOCT ekBuBajeHTHa ca cos(a — J) + cos(a + §) = cos(8 — ) + cos(f8 + 7). Hera je raura
O upecek mujaronaia yerBopoyria ABCD. Tana u3 tpoyrioBa AOB u COD manazumo « + v = 5+ 9, na je
cos(a— d) = cos(B — ), ommocuo cos(a+ ) = cos(B+7). Karo je a+ B+~ + 3§ = 360°— <AOB — <COD < 360°, To
je u3 nperxonue jemuaxkoctu o+ = B+, na je a = 3, onmocuo AB || CD.

Axo ce y jemnoj Bpctu Hasasu 6ap 10 pasznmuuutux OpojeBa, OHAA Ce y HApeIHe IBe MOjaBibyje HajBuine 6 HOBUX
opojeBa. Pazbumjmo Tabanny wa 50 mapoBa y3acTONHUX BpcTa. & HOPBOM mapy mMa HajBume 16 pa3nmaurux
OpojeBa, a y cBakoM on cienehwux 49 mMva majBume 6 HOBuX OpojeBa, mTo naje ykymHo HajBume 16 +49 -6 = 310
pa3anyuTux O0pojesa.

IIpumep Tabaurne ca 310 paszmuuurux 6pojeBa koHcTpyuineMo Ha cienehn wmaumu. 3a k= 1,2,...,50, ynmecumo y
(2k — 1)-By BpcTy cBe npuponre Gpojese ox 6k — 5 no 6k +4, a y (2k)-Ty BpcTy cBe mpupoane 6pojese on 6k + 1
no 6k + 10. Oa Tabauna ucoymaBa yCiaoBe 3alaTKa, a y m0oj ce Hajasze 6pojesu ox 1 mo 310.

YerspTu paspen, b kareropuja

. . . . 4-3 1 .
Koedunujent npasia npase koja mpoJsa3u kpo3 tauke A u B jennak je -2~ 3 ma je moTpedHO OnpenuTu
1
TAuYKy naTe QyHKIVje y KOjO] je Koe(pUIUMjeHT IpaBla TAaHI€HTE jeTHAK —3 Kako je roepuuujent npasina TaHreHTe
1 1 1
y Tauku ro Gpysrnuje y = f(z) jemmax f'(xg), TO je 1 — Top 1= 3 OAHOCHO Tg = —_. Jlakme, TpaskeHa Tauka je
xg

(—%, —% —1In Z) (Tanrenta 66, crp. 38, ITucmenn 3amanu, 3anatak 1)
IIpernocraBumo na je ¢yurumja f nmepuonnuna u Heka je T > 0 jenna mena nepuoia (He 06aBE3HO MUHUMAJIHA).
Kako je f(0) = f(T), to je 0 = sinT?, omarne je T? = km, 3a mexo k € N, ommocuo T = vVkr. Hera je n
npousBoman npuposan 6poj. s f(y/nm) = f(y/nr +T) mmamo 0 = sin(y/n7 + T)?, e xako je T = Vkr, nobujamo
(v/nm+ \/ﬁ)2 = 1,7, 3a HexKo l, € Z. Onasne, cpebusamen, vamaszumo xa je 2vVkn = I, —k—1 € N. Jlakie, 3a cBakn
npuponan 6poj n BaKU ma je 2v/nk npuponau 6poj. Cmnenujanuo, 3a n =1 u n = 2 umamo na cy 6pojesu 2k n

2V/2k

2v/2k npupomuau. CaMuM TUM, BUXOB KOJUYHUK je PAIMOHAJIAH OPOj, OITHOCHO ﬁ = V2 € Q, xouTpaIMKIH]a.
OBuM cMoO nokazanu na GpyHEnUja [ HUje MeproandHA.

Kako je 2% > 2012, o je z > 11. Canma je 6Y = 2% — 2012 > 2! — 2012 = 36, nma je y > 2. IIpu Towme, ako je y = 2,
Tana je r = 11 m oBO je jemHo peleme AaTe jeAHAYMHE. Y KOJUKO je y = 3, Tana je 6Y memmBo ca 8, a Kako je
x>11, To je u 2* memuso ca 8, ma je 2¥ — 6Y memuso ca 8. Mebyrum, 2012 vuje memus ca 8, na je (z,y) = (11,2)
jenuHO pelleme jeTHaYunHe.

Kako je <DAL = 90° — <ABC = «BCD, AD = CB n

<ALD = <CDB = 90°, 1o je o craBy YCY AADL = <
ACBD, na je LD = DB. Camum tum, Tpoyrao DBL
je jemmakokpaku, ma je <DLB = <DBL. Cana je
180° = <LAB+<ABL+<BLA =90°—<ABC+<ABL+
90°+<ABL, na je 2-<ABL = <ABC, mito je u Tpebao
nokasaru. (Tanrenrta 66, ctp. 16, Harpamam 3ananm, A :
D B
M990)
OK 2012, 45 — 4
Heka cy a1, a9, ..., a11 OpojeBu 3anucanu Ha KapTULlAMa W HEKA je p TpaKeHu Opoj muTama. 3a CBaku o1 Opojesa
a;, 1 <i<n, MopaMo mocTaBuUTH OGapeM jemqHO NMUTaH-e BE3aHO 3a Mpou3BOI Tpu Opoja meDhy kojuma je jeman a;, ma
2011
je p= ——, omuocHo p > 671. IlocraBmameM nuTama Be3aHa 3a MPOU3BOIE 1aG203, 4104045, A10607 U A3]—1A31G3]+1,

3
3a 3 <1 <670, MmoxkeMO ca3zHATU M IPOM3BOJ CBUX OpojeBa, jep je

670 2011 2011

2
aipa2a3 - 10405 - A1a60A7 - Ha3l—1a3la3l+1 =daj - H a; = H Qj,
=3 i=1 i=1

ma je p = 671.



Pemema 3a nnpBu pa3pen — A kareropuja

1. Ako cy rauke M u N cpemumra ny:xu AC u BC, pemom, onna
je MN Gam cpenma JUHKja TPOyrjaa Koja omroBapa crpanunu AB,
na je u cpenumre ay:xu MN Ha TOj cpeamoj AuHUjU (CIUKA JIEBO).

A
N M
S
B C
Y nporumBHOM (CIMEa HECHO — 0e3 yMamema OIIITOCTH MOYKEMO

y3etu na je tauka N Ouwka onm M tauru A), ako cy tauke P u
Q, pemom, cpemumnta crpanuna AC u BC, umamo na je PM = QN.
Ca mpyre crpane, ako je {S} = MNNPQ, Tana je penocien Tayaka
P—S5—Q u, ako je E Tauka 3a kojy je PS = QF u P—(Q — E.
U3 PM = QN, <MPS = <NQFE (cunomamsmu yrioBu HaI jel-
HakuM yraosuma <APQ = <AQP) u PS = QF cnemu nomyqapHoCT
APMS = AQNE. Oparie mobujamo <PSM = <QEN. Kaxro cy
yraosu <MSP un <NS(@ jemnakm Kao yHAKpPCHU, TO je TPOyrao
ASEN jemmakokpak. Omnmariae m u3 HOMYAapHOCTU WMaMO Oa je
SN = EN = SM, na je S cpemumre ny:xxu M N, ynme je mokaszaHo
TBpheme 3amaTka.

2. a) Axko je n =0 (mod 5) Taza je Takobe u n? =0 (mod 5). Axo
je n =41 (mod 5) tama je n? =1 (mod 5). Axo je n = 42 (mod 5)
Taaa je n =14 (mod 5). Crora n? Moske matu camo ocratke 0, 1
i 4 npu genemy ca .

0) Yroauko npoct Opoj p Huje memuB ca 5 onpa je p = bk + 1 uam
p=>5k+2 Bap=>5k+ljep’=1(mod5)up?+4=5=0 (mod5),
Tj. 6poj p? +4 > 5 je memus ca 5, ma je oH ciaoxeH. 3a p = bk £ 2
je p> =4 (mod 5) u p*> +6 = 10 = 0 (mod 5), Tj. 6poj p*> +6 > 5
je mebuB ca b, ma je OH CJOKEH. 3HAUW P He MOKe OUTH HU 2, HU
3, Hu p > 5. Kako cy 3a p = 5 6pojesu p> +4 =29 u p> +6 = 31
npoctu, m00ujaMo ma je jeAnHO pelieme OBOT 3aTaTKa p = H.

Hamomena. leo mon a) 6omoBatu ca 6 moena, a meo nox 6) ca 14.

—3x3 — a2+ 120+ 4
323 + 22 — 152 —5

3. Hakom cpebuBama mobujamo: A =

(1+3x)(4—x2)_4—x2__1_ 1
+32)(22—-5) 22-5 x2 -5
(1+32)(22—5) 22—5 2 _5

2

OBo je meo 6poj camo yrkomuko (x° —5) | 1, a To Basku camo 3a

r = £2.



4. Anasrusa.

Cumerpagna yriaa <ABC ceue onucany kpysuHULY k y Tadukn S Koja
je cpemumire nyka AC. Crora je momxynpeunurk OS | AC u tarkobe,
npasa OS nonosu ayx AC (1j. Baszku {M} = OSNAC u AM = MC).
Kako mpaBa h canp:kwm Bucuny u3 temena B, Baxu na je h 1 AC,
Tj. h| OS.

B

Konempyxyuja.

Onpemumo menrap O omucane kKpyskHuie oko tpoyraa AHST, rao
npecek cumerpada ayxku HS u ST. IloBynumo npaBy n Kpo3 Tadke
S u O. Koucrpyumwmmo npasy h (kKoja canpsku Bucuny u3 B) kao
npaBy Kpo3 H koja je mapaJjieqHa mpaBoj n. Y TpeCceKy KPY:KHUIE
k n nmpaBe h cy tauke H u B — Tako mobujamo Ttaury B. Y mnpeceky
nysxu BT n SO je trauka M xoja je cpemumre ny:xxu AC. Ilpasy b
koja canp:xku AC mobumjaMo Kao mpaBy HOPMAJIHY HA N KOja CaAP:KA
rauxky M. Y mpeceky mpaBe b 1 Kpy:kHUIE k moOujaMo mpeocTasia
mBa temena: A u C.

Jlokas.

Kako je h || OS umamo na je h L AC, na npasa h cagp:ku BUCUHY
u3 B € h mua AC, te je crora tauka H Tpecek MpomysKeTKa BUCHUHE
U omucaHe KpysKHUIE k.

Kako je OS L AC, mobujamo ma je S cpemumre ayka AC, ma je
<IABS = <SBC, 1j. npaBa BS je cumerpana yraa <ABC, na je
S mpecek mpoay;KEeTKa cUMeTpaJie yrja KO TeMeHa B um onucane
KpysKHUIE K.

Kako je AM = MC 7o je M cpemumre crpanune AC, na je BM
TERUITHA JUHUja W3 TeMeHa B, Te je crora Tavka 1 Tpecek mpo-
Oy:KeTKa TEe/KUIIHE JUHUje M3 TeMeHa B u onucane Kpy:kauie k.

Lluckycuja.
[Torasxkumo na yrao <H ST mopa OGutu TyI.

1° Ako yrao <ABC uwmje Tyn (ropma Ciauka JIeBO), OHAA je pe-
mocnen tadaka C — H — S —T — A (ako je B 6mwka C wHero A) nnn
C—-T—-S—H-—A (ako je B 6umxra A mero C') Ha JIyKy CA. Amm
raga mMmamo ma je <HST > <CSA = 180° — <CBA, tj. <HST je



TYII.

2° Axo je yrao <ABC tyu (6e3 yMamema ONIITOCTU MOKEMO y3eTU
na je rauka B 6amka A sero C' — ropma CIuKa IeCHO) YOUUMO TAUKY
B cumerpuuny taukn By omgHocy Ha npasy n. Kako je n || BH u
BS 1 n, nobujamo na je <INBBg; = 90°, na je HB,; nUpedHUK KPY:iK-
Hure k, te je u <HSB, = 90°. Ilame, Kako je y OBOM CJIy4Yajy
penocisen Tayaka Ha kpysxkuumy By —C —T — S — H — A — B umamo
na je <HST > <HSB; =90°, tj. <HST je Tym.

Yroanuro cy tauke H, S u T xkonuueapuHe, OHAA OHE HE JeKe HU
Ha JeIHO] KPY/KHUIY, T1a TaAa 3a1aTak HeEMa perema. Y KOJIUKO yrao
<HST uuje Tyn 3amaTtak HEMa peliema. Y CBUM OCTAJIUM CIIydaje-
BUMa 33/aTaK UMa jeIMHCTBEHO peIleme, jep je Moryhe ocTBapuTu
KOHCTPYKIIA]Y M3 IPETXOMHOT Ieja 3adaTKA.

5. Taurenra, 6poj 59, crpana 8, urpa 3.
Muwuuumasnan 6poj moreza uzHocu 18.

OzmaunMo moJsba Ha Tabiu Kao Ha ciaenehoj cauru:

10j11}12
71819
41516
124 3

HanpasuMmo rpa¢ y KoMe UYBOpOBUMAa OATOBapajy MoJba IMOJa3He Ia-
XOBCcKe Tabie 4 X 3 m ABa moJba Cy CycelHa caMO YKOJIUKO CKakad
MOXKE Ca JeTHOT Aa CKOYU Ha APYTO:

&) &)

1 8 3
A

6 11 4

7 2 9
2

12 5 10

A A

Benu ckakauu ca mosma 1 u 3 He Mory o0a na npeby Ha HajOaMKe
oJbe TJE je Ha MOYEeTKY OMO HEeKU [PHU CKakadu (jep je To UCTo moJbe
— 11), crora Gap jeman ox BUX MOpa Oa Oxe Ha HOJbE KOje je Ha
pacrojamy 3 (mo mera mosnasu y 3 ckoka). Crora Gesnu crakauu



Mopajy ma HampaBe 0ap 2+ 2+ 3 = 7 CKOKOBa.
UCTO Ba/KU U 3a IpHE CKakade.

Younmo Gesor u NpPHOT CKakada KOju mpase 3 cKoka (06e3 ymaH-
jema OMIITOCTU MOYKEMO y3eTu ma je Gesnu ca mosma 1):

36or cumerpuje

1° npum crkakau ca moJsba 12 mpaBu 3 ckoka. Tanma Ou m Oesu umIao
1 — 12 u uprau 12 — 1 y nmo 3 ckoka, mTo je Hemoryhe.

2° nupHu crkakau ca moJsba 10 nmpaBu 3 ckoka. Tama Ou Oeau ckakadu
v 1 — 12, 3 — 11 u 2 — 10, a npau 6w mmau 10 — 3, 11 — 1
u 12 — 2. JluckycujoM mo mpBOM MOTE3y OeJsor, 3aTUM IO IIPBOM
MoTe3y MPHOT... Yy CBUM CJIydyajeBUMa OUW OO OO CUTYAIU]e T e
Ou HEKU KO ~ OJOKMPAo” HEKOT APYTIOor M TAaKO r'a CIpedno maa nobhe
[0 CBOT OJIpENUINTa Y HajMameM Opojy ckokoBa. Crora ce TpaskeHa
3aMeHa He MOyKe m3BpmmuTu ca 7+ 7 nmoresa (7 Gesor u 7 1pHOr).

Kako crakauy mpu cBakOM CBOM TOTe3y Mema 00jy mosba Ha
KOME Ce Haja3u U KaKO Cy Ha MOYeTKy Oeju CKakauu Omau Ha Oe-
JIOM, IPHOM ¥ OeJIOM TOJbY, & Ha Kpajy Ha IPHOM, OeJIOM U IPHOM
= Oesiu MOpa mga omurpa HemapaH Opoj more3a. Mcro Basku u 3a
npuor. Crora MuHUMAJaH OpOj mMOTEe3a W IMPHOT M Oesor mrpada
MOke OmTH jenHak 9, Tj. yrynHo 9 + 9 = 18 moresa, a ma je 3aMeHa
Moryha y 18 moresa moka3syje Hup. cieneha urpa:

oresu 1,2 3,4 5,6 7,8 9,10
Oenu 1—-6 | 6—>7|3—4(4—>11|2—9
upgn | 10—-9 |11 =6 |6—1| 9—-4 |4—3
more3u | 11,12 13,14 | 15,16 | 17,18
Oenn 7—6 | 9—=-106—>7|7—12
npan |12 —-7| 7—2 |[1—-6| 6—1




Ipyru pa3pern , A kareropuja

1. Huzom Tpanchopmanuja modujamo:

VitVitr=ze (Q+Vitz=2*A2>0)a (Vitz=2>-1A2>0) <

s(l+r=>0"-12A22-1>20A2>0) e (1+z=a'-22>+1A2x>1) <
s0=s"-222—2A2>1)e0=z@-2z0-DAz>1) e O=z@+ ) -z-1)Az>1) e

1-— 1 1
S ((z=0vVe=—-1va= 2\/5\/x: +2\/5 = +2\/5

YAz > 1) & (x

).

1+
2

=)

Ha oBaj HaumH cMO yCTAaHOBUJIM [a MOJA3HA jeTHAUMHA MM TAYHO jeqHO peIeme u TO je 6poj r =
(Tanrenra 62, ctp. 3, [Ipumep4.)

2. Yronuko cy Heke ase mujaroHase MebycoGHo mapasense, onzma je tBpbeme nokasamo. IIpermocrasmmo,
n(n —3)

HajaJme, 1a TO HUje caydaj. Kako n-toyrao mma OUjaroHajia, jemaHaectoyrao uMa 44 mujaroHadie.

AKO KpO3 HEKy TAuKy paBHU KOHCTpyuIeMo 44 mpaBe Koje Cy IapaJiesiHe OujaroHajiaMa, OBe IpaBe Ielie

nyH yrao ox 360° ma 88 yrmoBa. Kako je % < 5°, Mopa mocTtojaTu Oap jemaH yrao KOju je Mamu on H°,

uumMe je JOKa3 3aBPIICH.

£L'27£L'
1—kx
unme Tie 6utu nokaszano rBpbheme. lakie, Tpeba mokasatu na jennaumsa < — ¢ = a(l — kx) uma Gap jenuo
peasnHo pememe (6poj x = %, HUje IHEeHO pememe momTo 30or k > 1, Bakn k% — % <0=a(l—Fk- %))
Hoxkaxmmo na je mackpuMuHanTa D, kBaapaTre jemnaunue 2+ (ak —1)x —a = 0, HeHeraTUBHA, MTO CBEIOYN
nma oHa mMma peasnHo pememe. Wmamo ma je D = (ak — 1)% + 4a = k%a® + (4 — 2k)a + 1. Kaxo je k # 0,
to je f(a) = (ak —1)® + 4a = k?a® + (4 — 2k)a + 1 xBampaTra ¢ymrmmja (mo a), ca mosuTuBEWM BomehwmM
. . . 4-k%1—(4—2K)2 _ 4(k—1) .
KOe(pUIMUjeHTOM. 3aTO OHA NOCTILKE CBOj MUHUMYM KOJU WU3HOCU 5z = =4z . locnemwu uspas je,

360r k > 1, mo3uTuBaH, a TUME U AUCKPUMUHAHTA [, IMTO CMO U JKEJEJU Oa MOKAKEMO.

3. Heka je a mpousBosan peasian 6poj. lokaxkumo na mocroju peasan Opoj x, x # %, TakaB na je
2

:a7

4. Ha ocuosy IITomomejese HejemuarocTu, 3a Ma koju yersopoyrao ABCD Baxku
AB-CD+ BC-DA > AC - BD,

IpU YeMy 3HAK jeJHAKOCTU Ba:ku akko je uerBopoyrao ABCD rterumBan. Ca gpyre crpase, 3a IOBPIIKHY Ma
ror verBopoyriaa ABCD Baxu Pypop = %AC’-BD-sin ©, TIe je ¢ yrao usMebhy aujaroxasia Tor 4eTBOPOyTJIa.
3aTo 3a mpousBoJbaH uyeTBopoyrao ABCD Baxu

2P
AB-CD+ BC-DA> AC-BD = =282 > op.pep. (X)
sin
Y Opyroj HejeIHAKOCTH, j€IHAKOCT Basky ako u camo ako je AC' 1 BD. Ilpema ToMe, jeIHAKOCT y 3aTaTKYy
ce mocTmwke ako u caMo ako je ABCD reruan yerBopoyrao ca MehycoGHO HOpMAJIHUM qujaroHaJIaMa.

5. Hexka je (v,y,u,v) € N* mexo pememe 3amatka. [locmaTpajMo mate jemHauumse 1o Moxydy 7. Kako cremenu
6poja 2 majy ocrarke 1,2 u 4, a kybosu npuponaux 6pojesa ocrarke 0,1 u 6 mo momymy 7, To je 2 =2V =1
(mod 7), na je u u v memwuso ca 3. Hakiue, 2% u 2Y cy KyGoBU NpUPOAHUX OpOjeBa, Ia Ce DATU CUCTEM MOKE
3amucary u kao (3a Heke z,t € N)

34Ty =23 v+ T =13,

Be3 ymamema onmrocT MOKEMO IPETIOCTABUTHU Oa je r < y. Tana je
v <2 =y T <y + Ty < (y+2)°,

ma je z = y+ 1 u cavmm Tum 3y% 4 3y + 1 = 7z. Kaxo je Tz < 7y, To je 3y —4y + 1 <0, omsocro y = 1 u
x = 1. IIpoepom 3a z =y = 1 mobujamo ma je u = v = 3, Te je jenuHO pememe 3anaTKa ypehera ueTBOpKa
(1,1,3,3).



TPERUM PA3SPEIl — A rareropuja

Kako je Q(z) = 2*+ 22> +2+1 = (x+1)(2% +1), To cy Hyse nmoauroMma Q(z) Gpo-
jeBu —1,7 u —i. Onpenumo cBe mpupoaHe OpojeBe n TakBe Ha Cy HAaBEIEHU
OpojeBu u HyJe moJWHOMAa P(z), mMTO je moTpebaH U NOBOJbAH yCJIOB 1a Ou
nonuHoM P(z) 6mo memuB nommuoMoMm Q(z). Ilomro je P(—1)=2+42-(-1)",
TO je 6poj —1 mysna mosmuHoMa P(x) akko je m HemapaH Opoj. 3a HemapHe
OpojeBe n BaKuU

P(i) ="+ 4" +1 = i" (2" 1) +i*" +1 = 2"+ 1) (" +1) = (=1)"+1)(i"+1) = 0.

[Tomro je Tama u P(—i) = P(i) = P(i) = 0, TO Cy pelmema 3a1aTKa CBU HEIIaPHU
OpojeBu n.

310 0 0
1 3 2 0 0
0 2 3 1 0 )
Osznaunmo ca d, = |, , ; 5 o| AETEDMUHAHTY pelna n KOM KOje IPBO
0 0 0 3

uny 1, ma omma 2. Canma hemo u D, u d, pa3BuTu OpBO 1O | KOJOHU, a
3aTUM OPYTY JAeTepMUHAHTY pena n — 1 u nmo I Bpctu. Tarko momaszumo 1o
CUCTEMa PEKYPEHTHUX jeTHaAYNHA:

D, = 3-dy1 — 4-D, >
dn = 3-Dp1 — dpo.
W3 npBe on 0BUX jegHaumHa qodujamo d, 1 = %Dn+%Dn_2 u KaJ TO ybanmmo

y Apyry (ca moMepeHuM MHAEKCHMa 3a 1 — IPBO yMecTo n cTaBbaMo n+1, a
mocJie n MemaMo ca n—1) nobujamo 1 Dpy1+5D,—1 =3Dy_1—35Dp_1—3D,_3,
mTO HaKOH cpebuBama naje MuHeapHy PEKYPEHTHY jeTHAUUHY

Dpi1—4Dy 1 +4D,_5 = 0.

[Ipumermo nma y OBOj jeAHAUYWHW 4YJIaH HU3a 3aBUCU CaAMO OJ OHOT Ca WH-
MEKCOM 3a 2 MamUuM U OHOT ca mHaekcoM 3a 4 mamuM. Crora hemo mocebHO
pauyHaTtu D, y 3aBUCHOCTU OJ TOTa Aa JIX Je n MapHO MUJIN HEMAPHO.

1° n=2k: Os3saummMo ca wy = Dop “ mOOUjaMO PEKyPEHTHY jeTHauuHy
wg —4wy_1 +4wy_o = 0, 3a KOjy KAPAKTEPUCTUYHA jeaHauurHa t2 —4t+4 = 0
YMa JIBOJACTPYKO pememe t| = ty = 2, na je w, = (C; + Cxk) - 28, U3
IIOYETHUX ycJaoBa wg =Dy =1=C1 nu w; = Dy =5 = 2C, + 2C5 HAIA3MMO
KOHCTaHTe, Ia je wy = (1+ 3k) - 2.

2° n =2k +1: O3HaYUMO ca ur = Dok U UMAMO UCTY PEKYPEHTHY jemaHaAY-
UHY
up — 4dup_1 + 4dup_o = 0, ca uctum pememeM uy = (Cp + Cok) - 28, U3
MOYeTHUX ycyaoBa ug =Dy =3 =C1 u u; = D3 =12 = 2C 4 2Cy HaJIa3UMO
KOHCTAaHTe, Ta je uy = (3 + 3k) - 2%.

Ob6jenumaBameM pelmrema 13 006a caydaja M0Ia3UMO IO

A +2k)-28, n=2k
" (B3+3k)-28, n=2%k+1"



Ocramu kyboBa npu mememy ca 9 mory ourtu 0, 1 u 8. 306up Tpu Kyba
Mo:ke maBatu octatke 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7 u 8, mTo 3HaUM na je HeMoOTyhe
Ha OBa] HAUYUH NIpencTaButu OpojeBe obauka 9k + 4, rae je k € Z, a Kako
je 2011 = 9-223 + 4, To jemmaumna x° + y2 + 23 = 2011 HeMa pemema y CKyILy
nenux O6pojeBa. KBagpatam octanu mo moxyny 12 cy 0, 1, 4 u 9:

1121314(5|6|7[8[9|10]|11
n2(0[|1/4[94(1(0]1/4]9]| 4|1

Kako je 2011 =7 (mod 12) u jequuu HaumH (10 HA TEPMYTaIM]y) Ia 100uUjeMo
ocratak 7 cabupameM OpojeBa m3 ckyna {0,1,4,9} je 9+ 9+ 1, To MmopamMo
omabparu nBa Opoja Koju majy ocrarak 3 nmpu neremy ca 6. Kako je 452 >
2011 mobumjamo ma 2 onm 3 Opoja z,y,z mpunanajy ckymy {9,15,21,27,33,39}.
I[IpoBepaBameM cBUX ciyuajeBa modbujamMo ma y 4 mMaMoO peliema:

924924432 = 2011, 9243324292 = 2011, 21242724292 = 2011, 2124392 +7% = 2011.

CamuM tuM, jemmaumHa 2 + y2 + 22 = 2011 mMa pemema y CKyIy IIEJIUX
OpojeBa, ma MMa BUIIE pellema y CKYIy HeJuxX OpojeBa On jeqHaduHe 12 +
Y3 + 23 = 2011.

Hexa je N npeceuna Tauka cumerpase <BAC u Kpyra onrcaHoT OKO TPOyIrJja
ABC, paszmunuuta on A. Tana je <ANC = <ABC = [, Kao nepuepujcku
yraoBu Han TeTuBoM AC. TpoyrmoBu ADB m ADB; cy moayaapHU, ma je
<AB1D = <ADB = 3. Oparine je <DNC = <DB,C = 3, na tauka N OpuUIamna
U OMMCAHOM Kpyry Oko Tpoyria BiCD, tj. N = E. O3HauuMO ca t TAHIEeHTY
Kpyra ommcaHor oko Tpoyriaa B;CD y tauku E. Tana je <tEA = <DCE =

<BAF = <CAE = %, Kao nepudepujcky yriaosu Han teruBoM BE. Onatie
3aucta ciaenu t || AC.

OK123A4

Onarosop: 3a cBako mapuo n > 4. Herka cBako on m mpujareibcraBa OpOjUMO
2 myTa Koa 0bOa mpujaresba - HA Taj HAYUH CMO KOJ CBAKOT YOBEKa MpPebdpo-
jaau cBe meroBe mpujaresre. AKO 03HAUMMO ca p; OpOj mpujareiba i-TOTr
YOBEKa, U3 YCJI0Ba 3aIaTKa nobdujaMo na je p1+ps+...+p,=3+3+...4+43=
n-3 =2-m, ofakje CIeu na n He MO:kKe OuTy HemapaH Opoj. 3a n = 2 HU-
jemam om 2 yoBeKa He MO:ke mMaTu 3 nmo3Hanmka. Ocraje ma mMOKasKeMO 1a 3a
CBAKO TMapPHO n > 4 MOKEMO KOHCTPYHUCATU CUTYaIll]y Ca IPUjaTEHCTBUMA
KOja ce Tpaku y 3alaTkKy. l'pad umju cy UBOpPOBU TeMeHa n— TOYyILJia, a
rpaHe CBe CTPAHUIE U HA)My:Ke AWjaroHaJje n—TOyTJia OYUTJIEeTHO 3aT0BOJI-
jaBa TpasKeHe YCJOBe.



YerBpTHu pa3pen - A kareropuja

1. Bamenom z = 0,y = 1 caemu |f(0)] < 2011 < |f(0)], Tj. |f(0)] = 2011. Bamenom y = —z # 0 caemu |f(z)| < 2011 <
‘f(x) —|—2f(—x) < f ()] +2|f(—x)| , ma je |f(z)] = 2011 u f(x) = f(—=z) (zj. [ je napua ¢pysrumja).

Ako cy x # y 6pojesu pasnuuutu ox 0 u f(z) = 2011, f(y) = —2011, 360r naprocTH ce Moke HpeTnocTaBuTy na je y < 0 < x,
na u3 ycjaoBa 3azaTtka ciaemu |x —y| < | + y|, mTo nporuspeun uzbopy x u y. Cnenn na je f rorcranTHa Ha R\ {0}.
IIposepom ce nobuja ma dpysrmuje fi(x) = 2011 3a z € R, fa(x) = —2011 3a = € R,

_ 2011, zaz#0 | —2011, 3ax#0
f3(“’>_{ ~2011, saz=0 f4(“>_{ 2011, 3a =0

3a/10BOJbABA]JY YCIOBE 3alaTKa, a Cy OBO jemuHa pemema (Tanrenrta 64, crpama 14, Harpanuu 3amanm, 3anatak M957).

2. ®ynrmmja g(z) = f%(z) — 2sinx je pacryha ma (0,00) u orpamudena, ma moctoju lim g(x). Aro 6u moctojao m lim f(z),
x—00 T—r00

f*(x) — g(x)
2

oHma Ou mocTojao m lim sinz = lim . Kako oBa rpanmuyna BpemHOCT HE IOCTOju, cienu TBpDheme 3amaTka.

Tr—r00 Tr—r00

3. U3 ycmosa 3amatra ciaemn 22072 + 1 = (49°°M +2011)(y + 1). Kako je 4y2°" + 2011 = 3 (mod 4), mocToju mpocT p Takas

1006)2 1

na je p=3 (mod4) up| (x + 1, mTo je memoryhe, jep je (’T) = —1, ma jemnaunna r2 = —1 (mod p) Hema pemema.

4. Hexka je S, nenrap k,, a S u O, penom, NeHTPU yOUCAHOr U OMUCAHOT Kpyra. Tauka S, nexu Ha ny:xu OA u BaxKu
R—1 )
a —ro(R—7rg). Kako je SS, =1+71,

AS, =14, OS, = R—r,, na no CtjyapToBoj Teopemu Bazxku SS2 = %l -50% 4+
u Kako je, mpema Ojmeposoj Teopemu, SO? = R? — 2Rr, cnemu R(r +14)? = ro(R? —2Rr) + (R —1,)SA%? — Rr,(R —r,), ma je

. R(SA? —1?) R—r, Rr
= - "nu = — .
@ SA2 + 4Ry r+4r, SA2
A . R—mp Rr R—r, Rr . 3< r? n r? L r? ,2a+
HAJIOTHO je = u = , Ia Ceé TPpasKeHa HejeHAKOCT CBOIU Ha, — = sin” —
¥4, T 5B " rv4r, ~ SC? P Jet MER Y S 942 T spr T se? 2
n? 6 —|—sm 5 IITO je eKBUBAJIEHTHO Ca COS A+ Cos f+cosy < % . Hocnenmwa HejemuakocT je Tauna, jep je cos a+cos f+cosy =
2sin g cos ——|—c05'y 2sin§ +cosy = 1+2sin3 —2sin? 7 < % . Jemmakoct ce mocTmike ako M caMo ako je o = [ u sin 3 = % ,

OHOCHO KO X CaMO aKoO je Tpoyrao jeIHAKOCTPAHUYAH.

5. Hexra je rpamena tabua A = (ai;)1<i<m,1<j<n ¥ Heka je X[B] 36up enemenara rabie B.

Heka je n > 4. Ilo ycnoBuma 3anatka je X[(a;;)i<i<2,2<i<3] < 0, X[(ai;)2<i<s,1<i<2] < 0 m X[(aij)1<ij<3] > 0 ma je
a1,1 + az 3 — azz2 = E[(a;,5)1<i,5<3] — Bl(aij)1<i<2,2<5<3] — El(ai,5)2<i<3,1<5<2] > 0.

Amanorso je az2 +agq4 — a3z > 0, ma je ay; +aqq > 0.
Tabaa 4 X 4 ce mo:ke momenuTu Ha 4 OuCjyHKTHE Tabie 2 X 2, ma Kako je 30up eseMeHaTa y CBAKO] O IbUX HEraTUBAH, HEra-
TUBAaH je 36I/Ip ny TOj Tabmau. Ilo yCcJaoBUMa 3adaTKa je E[(ai’j)lgigaggjgzl] > 07 E[(ai’j)2<i<4’1<jg3] >0u E[(ai,j)zg@jgg] <0
ma je

a1,1 + a1 = B[(ai ) 1<i,5<a] — Bl(ai5)1<i<3,2<5<4] — Bl(@i)2<i<a1<5<3] + Bl(aiz)2<i,5<3] < 0.
Hakne, axo je n > 4 caemu 0 > aj1 + aa4 > 0, mro je memoryhe, ma mopa 6utu n = 3. Ca ngpyre crpame, tabia
(@i,j)1<i<m,1<j<3 38 KOJy je

S 2, axo je ke {1,3}
mk = -3, ako je k=2

3a10BOJbABA YCJIOBE 3alaTka, na cy (m,3) 3a m > 3 cBa pemema 3aJaTKA.



IIpBu paspen - b kareropuja

1. Heka cy P u () Tauke Koje nmpumnanajy Tanrentu Ha onucanu Kpyr NAABFE y taukun F, takse na cy A u P ca ucre crpane
upase BC, a B u @) ca ucte crpane upase AD. Ouna je <PEA = <FBA (TaHreHTHU U TETUBHU yrao), a kako je AB || CD
Baskn 1 <EBA = <FCD, na je <PEA =<ECD.

OK-PEIT121B1-1 OK-PEIT121B1-2

1° Axo ce E mamasu ca ucte crpane npasux AB u CD, cienqu <PED = <ECD, tj. PQ raurupa omucanu kpyr AECD.

2° Aro ce E manasum usmeby mpasux AB u CD, ouna je <PEA = <QFED, na je <ECD = <QFED, tj. PQ Tanrupa
onucanu kpyr AECD.

2. 3ameaoM z =2, x = —1lux = % mobuja ce f(2)+ f(—1) =2, f(_1)+f(%) — 1u f(%) T f(2) = %7 Ha caemm
f(2) = % . (f(Z) +f(—1)+f(%) +F2) — f(=1) 4(%)) _ % (24 % 1) = 2

(Taurenra 61, crpana 33, [lucmenu 3ananu, 3anarak 4).

3. Kaxo je 2010=2-3-5-67, cnennn r € {2,3,5,67}.
1° Axo je r =2, ctema 3p+¢> =3-5-67, na je p=2 wnu q = 2. Axo je p =2, crem ¢> = 999, mro je memoryhe. Axo je
q =2 caemu 3p = 1001, mro je memoryhe.
2° Arko je r =3, ciemu 3p+q? =2-5-67, na je ¢ < 26, omrocuo q € {2,3,5,7,11,13,17,19, 23}.
Axo je ¢ =2, ciemu 3p = 666, Tj. p=222=2-3-37.
Axo je ¢ = 3, ciemu 3p = 661, wro je memoryhe.

)

)

)

)
n) Axo je ¢ =11, cnenu 3p = 549, tj. p =183 =3-61.

) Ako je ¢ =13, caenu 3p = 501, tj. p = 167, wro je upoct GpPOj.

) Ako je ¢ =17, cmemu 3p = 381, tj. p =127, mro je mpocT GPoOj.

) Ako je ¢ =19, caenu 3p = 309, tj. p =103, wro je upoct GpPOj.

) Ako je ¢ =23, cienu 3p = 141, 1j. p = 47, mwro je mpocT Gpoj.
3° Axko je r =5, cremu 3p+ ¢ =2-3-67, ma je ¢ = 3, omakye je p = 131, mTo je mpocT Gpoj.
4° Axo je r =67, ctemu 3p+¢> =2-3-5, ma je ¢ = 3, omakne je p =7, mTO je IpocT GPOj.

Iakne, ykynao uma mect pemema (Tanrenra 64, crpana 35, [lucmenu 3ananu, 3azarar 13).

4. Heka C'E ceue kpy:xuuity Han AB no apyru oyt y F. Ilo ycaosuma 3anarka je <BEF = <BED, na cy D u F' cumerpuune
y omrocy Ha AB. Kaxo je <DOC =2 -<DFC =2 - <DFFE (uenarpasau u nepupepujcku yrao) u kako cy AEDF u ADOC
jemmakokrparu, ciaemu 2 - <{BED = 180° — 2 - <DFFE = 180° — <DOC =2 - <0CD. Caemu <OED = <BED = <0OCD, na je

gyerBopoyrao CDOFE rtetuBaH.



OK-PEII12154

5. 30up nmoeHa CBUX TaKMUYapa jeAHAK je YKYIHOM OpOjy OAUIPAHUX YKAKMUIA, OTHOCHO . Ilo ycnoBuma 3amaTka

nin—1)
2
oBaj 6poj je Hemapan u Baskn 4 < n < 9, na je n € {6,7}.

1° Ako je n = 6, uUrpau Koju je Ha YETBPTOM MecTy je ocBojuo 1, 3 mmmu 5 moena. Huje morao ocsojutu 5 moena, jep
ou tanma 6wo npBu. Huje morao ocBojutm Hu 1 moeH, jep Ou Tama moctojasa 4 urpada Koju Cy ra modbeauan, a Kako
OHU MMajy mapaH Opoj moeHa, OH 6u OMO meTw WM mecTu. AKO je OCBOjuo 3 moeHa, OHAa cy 3 0oJbe paHrupaHa
urpava ocBojusd no 4 moeHa, ma Cy IpeocTaja 2 Urpada OCBOjUIIA % —3—3-4 =0 noena, mro je memoryhe, jep cy
Mmebhycobuo urpamu. Cuaenu na muje moryha HU OBa cuTyanuja, ma He MOke outu n = 6.

2° Cayuaj n = 7 je moryh, ako ce TypHUp onBuja Kao y jemHoj ox tabesa (Mmoryhie je mokaszaru u ma cy OBO jenuHa 2
moryha TyprEpa 3a n = 7 KOju 3a0BOLABAJY YCIOB 3aIATKA).

L ft[2]3[4[5[6]7[%] L ft[2]3[4[5[6]7[%]
T x |1 [1]1[1]1][1]6 T[x]1]0]1]1]0][1]4
o0 x |11 |1]0]1]4 20| x |11 |1]1]0]4
B[00 x| 1 1[1]1 ][4 310 [ x|1][1]0]1]4
iJojojo[x|1]1]1]3 1000 [x|1]1]1]3
500 0[O0 x[1]1]2 500 00| x[1]1]2
G0 |1]0[0]0]x]|1]2 610|100 x]0]2
7 0][0]0][0]0]0][x]0 701 0001 x|




Ilpyru pa3pen - b kareropmuja

1. Ycnos medurmcamocTu maTor mspasa je z2 + 2x — 32 > 0. YBemmMmo 3aTo cMeny t2 =
z? + 2z — 32. Ilata jemmaumma ce cana cBomu Ha (/t2 —6-|t| +33 = 5, omgHocHO, HakoH
KBaIpUpama, Ha t2 —6-[t|+8 = 0. [locmemma jenHaunHa je KBaIpaTHa 1O |t| 1 meHa pemema
cy [t|=2wu |t| = 4. 3a |t| = 2 mobujamo jemmaummy 4 = 22 + 2r — 32, na je v = —1 +/37; 3a
[t| = 4 mobujamo jenmauumy 16 = 2% + 2z — 32, na je x = 6 umm ¥ = —8.

Ilakne, cBa pemema mare jemnaumee cy = € {—1 —+/37, -1+ /37, —8,6}.

2. /lokazahemo ma Mwuaom yBek Mo:ke na modbemu.

Axro Anekcammap ymume a wiau b Mwunom he ymucaru ¢ = 0 u onga jenHauyuHa HE MOKE Ia
“Ma IBa pemema UCTor 3Haka (jep je jemuo 0).

Axo Anekcanmap ymume ¢ = m # 0 ogza Mwunom ynucyje a = —m u Tanga je D = b? — dac >

—4ac > 0, ma KBagpaTHa jenmHaunHa UMa 2 Pa3jauvuTa pemnema, a 30or BueTtoBux mpaBuiia
uMaMo za je ry-re = ¢ < 0, Te cy OHAa CyIPOTHOT 3HAKAa.

3. Hera je z =a+ bi, 3a a,b € R. Tana 3a (a,b) # (1,0) Baxkn

z—2 (a—2)4+bi  (a—2)+bi (a—1)—bi a®>—3a+2+0b? bi

1 (@D 4bi (@a—D4bi (a1 —bi  (@=12+48 Tla—121p®

Ila 6u TpBU yCJIOB 6O MCIyHEH MOpa aa Baxiwu a’ — 3a + 2 + b2 = 0, 1j. (a — %)2 + b2 = i,

OJHOCHO }z — %’ = % Ilakiyie, cBe Tauvke KOje 3aq0BOJHbABA]Y MPBU YCJOB JIEKEe Ha KPY/KHUIU
3 1

KOMIIGKCHE DaBHU Ca IEHTPOM y 3 ¥ MOJYNPEUHUKOM 5. Jla Ou apyru ycioB 6mo uciymeH

noTpebHo je nma Baxku b = 0, ma ce cBe Tauke Koje ra 3a0BOJbAjy HAJa3€e HA PEAJIHO] OCH.

4. Ozmaunmo ca G npecek ny:xku BD u EF, a ca S npecek mujaronaJa maror pomba. Kako
je <EDB = <FDB, <DEB = <DFB = 90°, to cy tpoyraosu DEB u DF B noxynapuu, na
je DE = DF. Raxo je u EB = F'B, 10 je uerBopoyrao DEBF nenroun, nma je DB 1 EF.
Kako je u AC L DB, 1o je EF || AC. Hyx DG je Bucuna jemHakokpakor tpoyraa EDF,
ma je yjeQHO M TeRUIIHA ay:K, a camuMm tuM u EG = GF = b/2. Ilame, rako je <DGE =
<EGB =90° u <BEG =90° —<DEG = <EDG, 1o cy tpoyraosu GDE u GEB cauuuu. 13
[Turaropune Teopeme je GB? = EB? — EG? = a? — b%/4, na je w3 mperxoHe CIMYHOCTH

b/2 EG GB \/a2—b2/4

DE DE EB a ’
b
omakJyie mobujamo DE = ﬁ. [Ipumenom Iluraropune Teopeme modumjamo DG? =
a —_—
DE? — EG? b DB? — DE? 4 EB? — 20
— = — " = =
4(4a? — b?) 4a? — b?
Hase, rkaro je EG | AS, uz Tamnecose D F C
DE DG DG )
TeOpeMe UMaMO —— — —— — 2. —— 114 je
P AD ~ DS BD’ )
E
DE -BD 2a3
AD = - a .
2. DG b-v4a2 — b2 A B

OK 12254



5. Osmauumo ca abede Tpaskenu 6poj. Tama Tpeba ma BaKu
2 | ab, 3 | abe, 4 | abed, 5 | abede.

Yerspru ycuos, 5 | abede, je 3amoBosmen camo aro je e € {0,5}, 1j. uudpy e MokeMo
OpemUTU Ha 2 Pa3IudrTa HAYWHA.

[IpBu ycaos, 2 | ab, je 3a0BOJLEH CaMO aKo je b € {0,2,4,6,8}, Tj. tudppy b MoskeMO oapenuTu
Ha D pa3audyuTUX HAYWHA.

Tpehu ycuos, 4 | abed, je 3a10BOBEH CAMO aKO je
cd € {00,04,08;12, 16; 20, 24, 28; 32, 36; ... 92,96}

[Ipumernmo ma axo je mudpa c jemna on 0, 2, 4, 6 nau 8 ouga nudpy d MoxkeMo omabpartu
na 3 mauuna (d € {0,4,8}), a ako je mudpa ¢ jemwa ox 1, 3, 5, 7 unu 9 onpa mudpy d MOxEeMO
omabparu Ha 2 HauuHa (d € {2,6}). Crora mudpe ¢ u d Mmoxkemo ogpenutt Ha 5-3+5-2 = 25
pPa3IMYNTAX HAUMHA.

Ocraje ma ompemumo jom nupsy mudpy a. Ona me moske 6utu 0 (jep je 6poj merormdpen).
Ilpyru ycios 3 | abe je ekBuBaseHTaH ca yciaoBoM 3 | a + b+ c. Yrommko je b+ ¢ memuso ca
3, uudpy a mMoxkeMo uszabparu Ha 3 HaumHa (a € {3,6,9}); yroauko b+ ¢ naje ocrarak 1 npu
nememy ca 3, uudpy a MosxkeMo uszabparu Ha 3 HauumHa (a € {2,5,8}); ykomuko b+ ¢ maje
ocTaTak 2 mpu membeny ca 3, uudppy a Moskemo uzabparu na 3 Hauuna (a € {1,4,7}). Crora
mupy a (Kam CMO OAPEeaUIIA OCTAJE) MOKEMO ONPEAUTH Ha 3 PA3IUUUTA HAUUHA.

Ha ocHoBy mperxonne anajii3e cjenu na OpojeBa KOjU HCIyHaBajy yCJIOBE 3aaaTKa WMa
yKymHO 2 -5 25 -3 = 750.



Pemema 3a Tpehu pa3spen — b kareropuja

2 cos 40° — cos 20° B 2 cos 40° — cos 20° cos 40° + cos 40° — cos 20°

sin 20° N sin 20° N sin 20°
cos 40° — 2sin 30° - sin 10° _ cos 40° — sin 10° B sin 50° — sin 10° B
sin 20° N sin 20° N sin 20°
2 cos 390 - sin 20° _ \/§
sin 20°

2. Opy3umameM Ipyre penanuje on IpBe nobuja ce:
Gxb—axé=2cxd—bxd.
[IpumenoMm mpaBmIa BEKTOPCKOT MpPOU3BOLIa A0OUMja ce:
ix(b—2) =(@—b)xd,
OIHOCHO c?_’x b—3)=dx (b—27), 1j.ax (b—&) —dx (b—2&) =0, rj.
(@—d)x (b—@& =0.

OmaBne ciaenu 3akbydak na Cy BEKTOPU d — d 1 b — ¢ KOJIUHEapHU.

3. Tanrenra, 6poj 59, crpana 41, II 5.

Axo yBememo cMmene a = 5Y u b = logs x, npBa jenmauwnna je 2 - 2 =
—2b, omIHOCHO HAaKOH CkpahuBama JaTU CUCTEM IMOCTaje

ab = -5, a+b=4.

KRanma w3 apyre m3pasumo b mpeko a, Ttj. b = 4 — a, u ybanumo y
npBy mobujaMo KBaApaTHY jemHaumHy a’ — 4a — 5 = 0, Koja uma 2

pemema: a; = —1 (roje ornazna jep je a =5Y > 0) u az =5 (rana je
b=-1).
Hame mmamo 5Y =5 = y=1wuloggex =—-1 = x:3—1:_%_

JenuHo pememe moxasHor cucrema je (z,y) = (3,1).

4. Crpanuna 6a3e npusme je o &

AB=BC =CD = DA =a.

Crpanmnuma pomba je Ay B

AS =SP=AR=RP = zx. &

Iujaronana pomba AP = d. S 1

Yrao <RAS = a. &

Yrao <PAC = (. c
A B

[Ipumenumo KocurycHy Teopemy Ha Tpoyrao AASR:
AS? 4+ AR? —2-AS- AR -cosa = SR?
22 4+ 22 — 222 - cosa = (aV/2)?
222 — 222 - cosa = 2a? (*)



[Tpumenumo KocunycHy Teopemy Ha Tpoyrao AARP
AR?+ RP?2—-2- AR - RP - cos(m —a) = AP?

22 4+ 22 + 222 - cosa = d?

222 + 222 - cosa = d? (*¥)

222 — 222 - cos a 2a>
N3 jemnaroctu (*) m (**) mobujamo ma je =

212 4+ 222 - cos o d2’

1 — cosa 2a2 av?2 1 —cosa ¢ o 5
OMHOCHO —— — = —— Tj. —— = 4/ ———— = tg — = cos

A 1+ cos 2 Ty 1+ cosa &5 ’

. «
omakiie je [ = arccostg 5

5. Taurenra, 6poj 58 u 59, Kopure.

O3HaunmMo TeKMHE Terosa, pPemoM, ca a,b,c,d,e, f, g, h:

Tama 300r XOpPU30HTAJHOI TMOJIOKAja CBUX JEeTBU mMaMo ciernehe
jeaTHaKOCTH:

a-2+b-1=c-1, (a+b+c)-1=d-2, e-3+f-24+g-1=h-2,

(a+b+c+d)-3=(e+f+g+h)- 3.

Ha ocmoBy mpBe nBe om 0BUX jemHakocTu mMamMo 2a +b = ¢ u
2d=a+b+c=3a+ 2b < 4a + 2b, omakne je c >d>auc>d>b.
N3 rpehe nmamo na je h > e u h > f. Iakiue, najsehu 6poj (rj. 8)
MOKe OuTH caMo c, g uau h.

1° Ako je ¢ = 8, Ha OCHOBY IpBe jeIHAKOCTU MOOMjaMo 3 ciyda-
ja: (a,b) € {(3,2),(2,4),(1,6)}. Ha ocuoBy mpyre jemaaroctu 6poj
a + b+ c je mapan, ma ormanajy mnoxcayudajesu (a,b) = (3,2) u
(a,b) = (1,6). Ako jea =2, b=4u c=8, nobujamo na je d =7,
aJu Taa He BaKU MOCieqma jeqHakoct (a+b+c+d=e+ f+g+h):

24+44+7+8=214£15=1+3+5+6.

2° Ako je g = 8, ouma je h <7, anu oHma He MOke Oa Ba;ku Tpeha
jemnakoct, jep Beh 3a majmame BpemHoctm e m f (e = 1,f =2 n
e=2,f=1) umamo:

1-3+2-2+8-1=15>h-2, 2:341-248-1=16>h-2.

3° — Mopa ma HacTtynu osaj ciayuaj. Cama hemo ma Buammo

KOJIUKO je C.



Ako je ¢ < 7 ounma je 7 € {e, f,g}. Aro 6u 6uno e =7 nm f =7
ouna 6u 6umno 3e + 2f + g > 16 = 2h, na He Ou Baskmsa Tpeha
jemnaroct. Crora je g = 7. Kana nobujerne BpeqHOCTU 3aMEHUMO Yy
tpehy jemmakoct mobujamo na je 3e+ 2f =9, omakse ciaenu na je e
HenmapaH. 3a e > 3 Baxku e+ 2f > 9, ma me Moske OuTU OBaj caydaj,
crora je e = 1, omakae 6u nobunum u f = 3. Aau tana me Ou BaskuIa
YyeTBpTa jeTHAKOCT:

24+4+54+6=17#19=1+3+7+8.

Crora je . Iame, n3 mpBe jemHakocTu mMaMo 2a + b = 7, ma
je 6poj b menapan, Te umamo 3 cayuaja: (a,b) € {(3,1),(2,3),(1,5)}.
Ha ocmoBy mpyre jemmakoctu Opoj a + b 4+ ¢ je mapan, ma OT-
namajy mnoxcayuajesu (a,b) = (3,1) u (a,b) = (1,5). Crora je
a=2,b=3,d=6|

Tpeba jom ma nponabewmo e, f,g € {1,4,5} (T cy mam GpojeBu oc-
tanu) Tako na Basku tpeha jemmaroct: 3e + 2f + g = 16. Ako 6u
buno e = 5 unu e = 4 ognma 6u Ouno 3e + 2f + g > 16. Crora je
. Kounauno tpeba na Basxu 2f + g =13, y3 f,g € {4,5}. Kako
je2-54+4=14#13u 2-4+5 =13, nobujamo na je | f=4,9g=>5|
Jlako ce mpoBepu ma OBaKO MOOMjE€HO pelneme 3a10BoJbaBa cBe 4
jemHakocTtu. Kako HUCMO MMaJ U APYTUX MOTYNHOCTU TO je jearuHO
pemreme 3amaTka. OHO je mpencTaB/hEHO HA HAPEIHO) CIIUIA:

Hamomena. Kpurepujym onewmuBama:

Ko camo mabe pememe mobuja 5 moena. Ko um mokaske ma cy 3a
TO pelneme JeTBe xopu3oHTadHe mobuja 10 moena. Ko mopen Tora
MoKaske nla HeMa OPYTUX pemrema nobuja cBux 20 moeHa.



Yerspru paspern , b kareropuja

. Kako je Q(z) = a3+ 22+ 2+ 1= (z+1)(z? + 1), T0 cy myne nomuroma Q(r) 6pojesu —1,i m —i. Oapeaumo
cBe mpupoaHe 6pojeBe n TakBe 1a Cy HABENEHN OpPOjeBU U HyJse moamHoMa P(x), mro je moTpebad u JOBOJbAH
yciaoB ma 6u nomusoMm P(z) 6uo memus monmuaoMoM (Q(x). ITomro je P(—1) =2+ 2-(—1)", Tto je 6poj —1
myna noauaoMa P(z) akko je n memapan 6poj. 3a Hemapue OpojeBe n Basku

P(i) =" 4"+ "+ 1 ="+ )+ + 1= "+ 1DE" + 1) = ((-1)" + 1) (5" + 1) = 0.
[Momto je tama u P(—i) = P(i) = P(i) = 0, To cy pemema 3a1aTka CBU HEMapHU OPOjeBU N.

. IIpernocraBumo na je x > 1. Ilomro je mMenusan pa3yioMKa Ca OEeCHE CTPAaHE TPaKeHEe HEjeTHAKOCTU IO3U-
TVBaH, HEjeTHAKOCT je eKBUBAJIEHTHA Ca

(z4+1)Inz—2x+2>0. (1)

Heka je f(z) = (x+1)Inz —22+2. Nmamo na je f(1) =0 u na je f mudpepennujabunna pyurrimmja va (0, +00).
Iososwuo je nokaszaru na je f pacryha, mro je ekBuBanentao ca f'(z) > 0 3a x € (1,400). Eaemenrapuum
Tparchopmanmjama nobujamo f'(z) = lnx—i—%“ —2= lnx—l—% —1. IloBosmHO je norasartu cienehy HejeZHAKOCT
3a ¢ > 1:

rlne+1—2>0. (2)

IMocmarpajmo ¢yuruujy g(z) = zlnx+1—x. Mmamo na je g(1) =0 u ¢'(x) = Inz. Karo je ¢'(x) >03a x> 1
3akbyuyjeMo na je g pacryha ¢yuruuja u g(x) > 0 3a > 1. OBo uMmiunupa HejeaHaxocT (2), WTO 3HAYU
na je f pacryha. Omarne cnenu (1) a camum tum u tBpheme 3anarka. (Tamrenra 66, crp. 17, Harpanau
zazanu, M999)

. Osmaunmo ca H oprounentap tpoyraa ABC. Tanma je DE|AH u ma ocuoBy Tamecose teopeme mobujamo
BD : DA = BE : EH. Tlomro je ABHC; ~ ABAB; a D u E Tauke koje nene muxoBe crpaunutie BH u
BA y jemnmakuMm paszmepama 3akmydyjemo pa je ZC1EB = ZBDB; = 90°. U3 osora caemu na je CyE|AC.
(Taurenra 63, ctp. 11, Harpanuu 3ananu, M926)

. Ouurnenuo uu jemaa ox mudapa He cMme 6utu jennaka Hynu. Onabepumo detupu paznuunre qudpe On KOjux
HU jenHa Huje jemHaka mysau. On tux mudapa moryhe je cactaBuUTu TAdyHO jenaH deTBoOporumdpenu 6poj koju
“Ma HaBeneHy ocobuny. 3aro je 6poj TpaskeHUX yeTBOpouudpeHux O6pojeBa jemHak Opojy omabupa yeTupu
pa3iuuuTe HEHyJla nudpe, OOHOCHO jeTHAK je (Z) = 126.

. Heka je N ckyn memapHux npuponaux 6pojesa Mamux on 2", a S = {2,4,...,2"} cKym CBUX CTeIeHa IBOJKE.
Iorazahemo na ckyn S U N 3amoBosmbaBa Tpaskene yciose. [lpumetumo ma je |SUN|=n+2""1. Jla 6ucmo
mokazanu ma x,y € SUN mmnaunupa (z + y) t zy, pasmorpumo caenelia Tpu ciayuaja:

1° Axo cy x,y € N, Tazna je x + y napan na He Moske outu (x +y) | zy.

2° Hera je x € N a y € S (wmm o6patno). IIpernocrasumo na je y = 2¥ 3a mexo k € {1,2,...,n}. Iomro je
r+y menapan, u3 penanuje (z+2F) | 282 6u cremno ma je (v +2*%) | z mro je memoryhe 36or z +2F > .

3° Axo r u y pasmuuuté O6pojeBu m3 ckyna S, omma nocroje k,l € {1,2,...,n} takeu ma je x = 2F u y = 2!
Hu y oBom cayuajy He Mome ma Baxu (r +y) | xy 3aTo mTo je xy = 28+ a o 4y = 2mind{kl} . (2lk=ll 4 1)
a 2/F=1 + 1 je memapan nmpupoman 6poj sehu ox 1. (Tamrenra 64, crp. 15, Harpamuu 3amanu, M959)
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