
SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

uqenika sredǌih xkola

Beograd , 31.03.2012.

Prvi dan

Neka je P taqka na dijagonali BD paralelograma ABCD takva da je1.

∢PCB = ∢ACD. Kruжnica opisana oko trougla ABD seqe pravu AC u
taqkama E i A. Dokazati da je

∢AED = ∢PEB. (Marko �iki�)

Na�i sve prirodne brojeve a i b takve da2.

a | b2, b | a2 i a+ 1 | b2 + 1. (Duxan �uki�)

U nekim qvorovima kvadratne rexetke 2012 × 2012 nalazi se muva i k3.

paukova. Jedan potez sastoji se u slede�em: muva se pomera na susedan
qvor ili ostaje na istom mestu, a nakon toga se svaki od k paukova pomera
na neki susedan qvor ili ostaje na istom mestu (u jednom qvoru moжe
biti vixe paukova). U svakom trenutku svaki pauk i muva imaju uvid u
pozicije ostalih.

a) Na�i najmaǌe k tako da pauci mogu uhvatiti muvu u konaqnom broju
poteza, bez obzira na poqetnu poziciju muve i paukova.

b) Odgovoriti na isto pitaǌe za kubnu rexetku 2012× 2012× 2012.

(Qvorovi su susedni ako se razlikuju na taqno jednoj koordinati, i to
za 1. Pauk hvata muvu ukoliko se nalaze u istom qvoru.)

(Nikola Milosavǉevi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



SRPSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

uqenika sredǌih xkola

Beograd , 01.04.2012.

Drugi dan

Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji permutacija (p1, p2, . . . , pn)4.

brojeva (1, 2, . . . , n) takva da skupovi {pi + i | 1 6 i 6 n} i {pi − i | 1 6 i 6 n}
qine potpune sisteme ostataka po modulu n. (Marko �iki�)

Neka je K celobrojna rexetka. Da li postoji bijekcija f : N → K takva5.

da za sve me�usobno razliqite a, b, c ∈ N vaжi

NZD (a, b, c) > 1 =⇒ f(a), f(b), f(c) nisu kolinearne ?

(Celobrojna rexetka je skup taqaka u ravni sa celobrojnim koordi-
natama u Dekartovom koordinatnom sistemu.) (Stevan Gajovi�)

Neka kompozicija sadrжi n > 1 vagona sa zlatnicima. Postoje dve vrste6.

naizgled istih zlatnika: pravi i laжni. U svakom vagonu se nalaze zlat-
nici samo jedne vrste. Zlatnici iste vrste su iste mase, dok zlatnici
razliqitih vrsta nemaju istu masu. Masa pravog zlatnika je poznata.

Odrediti minimalan broj mereǌa na digitalnoj vagi kojima je mogu�e
utvrditi koji sve vagoni sadrжe laжne zlatnike, kao i koja je masa
laжnog zlatnika.

(Pretpostavǉa se da se iz svakog vagona moжe uzeti bilo koji broj
zlatnika.) (Milox Milosavǉevi�)

Vreme za rad 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 7 poena.



REXEǋA

Dokaz izvodimo u sluqaju kada je ∠BAC ≤ 90o. Drugi sluqaj je analogan.1.

Neka se prave DE i BC seku u
L. Qetvorougao CDPL je teti-
van jer je ∠PDL = ∠PCL, odakle
imamo ∠PLE = ∠PCD = ∠BCA =
∠DAC = ∠DBE = ∠PBE, pa je
i qetvorougao BPEL tetivan. Iz
ove dve tetivnosti konaqno dobi-
jamo ∠PEB = ∠PLB = ∠PDC =
∠DBA = ∠DEA. A B

CD

P

E

L

Drugo rexeǌe. Neka je P ′ taqka na BD takva da je ∠DEA = ∠PEB.
Po sinusnoj teoremi je BP

DP
= BP

CP
· CP

DP
= sin∠BCP

sin∠CBD
· sin∠CDB

sin∠PCD
. Analogno

je BP ′

DP ′
= sin∠BEP ′

sin∠EBD
· sin∠EDB
sin∠P ′ED

. Kako je ∠BCP = ∠EDB, ∠CBD = ∠P ′ED,

∠CDB = ∠BEP ′ i ∠PCD = ∠EBD, sledi BP
DP

= BP ′

DP ′
, dakle P ≡ P ′.

Neka je b2 = ca. Uslovi zadatka daju b2 = ca | a4 i a + 1 | ca + 1, a to je2.

ekvivalentno sa
c | a3 i a+ 1 | c− 1.

Neka je c = d(a + 1) + 1, d ∈ N0. Kako je a3 ≡ −1 (mod (a + 1)), imamo
a3

c
≡ −1 (mod (a + 1)), tj. a3

c
= e(a + 1) − 1 za neko e ∈ N. Sledi da je

a3 = (d(a+ 1) + 1)(e(a+ 1)− 1), xto nakon mnoжeǌa i skra�ivaǌa sa a+ 1
postaje a2 − a+ 1 = de(a+ 1) + (e− d). Odavde imamo e− d ≡ a2 − a+ 1 ≡ 3
(mod (a+ 1)), dakle

e− d = k(a+ 1) + 3 i de = a− 2− k (k ∈ Z). (∗)

Razlikujemo slede�e sluqajeve:

(1) k 6∈ {−1, 0}. U ovom sluqaju (∗) povlaqi de < |e−d|−1, xto je mogu�e
samo za d = 0. Sada je c = 1 i b2 = a, dakle (a, b) = (t2, t).

(2) k = −1. Iz (∗) dobijamo a = d + 1. Sada je c = a2 i b2 = a3, dakle
(a, b) = (t2, t3).

(3) k = 0. Iz (∗) dobijamo a = d2+3d+2. Sada je c = d(a+1)+1 = (d+1)3

i b2 = ca = (d + 1)4(d + 2). Sledi da je d + 2 = t2 za neko t ∈ N, xto
daje (a, b) =

(

t2(t2 − 1), t(t2 − 1)2
)

, t ≥ 2.



Odgovor: To su parovi (a, b) oblika (t2, t), (t2, t3) i
(

t2(t2 − 1), t(t2 − 1)2
)

,
gde je t ∈ N.

Jedan pauk ne moжe da uhvati muvu. Dovoǉno je da muva ne mrda ako3.

pauk nije na susednom poǉu, odnosno da se pomeri na poǉe dijagonalno
suprotno paukovom ako jeste.
Dokaza�emo da su dva pauka dovoǉna u oba dela zadatka - oznaqimo ih
sa P i Q, muvu sa M , a x- i y-koordinatu taqke A sa Ax i Ay.

(a) Postavimo koordinatni poqetak u doǌi levi ugao mreжe. Na poqetku,
kre�u�i se duж x-ose, P u konaqnom broju poteza postiжe da bude Px =
Mx. Analogno, Q postiжe da bude Qy = My. Potom se pauci kre�u na
slede�i naqin: kad god muva promeni x-koordinatu, P uqini isto tako da
ostane Px = Mx, u suprotnom pri�e muvi jedan korak duж y-ose; kretaǌe
Q je analogno. Na ovaj naqin veliqina |Py−My|+|Qx−Mx| se ili smaǌuje
ili ostaje ista, pri qemu moжe ostati ista kroz najvixe 2 · 2010 poteza
(kada se muva povlaqi). Prema tome, posle konaqnog broja poteza bar
jedan sabirak �e postati nula, tj. muva �e biti uhva�ena.

(b) Zanemaruju�i z-osu, na osnovu dela pod (a), jedan od paukova, recimo
P , moжe posti�i da bude Px = Mx i Py = My. Nadaǉe, kad god muva
napravi korak duж z-ose, pauk P ide ka ǌoj, a suprotnom se kre�e tako
da uvek bude taqno ispod muve. Jasno je da muva moжe samo konaqno
mnogo puta da napravi korak duж z-ose ili ostane u mestu, a da je pauk
P ne uhvati. Prema tome, poqev od nekog momenta, muva mora da se kre�e
iskǉuqivo po svojoj xy-ravni, bez stajaǌa u mestu.
Sada pauk Q u konaqno mnogo poteza dolazi do xy-ravni po kojoj se kre�e
muva. Tako�e, stajaǌem u mestu po potrebi, Q postiжe da f = |Qx−Mx|+
|Qy −My| bude parno. U svakom slede�em potezu, pauk Q se pribliжava
muvi duж x-ose ako je |Qx − Mx| > |Qy − My|, a duж y-ose u suprotnom.
Posle svakog poteza, veliqina f se ne pove�ava i ne meǌa parnost, pri
qemu samo konaqno mnogo puta moжe da ostane ista (kada muva beжi od
pauka prema kraju rexetke). Prema tome, u nekom trenutku �e biti f = 0,
i muva �e biti uhva�ena.

Pretpostavimo da takva permutacija postoji. Kako je {pi + i | 1 ≤ i ≤4.

n} potpun sistem ostataka po modulu n, vaжi
∑n

k=1 k ≡
∑n

i=1(pi + i) ≡
∑n

i=1 i +
∑n

i=1 pi ≡ 2
∑n

k=1 k (mod n), dakle
∑n

k=1 k = n(n+1)
2 ≡ 0 (mod n),

odakle sledi 2 ∤ n. Xta vixe, vaжi 2
∑n

k=1 k
2 ≡

∑n

k=1((pi+ i)2+(pi− i)2) ≡
∑n

k=1(2p
2
i + 2i2) ≡ 4

∑n

k=1 k
2, odakle je 2

∑n

k=1 k
2 = n(n+1)(2n+1)

3 ≡ 0 (mod n),
dakle 3 ∤ n. Prema tome, mora biti (n, 6) = 1.



S druge strane, ako je (n, 6) = 1 i pi ≡ 2i (mod n), pi ∈ {1, . . . , n}, tada
je (p1, p2, . . . , pn) permutacija skupa {1, . . . , n} i zadovoǉava uslove, jer su
{pi + i | 1 ≤ i ≤ n} ≡ {3i | 1 ≤ i ≤ n} i {pi − i | 1 ≤ i ≤ n} ≡ {i | 1 ≤ i ≤ n}
(mod n) potpuni sistemi ostataka po modulu n.

Pore�ajmo sve taqke rexetke u niz A1, A2, . . . . Ovo se moжe uraditi5.

npr. spiralno: (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0), (1,−1), (0,−1), (−1,−1), . . . Konstru-
isa�emo induktivno primer bijekcije sa traжenim svojstvom.
Stavimo f(1) = A1. Pretpostavimo da su f(1), . . . , f(n − 1) odre�ene i
uzmimo za f(n) taqku Am sa najmaǌim m takvu da, ni za koje prirodne
i, j ≤ n, (i, j, n) > 1, Am ne leжi na pravoj f(i)f(j). Pravih f(i)f(j) ima
konaqno mnogo, pa zaista postoji taqka rexetke koja ne leжi ni na jednoj
od ǌih. Primetimo da za prosto p nema ograniqeǌa pri izboru f(p), xto
garantuje da �e svaka taqka biti slika nekog prirodnog broja.
Ovako definisano preslikavaǌe f zadovoǉava sve uslove zadatka.

Drugo rexeǌe. Ako je n sloжen broj, uzmimo za f(n) taqku (n, n2). Za
prost broj p, neka je f(p) bilo koja od dozvoǉenih taqaka na minimal-
nom rastojaǌu od taqke (0, 0). Pokaжimo da je ovo preslikavaǌe dobro
definisana bijekcija sa traжenim svojstvom.
Za svako p postoji dozvoǉena taqka - npr. neka od neupotrebǉenih taqaka
na paraboli y = x2. Zaista, proizvoǉna prava kroz tu taqku seqe ovu
parabolu u jox najvixe jednoj taqki, tj. sadrжi sliku najvixe jednog
sloжenog broja.
S druge strane, za proizvoǉnu taqku A ∈ K\{(n, n2) | n je sloжen} postoji
prost broj p za koji je A dozvoǉena taqka. Naime, postoji samo konaqno
mnogo pravih kroz A koje sadrжe dve celobrojne taqke na paraboli y = x2

(razliqite od A); oznaqimo te prave sa p1, . . . , pk i celobrojne taqke u
preseku pi sa parabolom y = x2 sa Ai, Bi. Dozoǉno je uzeti p koje ne deli
(f−1(Ai), f

−1(Bi)) ni za jedno i.

Dokaza�emo da je minimalan broj mereǌa jednak 2. Oznaqimo teжine6.

pravog i laжnog zlatnika sa x i y redom, i neka je ai = 1 ako su zlatnici
u i-tom vagonu laжni, a ai = 0 u suprotnom.

Uzmimo u prvom mereǌu po jedan zlatnik iz svakog vagona. Tada je a1 +
a2 + · · · + an = nx−m1

x−y
, gde je m1 dobijena masa. Pretpostavǉamo da je

m1 6= nx, jer u suprotnom nema laжnih zlatnika. U drugom mereǌu, za
neko q ∈ N, uzimamo iz i-tog vagona qi−1 zlatnika. Ako je dobijena masa



m2, imamo a1 + qa2 + · · ·+ qn−1an−1 = (1+q+···+qn−1)x−m2

x−y
. Odavde dobijamo

f(a1, a2, . . . , an) =
a1 + qa2 + · · ·+ qn−1an−1

a1 + a2 + · · ·+ an
=

(1 + q + · · ·+ qn−1)x−m2

nx−m1
.

Жelimo da nam vrednost f jednoznaqno odredi a1, . . . , an. Dakle, dovoǉno
je pokazati da postoji prirodan broj q takav da je funkcija f : {0, 1}n \
{(0, 0, ..., 0)} → R injektivna.

Za fiksirane a = (a1, a2, ..., an) i a = (b1, b2, ..., bn), jednakost f(a) = f(b) je
ekvivalentna sa Pa,b(q) = (anb− bna)q

n−1+ · · ·+(a2b− b2a)q+(a1b− b1a) = 0,
gde je a = a1+a2+ ...+an 6= 0 6= b1+b2+ ...bn = b. Prema tome, ako funkcija
f nije injektivna, onda je q nula polinoma

P (q) =
∏

a,b

Pa,b(q).

Kako nijedan od polinoma Pa,b nije identiqki jednak 0, postoji samo
konaqno mnogo brojeva q za koje je P (q) = 0, pa je mogu�e odabrati q

za koje je f injektivna funkcija.

Ovako u dva mereǌa moжemo da odredimo a1, . . . , an, tj. vagone sa laжnim
zlatnicima. Najzad, y odre�ujemo iz jednakosti y = x− nx−m1

a1+a2+···+an

.

S druge strane, jedno mereǌe nije dovoǉno, jer uzimaǌem ki zlatnika iz
i-tog vagona dobijamo jednaqinu k1a1 + · · ·+ knan = kx−m

x−y
(gde je k = k1 +

· · ·+kn) koja u opxtem sluqaju ima vixe rexeǌa. Na primer, dva mogu�a
rexeǌa za (a1, a2, . . . , an, y) su (1, 0, . . . , 0, x− kx−m

k1

) i (0, 0, . . . , 1, x− kx−m
kn

).


