CPIICKA MATEMATNYRA OJIMMIINJA ITA

YYEeHUKA CPeOlbUX MIKOJA

Beorpan, 31.03.2012.

IIpBu nan

Heka je P rmaura ma mujaronasu BD mnapasemorpama ABCD TtakBa ma je
<PCB = <ACD. Kpyxuauna omucana oko tpoyriaa ABD ceue mpaBy AC y
raurama F u A. Ilokazartu na je

<JAED = <PEB. (Mapxo Duruh)

Hahwu cBe mpupomue 6pojeBe a u b TakBe na

alb’, bla®* m a+1]|b*+1. (Aywar Byruh)

Y merkmMm uyBopoBuMa kBanparHe pemeTke 2012 x 2012 mana3u ce myBa u k
maykoBa. Jeman more3 cacToju ce y ciemehem: MyBa ce momepa Ha cycemaH
YBOD MJIM OCTaje Ha UCTOM MECTY, & HAKOH TOT'a Ce CBAaKU O k ImayKoBa IIoMepa
HA HEKU CyCeIaH UYBOD WJIM OCTaje Ha UCTOM MecTy (y jeIHOM UBOPY MOKE
6uTu Bulle MayKoBa). Y CBAKOM TPEHYTKY CBAaKU MayK U MyBa UMajy YBUI Y
MMO3UIAj€ OCTAJIUX.

a) Hahwu najmame k Tako na mayunu MOry yXBaTUTU MyBY Y KOHAYHOM OpOjyY
noresa, 6e3 003upa Ha MOYETHY IO3UIMjy MyBe U IayKOBa.

6) OaroBopury Ha MCTO muUTame 3a KyOHY pemerky 2012 x 2012 x 2012.

(UBopoBU Cy CycemHu ako Ce PA3JIMKYjy Ha TAYHO jeIHO] KOODIUHATHU, U TO
3a 1. ITayk xBaTa MyBYy YKOJIMKO C€ HAJa3e y UCTOM UBODY.)
(Huxona Munocasmwesuh)

Bpewme 3a panm 270 munyTa.
Caku 3amarakx Bpeau 7 MOEHA.



CPIICKA MATEMATNYRA OJIMMIINJA ITA

YYEeHUKA CPeOlbUX MIKOJA

Beorpan, 01.04.2012.

Ipyru nan

Hahwu cBe mpuponse GpojeBe m 3a Koje mocroju mepmyTanuja (p1,p2, - - -, Pn)
6pojesa (1,2,...,n) raksa na ckynosu {p; +i|1<i<n}u {p;—i|l<i<n}
YpHE TOTIYHE CUCTEME OCTATAKA [0 MOLYIY 7. (Mapxro Bukuh)

Heka je K nemobpojua pemetra. [la mu nmocroju Oujermnuja f: N — K TakBa
na 3a cBe mehycobHO paznuuure a,b, c € N Baku

H31O (a,b,c) >1 = f(a), f(b), f(¢) Hucy ronuueapsue ?

(Llenobpojua pemeTka je CKyn Tadyaka y PaBHU Ca IeJOOPOJHUM KOODIU-
HaTaMma y JlekapToBOM KOODAMHATHOM CHUCTEMY.) (Cmesan TI'ajosuh)

Heka rommo3umnuja canp:xxu n > 1 Barona ca 3nataurnuMa. [locToje nBe BpcTe
HAW3TJIe NCTUX 3JaTHUKA: TPaBU U JayKHU. Y CBAKOM BaroHy ce HaJja3e 3JIaT-
HUAI CaMO jelHe BPCTe. 3JIaTHUIM UCTEe BPCTE Cy UCTE Mace, MOK 3JIATHUIN
pa3JIMYUTUX BPCTa HEMAajy UCTy Macy. Maca mpaBor 3/aTHUKA je TMO3HATA.

Oppenutu MuHMMAaIaH OpPOj Mepema Ha AUTUTAJIHOj BArd KOjuMa je Moryhe
YTBPAUTU KOJU CBE BATrOHU Calap:ke JasKHe 3JIaTHUKe, Kao M Koja je Maca
JIAYKHOT 3JIaTHUKA.

(IlpetnocraBma ce ga ce m3 CBAKOI BaroHa MOKe y3eTw OUIO KOju Opoj
3JIATHUKA. ) (Musaow, Munocasmesuh)

Bpewme 3a pang 270 munyTa.
Caku 3amarakx Bpeau 7 MOEHA.



PEIIIEIHA

Iloka3 uzBoaumo y cayuajy kana je ZBAC < 90°. Ilpyru cayuaj je aHajoras.

Herka ce mpaBe DE u BC cery y
L. UYersBopoyrao CDPL je teru-
BaH jep je LPDL = /PCL, onakmue
nmamvmo /PLE = /PCD = /BCA =
/DAC = /DBFE = /PBEFE, mna je
u yerBopoyrao BPEL teruBan. U3
OBe QIBé TETUBHOCTU KOHAYHO HOOU-
jamo /PEB = /PLB = /PDC =
/DBA=/DFEA.

Ipyzo pewewe. Hera je P’ tauka ma BD rtaksa ma je ZDEA = /PEB.

: .. BP _ BP  CP _ sin/BCP _sinZCDB
ITo CI//IHyCH.O_] Teoll)emg J& BP = CP DP = sn CBD ' snZPCD: AmnaJjioruo
je BE = sngBRIZ . s iEDE - Kaxo je /BCP = ZEDB, ZCBD = /P'ED,
/
ZCDB = /BEP' u ZPCD = ZEBD, cnemu 85 = BL. naxne P = P'.

Heka je b? = ca. Ycnosu 3amatka majy b> =ca|a* ma+1]ca+1, a To je
eKBUBAJICHTHO Ca
cla®> uw a+1|c—1.

Heka je ¢ = d(a+ 1)+ 1, d € Ng. Kako je a®> = —1 (mod (a + 1)), umamo

% = —1 (mod (a + 1)), Tj. % =e(a+1)—1 3a mexo e € N. Cuenu na je
a’ = (d(a+1)+1)(e(a+1) — 1), mTo HakOH MHOXKema U ckpahusama ca a + 1
nocraje a’ —a+1=de(a+ 1)+ (e —d). Omasne umamo e —d=a’>—a+1=3

(mod (a + 1)), nakue
e—d=k(la+1)+3 u de=a—-2-k (keZ). (%)
Paznukyjemo cnenehe ciyuajese:

(1) k¢ {—1,0}. ¥ oBom cayuajy (x) moBmnauu de < |e—d|—1, mro je moryhe
camo 3a d = 0. Cagna je c =1 u b? = a, nakne (a,b) = (t2,1).

(2) k= —1. U3 () pobujamo a = d + 1. Cana je ¢ = a? u b* = a®, naxne
(a,b) = (%,1%).

(3) k=0. Uz (x) nobujamo a = d*+3d+2. Cana jec=d(a+1)+1 = (d+1)3
ub?> =ca=(d+1)4d+2). Cnemu na je d+ 2 = t? 3a mexo t € N, mTo
naje (a,b) = (t2(t? — 1), t(t* — 1)?), t > 2.



Oarosop: To cy maposu (a,b) obmuka (t2,t), (12,t%) u (£2(1* — 1),¢(t* — 1)?),
rae je t € N.

Jeman mayk He Moke ma yxsBatum MyBY. JloBOBHO je ma MyBa HE MpAa akro
IayK HHUje Ha CyCeTHOM IIOJby, OJHOCHO Ia Ce IIOMEPU Ha IMOJbe J1jarOHAJIHO
CyIPOTHO TMAyKOBOM aKO jecTe.

ITokazahemo na cy nBa mayka HOBOJbHA y 0ba mesa 3aJaTKa - O3HAYMMO KX
ca Pu @, myBy ca M, a z- n y-koopauHaTy Tauke A ca A, u A,.

(a) TTocTaBUMO KOOpAMHATHY MMOYETAK Yy NOWU JEBU yrao Mpeske. Ha mouerky,
kpehyhu ce my:x x-oce, P y koHauHOM OpoOjy more3a moctmke na oyme P, =
M,. Amanormo, () moctmxe nma Oynme @, = M,. Ilotom ce maymu kpehy Ha
CJIe,IIehI/I HaUUH: Ka 4 ol MyBa IIPOMEHU T-KOOPANHATY, P Y4YMHU UCTO TaKO Oda
ocrane P, = M,, y cynporaom npube MyBU jemaH KOpak IOy Y-OCe; KPETame
@ je anasoruo. Ha oBaj naunu Benuunna |Py—M,|+|Q, —M,| ce nau cmamyje
WJIV OCTaje MCTa, IPU YeMy MOKe OCTaTu mcTa Kpo3 HajBume 2 - 2010 moresa
(kama ce myBa moBiaum). IIpema ToMe, mocse KOHAYHOr Gpoja moresa Gap
jeman cabupak he mocratm Hysa, Tj. MyBa he dutu yxBahena.

(6) Bamemapyjyhu z-ocy, Ha OCHOBY mesa mof (a), jelan O HAYKOBA, PENUMO
P, moxe moctuhu na oyne P, = M, u Py, = M,. Haname, xan ron Mmysa
HAIpaBU KOPaK Ay z-oce, mayk P mme ka m0j, a cynpoTHOM ce kpehe Tako
oa yBeK Oyme TavyHO WCIOA MyBe. JacHO je ma MyBa MOMKe CaMO KOHAUHO
MHOTO TIyTa [a HAIPaBU KOPAaK Hy:K z-OCe WM OCTAHE y MECTY, a na je mayK
P ue yxBatu. IIpema ToMe, moueB om HEKOT MOMEHTa, MyBa Mopa na ce kpehe
UCKJBYUYUBO IO CBOjO] TY-paBHU, Oe3 CTajama y MeCTYy.

Cana nayk () y KOHAUHO MHOTO IOTe3a I0Ja3’ 10 TY-PaBHU IO KOjoj ce kpehe
myBa. Takobe, crajamem y mecty mo morpebu, ) noctmxe na f = |Q, — M|+
|Qy — M,| 6yzne napuo. ¥ cakom ciaenehiem moresy, nmayk ) ce npubiamxasa
MyBU Iy#% T-0ce ako je |Qp — My| > |Q, — M,|, a nysx y-oce y CyIPOTHOM.
[Tocse cBakor moresa, BenmmumHa [ ce He moBehaBa u He Mema MAPHOCT, IPU
yeMy caMO KOHAYHO MHOTO IIyTa MOKe na OCTaHe ucra (Kamza MyBa O 01
nayka mpema kpajy pemetke). [Ipema Tome, y sHexkom TpenyTky he outu f = 0,
u MyBa he Outuy yxBahena.

[IpernocraBumo ma TakBa mepmyramnuja nocroju. Kawo je {p; +i | 1 <

n} HOTIYH CHCTEM OCTATAKA IO MOAYJNY N, BaxRW y ,_ k = > o (pi + 1)
T g =23k (mod n), makme STk = ) = 0 (mod n
i=1 i=1 k=1 k=1 2

omakne caemu 2 1 n. Ilra Bume, Baskn 2y, _ k* =Y 1 ((pi +4)? + (pi —i)?)

S (2pF+2i%) =450 k?, omarue je 2, k* = w =0 (mod n

nakae 31 n. IIpema Tome, mopa Gutu (n,6) = 1.
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C mpyre crtpane, ako je (n,6) = 1 u p; = 2i (mod n), p; € {1,...,n}, Tana
je (p1,p2, ..., pn) mepmyrammja ckyna {1,...,n} u 3agoBosmaBa yciose, jep cy
(pi+ill1<i<n}={3i|1<i<n}u{p—i|l<i<n}={i|l1<i<n}
(mod n) mOTHyHM CHUCTEMU OCTATAKA 11O MOIYJIY 7.

[Topebhajmo cBe Taure pemerke y mu3 Ai, As,.... OBo ce moxke ypaauTu
unp. cuupasaso: (0,0),(0,1),(1,1),(1,0),(1,-1),(0,—1),(—=1,—-1),... Koucrpy-
ncaheMo MHAYKTUBHO IpuUMep OujeKIuje ca TpasKeHUM CBOjCTBOM.

CraBumo f(1) = A;. Ilpermocrasumo ma cy f(1),...,f(n — 1) onpebene n
y3mumo 3a f(n) tauky A, ca HajMamUM M TAKBY &, HA 334 KOje IPUPOIHEe
i,j <mn, (i,7,n) > 1, A, ve nexku ua upasoj f(i)f(j). pasux f(i)f(j) uma
KOHAYHO MHOTO, IIa 3alCTa NOCTOJU TaUKa peHIeTKe Koja He JIeKU HU Ha jeTHO]
on wux. [IpuMernMo ma 3a mpocCTO p HEMa OorpaHnuema npu uzbopy f(p), mro
rapanTyje ma he cBaka Tadyka OUTU CIUKA HEKOT MPUPOITHOT Opoja.

OBako mepuHMCAHO TpecauKaBame [ 3a10BOJbaBA CBE yCIOBE 3aIaTKA.

Jlpyeo pewemwe. Axo je n ciaomen 6poj, ysmmmo 3a f(n) taury (n,n?). 3a
npoct 6poj p, Heka je f(p) Owao KOja OX MO3BOJLEHUX TAYaKA HA MUHUMAJI-
HOM pacrtojamy ox tauke (0,0). IToraxkumo ma je oBo mpeciaukaBame T06PO
nepuHCaHa OMjeKnmja ca TPasKeHUM CBOjCTBOM.

3a CBAKO p MOCTOjU NO3BOJLEHA TAUKA - HIIP. HEKA O HEYIOTPEO/LEHUX TauaKa
Ha mapaboiu y = x2. 3aucra, IPOM3BOJLHA IpaBa KPO3 Ty Taudky cede OBY
mapaboJy y jOIl HajBUIIE jeIHO] TAYKU, Tj. CAAP/KU CIUKY HAjBUIIE j€THOT
CIIOsKEHOT Opoja.

C apyre cTpane, 3a mpousBosbHy Taury A € K\{(n,n?) | n je caomxen} mocroju
npoct O6poj p 3a kKoju je A mosBosena Ttauka. Hamme, mocToju camMo KOHAYHO
MHOT'O IpaBUX Kpo3 A Koje campse IBe 1e00pojHe Tauke Ha napabonn y = x>
(pasnuuure om A); 0O3HAYMMO Te mpaBe ca Pi,...,Pr U IeJO0OpPOjHE Tauke y
npeceky p; ca napabosnoMm y = 2 ca A;, B;. Il030/bHO je y3eTH p Koje He Jenu
(f~HAy), fY(B;)) uu 3a jemno i.

Ilokazahemo ma je muamMMasan Opoj Mepema jemnak 2. (O3HAUUMO TeKUHE
IPaBOT U JIAKHOT 3JIATHUKA Ca & U Y PEIOM, U HEKa je a; = 1 ako Cy 3JIaTHUNU
Yy ¢-TOM BaroHy Ja;kHU, a a; = 0 y CyIpOTHOM.

Y3MuMO y IPBOM Mepeny IO jenaH 3JaTHUK M3 cBakor BaroHa. Tana je a; +
as + -+ a, = ””;C%Z“, rae je mp mobujena maca. IlpermocraBmamo na je
my # nx, jep y CyIpOTHOM HeMa Ja:KHUX 3JaTHUKA. Y APYTOM Mepemy, 3a

Heko ¢ € N, y3uMamo u3 i-Tor BaroHa ¢'~ ! 3marEmEa. AKO je mobujema maca



_ 14q+-4q" Dz—m
mg, UMaMo a1 + qas + -+ -+ q" 1an—1:( 1 mq_y ) .

. OmaBne mobujamo

art+qaz+--+q¢" tan_y  (I4+q+ - +¢" e —my
flay,ag,...,a,) = = :
a;t+ag+---+ap nr —mg

sKemumo na Ham BpenHocT f je IHO3HAYHO OAPENN a1, .. ., 0. Jlakiae, TOBOJLHO
je mokaszaTu ma mocToju mpupogaH Opoj g TakaB Ha je ¢yuruumja f :{0,1}"\
{(0,0,...,0)} — R unjerTuBHA.

3a ¢urcupane a = (a1, 0as,...,a,) u a = (by,bo, ..., b,), jemmarocr f(a) = f(b) je
ekBuBasienTHA ca Py (q) = (anb—bna)q" '+ -+ (a2b —baa)q + (a1b — bra) = 0,
rae jea=ay+as+...+a, #0# by +by+...b, = b. Illpema Tome, ako GpyHKIHI]A
f HUje MHjeKkTMBHA, OHIA je ¢ HyJa MOJMHOMA

P(q) = [[ Pas(a).
a,b

Kako mumjemam on mosmHOMa P, p vuje mpenTnuru jemnax 0, mocroju camo
KOHAYHO MHOTO OpojeBa ¢ 3a koje je P(q) = 0, ma je moryhe omabparu ¢
3a Koje je f mHjekTUBHA (yHKIU]a.

OBako y nBa Mepema MOKEMO Ia ONPEIVMO a4, ..., 0y, Tj. BarOHE Ca JAKHUM
snataunmMa. Hajzan, y onpebyjemo u3 jemmakoctu y = v — — T —,
a1+az+-+an

C mpyre crpase, jeIHO Mepeme HUje MOBOJLHO, jep y3uMameM k; 3JIaTHUKA U3

1-TOT BaroHa mobujamo jemnauuny kiai + - -+ kpa, = kﬂf%;” (rme je k = ki +
-+-+k,) KOja y ommTeM ciaydJajy MMa Bulle pemema. Ha mpumep, nsa moryha
pemema 3a (ay,as,...,a,,y) cy (1,0,...,0,2 — ’”k;lm) u (0,0,...,1,z — ’%;nm)



