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Dat je trougao ABC. Krug k1 prolazi kroz taqke A i B i dodiruje pravu1.

AC, a krug k2 prolazi kroz taqke A i C i dodiruje pravu AB. Krug k1
seqe pravu BC u taqki D (D 6= B) i seqe krug k2 u taqki E (E 6= A).
Dokazati da prava DE polovi duж AC.

Na�i sve funkcije f : R → R takve da za sve x, y ∈ R vaжi2.

f(x) + y − f(x)y = f(x+ f(y))− f(xf(y)).

Odrediti sve proste brojeve p za koje je p
2
−p−2

2
kub prirodnog broja.3.

Na ispitu je uqestvovalo 25 studenata. Ispit se sastoji od nekoliko4.

pitaǌa i za svako pitaǌe je ponu�eno pet odgovora. Ispostavilo se da
su se odgovori svaka dva studenta poklapali na najvixe jednom pitaǌu.
Dokazati da na ispitu nije bilo vixe od 6 pitaǌa.

Vreme za rad: 270 minuta.
Svaki zadatak vredi 10 poena.



REXEǋA

1. Oznaqimo sa F drugu taqku prese-
ka prave DE i kruga k2. Tvrdimo
da je ADCF paralelogram. Zaista,
u orijentisanim uglovima imamo
∢AFE = ∢BAE = ∢CDE, tj. AF ‖
CD, i sliqno ∢ACF = ∢AEF =
∢ABD = ∢CAD, tj. CF ‖ AD.
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Stavǉaǌem x = 0 i y = 2 u polaznu jednaqinu (J) dobijamo f(f(2)) = 2. Za2.

x = z−f(1) i y = 1 u (J) dobijamo f(g(z)) = f(z)−1 za g(z) = f(1)(z−f(1)).
Specijalno, imamo f(g(g(f(2)))) = f(f(2))− 2 = 0; oznaqimo a = g(g(f(2))).

Za y = a u (J) imamo a(f(x) − 1) = f(0) xto bi za a 6= 0 znaqilo da je f

konstantno, a to je nemogu�e. Zato je a = 0 i f(0) = 0. Sada zamena x = 0
u (J) daje f(f(y)) = y. To izme�u ostalog znaqi da je f bijekcija.

Stavǉaǌem f(y) umesto y u (J) sada dobijamo

f(x) + f(y)− f(x)f(y) = f(x+ y)− f(xy). (J ′)

Za x = y = 2 ova jednakost postaje 2f(2) = f(2)2, pa kako nije f(2) = 0
(jer je f(f(2)) = 2 6= f(0)), sledi f(2) = 2. Daǉe, za x = y = 1 dobijamo
3f(1)− f(1)2 = 2, ali nije f(1) = 2, pa mora biti f(1) = 1. Sada za y = 1
u (J’) imamo f(x+ 1) = f(x) + 1.

Stavǉaǌem x+1 umesto x u (J’) dobijamo f(x)−f(x)f(y) = f(x+y)−f(xy+
y); oduzimaǌe jednakosti (J’) daje f(xy + y) = f(xy) + f(y), tj. f(z + y) =
f(z)+f(y) za sve z, y 6= 0. Ovo vaжi i za y = 0, dakle f(z+y) = f(z)+f(y) za
sve z, y. Sada (J’) postaje f(x)f(y) = f(xy), odakle za x = y =

√
z dobijamo

f(z) = f(
√
z)2 > 0 za z > 0, dakle funkcija f je aditivna i rastu�a. Kako

je f(1) = 1, jednostavnom indukcijom dobijamo f(q) = q za sve racionalne
q, a odatle i f(x) = x za sve x ∈ R.

Zapiximo uslov zadatka u obliku p(p− 1) = 2n3 + 2 = 2(n+ 1)(n2 − n+ 1).3.

Poxto p = 2 nije rexeǌe, p deli n+ 1 ili n2 − n + 1. Ako p | n+ 1, onda
je p 6 n + 1, pa je p(p − 1) 6 n(n + 1) 6 2(n + 1)(n2 − n + 1). Prema tome,
p | n2 − n+ 1.

Neka je n2 −n+1 = kp, k ∈ N. Tada je p− 1 = 2k(n+1), tj. p = 2kn+2k+1
i n2 − n+ 1 = 2k2n+ 2k2 + k, xto daje kvadratnu jednaqinu po n:

n2 − (2k2 + 1)n− (2k2 + k − 1) = 0.



ǋena diskriminanta D = (2k2+1)2+4(2k2+k−1) mora biti potpun kvad-
rat. Kako je D neparno i (2k2+1)2 < D < (2k2+1)2+4(4k2+6) = (2k2+5)2,
sledi D = (2k2+3)2, odakle lako dobijamo k = 3. Sada je n2−19n−20 = 0,
tj. n = 20, i odatle p = 2k(n+ 1) + 1 = 127.

Oznaqimo broj pitaǌa sa n. Ako je na jedno pitaǌe 6 studenata dalo4.

isti odgovor, bar dva od ǌih su isto odgovorila i na neko drugo pi-
taǌe, protivno uslovu zadatka. Prema tome, na svakom pitaǌu, svaki
od 5 ponu�enih odgovora je dalo taqno 5 studenata. Posmatrajmo jednog
studenta, nazovimo ga Pera. Na svakom od n pitaǌa jox 4 studenta dala
su isti odgovor. Ako se npr. Mika nalazi u dve takve qetvorke, onda su
se ǌegovi i Perini odgovori poklapali na dva pitaǌa, protivno uslovu.
Sledi da su sve ove qetvorke disjunktne, pa studenata ukupno ima bar
4n+ 1. Odavde je n 6 6.
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