55. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Kejorayn, Jysxkna Ad¢pura — yropaxk, 8. jymu 2014.

Heka je ap < a; < ap <--- DeckoHavan HU3 IPUPOAHUX OpojeBa. [lokazaTu ma mocToju
TAYHO jemaH MpUpomaH OPOj 1 TakaB Ha BaKU
apgt+ay+---+ay
an < < an+1.

n (Aycmpugja)

Iar je mpuponan 6poj n=2. IlocmarpajMo maxoBCKy TabJy n X n KOja ce cacToju
on n? moma. Pacmopen n Tomosa Ha TaOIM 30BEMO MUPOLYOUBUM AKO CE Y CBAKO]
BPCTU U y CBaKOj KOJIOHM Haja3u TadvHo jemaH Ton. Hahwm majBehm nmpuponan 6poj
k TakaB ma, 3a CBaKM MUPOJLYOUB pacropen n TOMOBa, MOCTOjU KBaApaT k X kK KOju

HE CaIp:M TOTA HU HA jeJTHOM O CBOjUX k? moJba. (Xpeamcxa)

Y kouBekcHOM ueTBOpOyray ABCD je <ABC =<CDA=90°. Taurka H je mOIHOXK]e
HOpMmaJie u3 Tauke A Ha npaBy BD. Tauke S u T cy omabpane Ha cTtpanunama AB
u AD, penom, Tako na je tauka H yryrtap tpoyria SCT u Baxku

JCHS-<CSB=90° u <THC-<DTC=90°.

IlokasaTu ma npasa BD nomupyje ommcanu Kpyr tpoyraa TSH. (Upar)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



55. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJINMMIINJA ITA

Kejorayn, Jyxaa Adpura — cpena, 9. jyam 2014.

Taure P u Q va crpanunu BC omTpoyraor Tpoyraa ABC cy TakBe na Baxku <PAB =
<IBCA n <CAQ =<ABC. Tauke M u N ma npaBum AP u AQ, pemoM, Cy TakKBe na
je tauka P cpenumrte ny:xxku AM, a tauka Q cpemumrte ny:xu AN. Jloraszatu ma ce
npaBe BM u CN ceky Ha onmcaHoM Kpyry Tpoyria ABC. (I'pysuja)

. . 1 .
Kejnrayncka Oamka m3naje HOBuUmMllie BPDENHOCTM . 3a CBaku Opupoian Opoj n.

AKO MMaMO KOHAUHO MHOI'O TAKBUX HOBuUmha (He 06aBE3HO PA3IUYUTUX BPEIHOCTN)
YKyIIHE BpenHOCTU He Behe ox 99+ %, JOKa3aTU & MOYKEMO [1a WX IOIeJIUMO y Haj-
Bume 100 rpyna Tako ma yKyIHa BPeIHOCT HOBUmha y cBakoj rpynu Huje Beha on 1.

(/Tyxcembypez)

3a CKyIm IpaBUX y PABHU KAKEMO 14 CYy Y ONWMeM NOAONCAJY AKO HUKOje IBE HUCY
mapaJieJlHe W HUKOje€ TPU He mpoJjasde Kpo3 ucry Tauky. CKym mpaBux y OIIIITEM
OJIOKAjy HeJiu PaBaH Ha ODJIACTU; 02panuvenuM ODIacCTUMa y TMOAEIN 30BEMO OHE
KOje mMajy KoHauHy noBpmuHy. Jloka3zaTm na je, 3a CBAKO HOBOJLHO BEJUKO N, Y
CBAKOM CKyILy N TIPaBUX y OIIITEM IIOJOKajy Moryhe obojutu y miaso Gap n
IpPaBUX TAaKO Ha HUjeIHA OJ OTPAHUYEHUX OOJACTU Yy MOAEJM HeMa MOTIIYHO IJIaBYy
rpaHuIly.

Hanomena: Ilokas tBphema y koMme je /n 3aMmemeno ca cy/n 6uhie Gomosan y 3a-
BUCHOCTH OJf BPEIHOCTU KOHCTAHTE C. (Aycmpuja u npobaemcka xKomucuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amaTak Bpenu 7 MOEHA



PEIIIEIHA

Oznaummo S, =ap+a,+---+a,. YcioB a,< 57" < dp+] HAKOH MHOMKEHA Ca N MOCTaje
na,—sp, <0< nays1—Sp, Tj. fn<0< fui1, voe je f,=na,—s,. Kako je fui1—fn=
n(ap+1 — ap) >0, HU3 (fR)ps0 je cTporo pacryhu HuU3 neaux OpojeBa, mpu UeMy je
fo=—ap<0. Ilakne, 6poj 0 mpunanga tTavyHo jenunoMm on uHTEpBaaa (fy, frn+1l, dume je
TBpbheme 3amaTKa JOKa3aHO.

Hanomena. Axo ce uckmbyum ycjaoB ma cy OpojeBu a, mesu, TBpheme BUIe HEe BAKU.
Hawnwme, ako je HUp. a, = 2—2% 3a n=0,1,2,..., cBu unaHoBu Hu3a (f,) Cy HEraTUBHU.

[Ipso hemo mokazaTu na 3a k? < n TakaB KBAApPAT yBEK HOCTOJU. 3a IPOU3BOJHAH
MUPOJLYOUB pacmopen, MoCMaTpajMo moJbe A mpBe KOJOHE y KOME Ce HAJa3Wu TOI,
Kao 1 k y3aCTONMHUX BPCTa KOje ra caap:ke. Y HUja OBUX kK BPCTa je MpaBOYTAOHUK
kxn ca tayno k TomoBa. YRJIOHMMO M3 TOT TIpaBoyraoHuka mosme A. Ocrartak
canpsku k—1 TomoBa, ajiu U3 Hmera ce Moke ucehwm k mucjyHKTHUX KBaapata k x k,
oz Kojux Oap jemaH Mopa OuUTH mpasaH.

Cana hemo 3a n=k? (k>1) KOHCTPyHCATH MUPOJLYOUB pACIOpes y KOMe TPasKeH:
kBagpar He nmocroju. Osmauumo ca (a,b) nmome (a+ 1)-te Bpcre u (b+ 1)-Te KOJIOHE.
3a ce 0<1i,j <k, craBUMO TOma y MOJbE = B
(ik+j, jk+i). Rako ce cBaku 1meo 06poj on

0 mo n—1 moxke HAUCATU y OOJMUKY 1k+ j 7
Ha jeIUHCTBEH HAUWH, OBAa] paclopen je _ paif}
3aucrta Muposmyous. Ocraje na mokaske-
MO [1a Ce Y CBAKOM KBaJpaTy kxk Hama3u
oap jeman Ton. Ilocmarpajmo kBanpat K g
ca momuUM JeBuM momeM (a,b), 0 < a,b < B
K—k+1. [IocTtoju mome A(x,y) cax=amn %
¥ = b Ha KOMeE je TOI; MoCMaTPajMO TAKBO =
nosbe ca HajMmamuM 30upom x+y. I[lpermocraBumo na je mome A Ban kBaaparta K.
Heka je 6e3 cmamema onmroctu X = a+ k. Ilo xoncTpyknuju, Ha nmomuma B(x —k+
Ly+k-1), C(x—k,y—1) u D(x—2k+1,y+k—2) ce takobhe namaze ronosu (ako cy Ha
rabau). VM3 ycaoBa MuHMMaJHOCTH 3a moJbe A cienu na je x—2k+1<awu y—1<b,
omakie je x<a+2k—-2 u y=>b, anu tana kBaapat K caap:ku mosse B Ha KOMme je TOoT.

[

[

&

Hajzan, 3a n< k?, 6pucamenm npBux k’—n BpCTa 1 NpBUX k?— 71 KOJOHA U3 OMUCAHOT
pacmopena mobujaMo pacmopen HajBUIIEe N TOMOBA TAaKaB Aa HUjedaH KBaapar k x k
muje nmpazan. OBaj pacmopen ce mo morpedbu MOKe MOIMYHUTU [0 MUPOJLYOUBOT
OMjEKTUBHUM CIapPUBAHKEM MPA3HUX BPCTA U MPA3HUX KOJIOHA.

[pema Tome, oarosop je majsehe k 3a xoje je k*<n, 1j. k=[vVn-1].

Hanomena. Moke ce mokazaTu na je HaBeAEHUW TIpPUMeD 3a 1 = k? JEIMHCTBEH MO HA
CUMeTpUjy.



Heka je K nentap onmcanor kpyra tpoyraa CHS. U3 <KSC =<SHC-90° = <BSC
cinemu ma K nexu Ha mpaBoj AB. Awnajiorno, mentap L ommcaHOr Kpyra TpPOyIJa
CHT nexu va npaBoj AD. Taure K m L nexe Ha cuMerpaau nyxu CH, rKao u
cpemumte M ny:xu CH.

Kpyr onucan oko ASHT nomupyje nupaBy
BD akxo u camMO akKO ce cuMeTpaJie cTpa-
uuna SH u TH ceky wa npaBoj AH. Kako
Cy OBe IBe CUMeTpaJjie YjeIHO U CUMe-
Tpaje yrioBa AKH u ALH, noBOJbHO je

KA _ LA
MOKa3aTu 1a je ¥ = 17 -

HenTtap O onucanor kpyra AABD je cpe-
mumre ny:xu AC, na je MO || AH. Ilakme,

MO je cumerpana nysxu BD m MB=MD. Tauke B n M Cy Ha KpYyry HaJ IPEYHUKOM

__MB . MD Ki'_KC _ MEsingALK _
KC, ma je KC = gy ; anamnoruo je u LC= gz Cana je T = 16 = Mban<aKL =
sin ALK _ KA

GnART = i WTO je m Tpebaso moKasaTu.

Lpyzo pewewe. KopuctTuMo 03HAKE KaO y MPBOM peliewny, Kao u pesanujy MB = MD.
Hexka cy E u F penom tauke cuMmerpuyne tauku H y ogaocy Ha AB u AD. Axo cy E;
u F; penom cpenumra ny:xu HE u HF, nmamo CE=2ME; =2MB =2MD =2MF; =CF.
Kpyr EHF umvma mentap y Ttavykun A m gomupyje BD y mauku H, ma je ZOBOJHHO
noka3atu ga ce kpyrosu SHT wn EHF nomupyjy y Tausm H.

[Ipumernumo umuBep3ujy ca neatpom H wu moaynpeunukom CE. Tauke E u F ce
caukajy y cebe, tauka H y H', a tauke S u T y npeceke S’ u T’ cumerpadsia yriosa
ECH' u FCH' ca nyskmma EH' u FH', pegom. U3 Psl,g = CEC = % = % ciremu ma je
S'T'| EF. Haxne, kpyrosu S'H'T' u EH'F cy xomoTeTuunu ca nearpoMm H', ma ce n
nomupyjy vy H', onakae caemu tBpheme.

Hanomewna. Baxku m onmruje TBpheme, y3 cauvyan moka3: ako je H Tayka y KOH-
BekcHOM uerBOpOyriy ABCD ca <B = <D =90° takBa na je <BAH = <CAD, a §
u T pemom Taure Ha cTpanHunama AB u AD takBe na je <CHS—-<CSB =90° u
I<THC—-<DTC=90°, orna menTap onucaHor kpyra ASHT nexu nHa npaBoj AH.

Tpoyrao PBA je IO KOHCTPYKIUJU CIWYAH TPOYTIY ABC Y TOj CAMYHOCTU TAYUKU
B/
A

M oarosapa tauka C' cuMeTpudHa TAYKMU
C y omumocy Ha A, omakje ciiequ na je
<MBP = <ABC'. Cuuuno Basxku <{NCQ =
<JACB', rme je B' tauka cuMmeTpuyHa
Tauku B y ommocy Ha A. Ako ce mpase
BM u CN cery y tauku K, mmamo 180° —
<BKC =<KBC+<KCB=<ABC'+<ACB' =
<AB'C+<ACB' =<BAC, mto 30a4n na je \
yeTrBopoyrao BACK rterusaH. NNy



Iokazahemo nma, ako je yKymHa BPEIHOCT HOBUMha n—% 3a HeKo n €N, oHza je

Moryhe momenuTu ux y n rpyna yKyOHUX BpenHoctu He Behwux on 1.

Hosurhu Bpennoctu 1 ymnHe rpyne 3a cebe, ma MOKEeMO Oa CMaTpaMoO Ia WX HeMa.

Hame, ako mmamo d > 1 HOBUMha BpPEIHOCTU %, roe d | k, oEma MOKeMO Oa UX

3aMEHUMO jeJHUM HOBUMNEM BpPETHOCTU % 3a e=k/d. Ha oBaj HAUMH MOKEMO Oa

npernocraBuMmo na (1) moBumh BpemHocTH Tl—l (keN) ce nojaBmyje HajBume 2k —2

nyTta, u (2) HOBUnh BpemHOCTU ﬁ (keN) ce mojaBmyje HAJBUIIE jeTHOM.

3a k=1,...,n, craBUMO y k-Ty IDyIy CBe HOBUMhe BPEITHOCTU Tl—l u ﬁ: YKYIIHA

BPEIHOCT OBe I'pyle Huje Beha on %,’g—:f ﬁ < 1. IIpeocrase HoBumhe, BpemgHOCTU

MambUX Ol ﬁ, pacnopenuheMo jemadH mo jemasH. Y 3MUMO jelaH O BUX: Oap y
1

jenHOj rpynm yKyImHA BpeTHOCT HOBuUmhia Huje Beha on %(n—%) =1-5,, ma oBaj

HOBUMN MOKEMO cMecTUTU y Ty rpymy. Ha oBaj Hauwmu 3aBpImaBamMo MOIETY.

Hanomena. TBpheme HE Baxku axo ce n—% 3aMeHU ca HIP. N — %, Kao IITO Ce BUIU

Ha IpUMepy Kalda HOBUMNU MMajy BPETHOCTHU 1,1,...,1,%,%,%,%,%,%,%.

Ha3zoBuMo mpeceuny Ttaury OBe ImjaBe mpaBe n.aagom. llpermocraBumMo ma cMo 000-
junu k mpaBuUX U Oa BUIle HUjeAHA TpaBa He MOKe ma ce oboju Oe3 HapyIliaBama
ycjoBa 3anaTka. 10 3HauuM na 3a CBakKy HeoOOjeHy mpaBy ¢ MOCTOjU OrpaHUYEHA
obnact X, uuja jenuna HeobojeHa crtpana nesxku Ha ¢. Heka cy Ap,By,Cy Tpu y3a-
cTOmHA TeMeHa obsactu Xy y cMepy Ka3ajbke Ha cary, npu demy Ay u By nexe
Ha npasoj ¢. Iomenumo npasoj ¢ (mnaBy) taury Cy. Ilokazahemo nma je cBaka
IJIaBa TavKa OOJeJ/heHa HAJBUINE IBeMa IpaBUM. KRako MIaBUX Tadyaka UMa (’;), a
HeoOojeHUX mpaBux n-—k, cregnhe ma je n—ksZ(’zc) =k(k-1), 1j. k*>=n.
[IpeTrnocTaBuMO CynmpoTHO, Oa mocToje Tpu npase ¢1,¢,,¢3 KojuMa je mnomae/beHa UCTa
tauka C=Cy, =Cp, = Cy,. Hera ce npase p u g CEKy y TauKn C. Tauke Bgl,lBgz,ng cy
pa3IuuuTe U JeKe HA IJIABUM IPABUM / /

p u q, npu udemy Ha nyxnma CBy, (i=
1,2,3) HemMa APYTUX MPECEYHUX TadaKa
natux npasux. Hexa By, u By, nexe Ha
npaBoj p. Yerupum y3acTOmHE CTPAHUIE
obnactu £y, y cMepy KasaJbKe Ha CaTy
cy £1,q,p n (6e3 cmamema ommrocTr) £7, ma Ta obiacT uMa aBe HeobOjeHe cTpa-
HUIE, IPOTUBHO IIPETIIOCTABIA.

Hanomerna. Y opurmHaiazHoj GopMmyIalyju TPpasKeHO je Oa ce NOKaKe OIleHa Vni2.
TakaB 3amaTtak je Jakmu: HaAWUMe, aKO NpaBoj ¢ MOMEIUMO Ma KOje IIJIaBO TeMe
obmactu £y, OHIA CBAKO] IJaBOj TAUKM OAroBapajy HajBuine 4 mpase, ma je n—k <
4(’26) WNuaue, omeHa /1 HUje OmTpa: MOKe ce IOKa3aTu Ha Bazku u oneHa O(Vnlnn).

IJlywar Byxuh ANAAAAAAAAAAAAAANNNN srb.imomath.com
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