
55. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Kejptaun, Juжna Afrika – utorak, 8. juli 2014.

Neka je a0 < a1 < a2 < ·· · beskonaqan niz prirodnih brojeva. Dokazati da postoji1.

taqno jedan prirodan broj n takav da vaжi

an <
a0 +a1 +·· ·+an

n
É an+1.

(Austrija)

Dat je prirodan broj n Ê 2. Posmatrajmo xahovsku tablu n ×n koja se sastoji2.

od n2 poǉa. Raspored n topova na tabli zovemo miroǉubivim ako se u svakoj
vrsti i u svakoj koloni nalazi taqno jedan top. Na�i najve�i prirodan broj
k takav da, za svaki miroǉubiv raspored n topova, postoji kvadrat k ×k koji
ne sadrжi topa ni na jednom od svojih k2 poǉa. (Hrvatska)

U konveksnom qetvorouglu ABC D je ∢ABC = ∢C D A = 90◦. Taqka H je podnoжje3.

normale iz taqke A na pravu BD. Taqke S i T su odabrane na stranicama AB

i AD, redom, tako da je taqka H unutar trougla SC T i vaжi

∢C HS −∢C SB = 90
◦ i ∢T HC −∢DT C = 90

◦
.

Dokazati da prava BD dodiruje opisani krug trougla T SH. (Iran)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



55. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Kejptaun, Juжna Afrika – sreda, 9. juli 2014.

Taqke P i Q na stranici BC oxtrouglog trougla ABC su takve da vaжi ∢PAB =4.

∢BC A i ∢C AQ =∢ABC . Taqke M i N na pravim AP i AQ, redom, su takve da
je taqka P sredixte duжi AM, a taqka Q sredixte duжi AN . Dokazati da se
prave B M i C N seku na opisanom krugu trougla ABC . (Gruzija)

Kejptaunska banka izdaje novqi�e vrednosti 1
n

za svaki prirodan broj n.5.

Ako imamo konaqno mnogo takvih novqi�a (ne obavezno razliqitih vrednosti)
ukupne vrednosti ne ve�e od 99+ 1

2
, dokazati da moжemo da ih podelimo u naj-

vixe 100 grupa tako da ukupna vrednost novqi�a u svakoj grupi nije ve�a od 1.
(Luksemburg)

Za skup pravih u ravni kaжemo da su u opxtem poloжaju ako nikoje dve nisu6.

paralelne i nikoje tri ne prolaze kroz istu taqku. Skup pravih u opxtem
poloжaju deli ravan na oblasti; ograniqenim oblastima u podeli zovemo one
koje imaju konaqnu povrxinu. Dokazati da je, za svako dovoǉno veliko n, u
svakom skupu n pravih u opxtem poloжaju mogu�e obojiti u plavo bar

p
n

pravih tako da nijedna od ograniqenih oblasti u podeli nema potpuno plavu
granicu.

Napomena: Dokaz tvr�eǌa u kome je
p

n zameǌeno sa c
p

n bi�e bodovan u za-
visnosti od vrednosti konstante c. (Austrija i problemska komisija)

Language: Serbian Vreme za rad: 4 sata i 30 minuta
Svaki zadatak vredi 7 poena



REXEǋA

Oznaqimo sn = a0 +a1 +·· ·+an. Uslov an < sn

n
É an+1 nakon mnoжeǌa sa n postaje1.

nan − sn < 0 É nan+1 − sn, tj. fn < 0 É fn+1, gde je fn = nan − sn. Kako je fn+1 − fn =
n(an+1 − an ) > 0, niz ( fn)nÊ0 je strogo rastu�i niz celih brojeva, pri qemu je
f0 =−a0 < 0. Dakle, broj 0 pripada taqno jednom od intervala ( fn , fn+1], qime je
tvr�eǌe zadatka dokazano.

Napomena. Ako se iskǉuqi uslov da su brojevi an celi, tvr�eǌe vixe ne vaжi.
Naime, ako je npr. an = 2− 1

2n za n = 0,1,2, . . ., svi qlanovi niza ( fn) su negativni.

Prvo �emo pokazati da za k2 < n takav kvadrat uvek postoji. Za proizvoǉan2.

miroǉubiv raspored, posmatrajmo poǉe A prve kolone u kome se nalazi top,
kao i k uzastopnih vrsta koje ga sadrжe. Unija ovih k vrsta je pravougaonik
k ×n sa taqno k topova. Uklonimo iz tog pravougaonika poǉe A. Ostatak
sadrжi k −1 topova, ali iz ǌega se moжe ise�i k disjunktnih kvadrata k ×k,
od kojih bar jedan mora biti prazan.

Sada �emo za n = k2 (k > 1) konstruisati miroǉubiv raspored u kome traжeni
kvadrat ne postoji. Oznaqimo sa (a,b) poǉe (a +1)-te vrste i (b +1)-te kolone.
Za sve 0 É i , j É k, stavimo topa u poǉe
(ik+ j , j k+i ). Kako se svaki ceo broj od
0 do n−1 moжe napisati u obliku ik+ j

na jedinstven naqin, ovaj raspored je
zaista miroǉubiv. Ostaje da pokaжe-
mo da se u svakom kvadratu k×k nalazi
bar jedan top. Posmatrajmo kvadrat K

sa doǌim levim poǉem (a,b), 0 É a,b É
k2−k+1. Postoji poǉe A(x, y) sa x Ê a i
y Ê b na kome je top; posmatrajmo takvo

A

B

C

D
K

poǉe sa najmaǌim zbirom x + y. Pretpostavimo da je poǉe A van kvadrata K .
Neka je bez smaǌeǌa opxtosti x Ê a +k. Po konstrukciji, na poǉima B(x −k +
1, y +k −1), C (x −k, y −1) i D(x −2k +1, y +k −2) se tako�e nalaze topovi (ako su na
tabli). Iz uslova minimalnosti za poǉe A sledi da je x −2k +1 < a i y −1 < b,
odakle je x É a+2k−2 i y = b, ali tada kvadrat K sadrжi poǉe B na kome je top.

Najzad, za n < k2, brisaǌem prvih k2−n vrsta i prvih k2−n kolona iz opisanog
rasporeda dobijamo raspored najvixe n topova takav da nijedan kvadrat k ×k

nije prazan. Ovaj raspored se po potrebi moжe dopuniti do miroǉubivog
bijektivnim sparivaǌem praznih vrsta i praznih kolona.

Prema tome, odgovor je najve�e k za koje je k2 < n, tj. k =
[p

n −1
]

.

Napomena. Moжe se pokazati da je navedeni primer za n = k2 jedinstven do na
simetriju.



Neka je K centar opisanog kruga trougla C HS. Iz ∢K SC =∢SHC −90◦ = ∢BSC3.

sledi da K leжi na pravoj AB. Analogno, centar L opisanog kruga trougla
C HT leжi na pravoj AD. Taqke K i L leжe na simetrali duжi C H, kao i
sredixte M duжi C H.

Krug opisan oko △SHT dodiruje pravu
BD ako i samo ako se simetrale stra-
nica SH i T H seku na pravoj AH. Kako
su ove dve simetrale ujedno i sime-
trale uglova AK H i ALH, dovoǉno je
dokazati da je K A

K H = L A
LH .

Centar O opisanog kruga △ABD je sre-
dixte duжi AC , pa je MO ∥ AH. Dakle,

A

B

C

D

E

F

H

K

L

M

O
S

T

MO je simetrala duжi BD i MB = MD. Taqke B i M su na krugu nad preqnikom
KC , pa je KC = MB

sin∢AK L ; analogno je i LC = MD
sin∢ALK . Sada je K H

LH = KC
LC = MB sin∢ALK

MD sin∢AK L =
sin∢ALK
sin∢AK L = K A

L A , xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Koristimo oznake kao u prvom rexeǌu, kao i relaciju MB = MD.
Neka su E i F redom taqke simetriqne taqki H u odnosu na AB i AD. Ako su E1

i F1 redom sredixta duжi HE i HF , imamo C E = 2ME1 = 2MB = 2MD = 2MF1 =C F .
Krug E HF ima centar u taqki A i dodiruje BD u taqki H, pa je dovoǉno
dokazati da se krugovi SHT i E HF dodiruju u taqki H.

Primenimo inverziju sa centrom H i polupreqnikom C E . Taqke E i F se
slikaju u sebe, taqka H u H ′, a taqke S i T u preseke S′ i T ′ simetrala uglova
EC H ′ i FC H ′ sa duжima E H ′ i F H ′, redom. Iz H ′S ′

S ′E = H ′C
C E = H ′C

C F = H ′T ′

T ′F sledi da je
S′T ′ ∥ E F . Dakle, krugovi S′H ′T ′ i E H ′F su homotetiqni sa centrom H ′, pa se i
dodiruju u H ′, odakle sledi tvr�eǌe.

Napomena. Vaжi i opxtije tvr�eǌe, uz sliqan dokaz: ako je H taqka u kon-
veksnom qetvorouglu ABC D sa ∢B = ∢D = 90◦ takva da je ∢B AH = ∢C AD, a S

i T redom taqke na stranicama AB i AD takve da je ∢C HS −∢C SB = 90◦ i
∢T HC −∢DT C = 90◦, onda centar opisanog kruga △SHT leжi na pravoj AH.

Trougao PB A je po konstrukciji sliqan trouglu ABC . U toj sliqnosti taqki4.

M odgovara taqka C ′ simetriqna taqki
C u odnosu na A, odakle sledi da je
∢MBP =∢ABC ′. Sliqno vaжi ∢NCQ =
∢AC B ′, gde je B ′ taqka simetriqna
taqki B u odnosu na A. Ako se prave
B M i C N seku u taqki K , imamo 180◦−
∢BKC =∢K BC +∢KC B =∢ABC ′+∢AC B ′ =
∢AB ′C +∢AC B ′ =∢B AC , xto znaqi da je
qetvorougao B AC K tetivan.

A

B

B ′

C

C ′

K
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PQ



Dokaza�emo da, ako je ukupna vrednost novqi�a n − 1
2
za neko n ∈ N, onda je5.

mogu�e podeliti ih u n grupa ukupnih vrednosti ne ve�ih od 1.

Novqi�i vrednosti 1 qine grupe za sebe, pa moжemo da smatramo da ih nema.
Daǉe, ako imamo d > 1 novqi�a vrednosti 1

k
, gde d | k, onda moжemo da ih

zamenimo jednim novqi�em vrednosti 1
e
za e = k/d. Na ovaj naqin moжemo da

pretpostavimo da (1) novqi� vrednosti 1
2k−1

(k ∈N) se pojavǉuje najvixe 2k −2

puta, i (2) novqi� vrednosti 1
2k (k ∈N) se pojavǉuje najvixe jednom.

Za k = 1, . . . ,n, stavimo u k-tu grupu sve novqi�e vrednosti 1
2k−1

i 1
2k : ukupna

vrednost ove grupe nije ve�a od 2k−2
2k−1

+ 1
2k < 1. Preostale novqi�e, vrednosti

maǌih od 1
2n , rasporedi�emo jedan po jedan. Uzmimo jedan od ǌih: bar u

jednoj grupi ukupna vrednost novqi�a nije ve�a od 1
n (n − 1

2
) = 1− 1

2n , pa ovaj
novqi� moжemo smestiti u tu grupu. Na ovaj naqin zavrxavamo podelu.

Napomena. Tvr�eǌe ne vaжi ako se n− 1
2
zameni sa npr. n− 1

30
, kao xto se vidi

na primeru kada novqi�i imaju vrednosti 1,1, . . . ,1, 1
2

, 1
3

, 1
3

, 1
5

, 1
5

, 1
5

, 1
5
.

Nazovimo preseqnu taqku dve plave prave plavom. Pretpostavimo da smo obo-6.

jili k pravih i da vixe nijedna prava ne moжe da se oboji bez naruxavaǌa
uslova zadatka. To znaqi da za svaku neobojenu pravu ℓ postoji ograniqena
oblast Rℓ qija jedina neobojena strana leжi na ℓ. Neka su Aℓ,Bℓ,Cℓ tri uza-
stopna temena oblasti Rℓ u smeru kazaǉke na satu, pri qemu Aℓ i Bℓ leжe
na pravoj ℓ. Dodelimo pravoj ℓ (plavu) taqku Cℓ. Dokaza�emo da je svaka

plava taqka dodeǉena najvixe dvema pravim. Kako plavih taqaka ima
(k

2

)

, a

neobojenih pravih n −k, sledi�e da je n −k É 2
(k

2

)

= k(k −1), tj. k2 Ê n.

Pretpostavimo suprotno, da postoje tri prave ℓ1,ℓ2,ℓ3 kojima je dodeǉena ista
taqka C =Cℓ1

=Cℓ2
=Cℓ3

. Neka se prave p i q seku u taqki C . Taqke Bℓ1
,Bℓ2

,Bℓ3
su

razliqite i leжe na plavim pravim
p i q, pri qemu na duжima C Bℓi

(i =
1,2,3) nema drugih preseqnih taqaka
datih pravih. Neka Bℓ2

i Bℓ3
leжe na

pravoj p. Qetiri uzastopne stranice
oblasti Rℓ1

u smeru kazaǉke na satu

C

Bℓ1

Bℓ2

Bℓ3

ℓ1 ℓ2

ℓ3Rℓ1

p q

su ℓ1, q, p i (bez smaǌeǌa opxtosti) ℓ2, pa ta oblast ima dve neobojene stra-
nice, protivno pretpostavci.

Napomena. U originalnoj formulaciji traжeno je da se dokaжe ocena
p

n/2.
Takav zadatak je lakxi: naime, ako pravoj ℓ dodelimo ma koje plavo teme
oblasti Rℓ, onda svakoj plavoj taqki odgovaraju najvixe 4 prave, pa je n−k É
4
(k

2

)

. Inaqe, ocena
p

n nije oxtra: moжe se pokazati da vaжi i ocena O(
p

n lnn).
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