
58. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Rio de Жaneiro, Brazil – utorak, 18. jul 2017.

Za dati prirodan broj a0 > 1, definiximo niz a0, a1, a2, . . . tako da je za svako1.

n Ê 0

an+1 =
{ p

an , ako je
p

an ceo broj,
an +3, u suprotnom.

Odrediti sve vrednosti a0 za koje postoji broj A takav da je an = A za besko-
naqno mnogo vrednosti n. (Juжna Afrika)

Sa Sa R je oznaqen skup realnih brojeva. Odrediti sve funkcije f : R→R takve2.

da za sve realne brojeve x i y vaжi

f
(

f (x) f (y)
)

+ f (x + y) = f (x y). (Albanija)

Lovac i nevidǉivi zec igraju igru u ravni. Polazne taqke zeca i lovca, redom3.

oznaqene sa A0 i B0, su iste. Nakon n −1 krugova igre, zec je u taqki An−1, a
lovac u taqki Bn−1. U n-tom krugu se doga�a slede�e, ovim redom:

(i) Zec se neprimetno pomera u taqku An na rastojaǌu taqno 1 od taqke An−1.

(ii) Lovac na radaru oqitava taqku Pn . Jedino xto radar garantuje je da je
rastojaǌe izme�u taqaka Pn i An najvixe 1.

(iii) Lovac se pomera u taqku Bn na rastojaǌu taqno 1 od taqke Bn−1, xto zec
vidi.

Da li lovac uvek, ma kakvi bili kretaǌe zeca i izvextaji sa radara, moжe da
se kre�e tako da osigura da posle 109 krugova rastojaǌe izme�u ǌega i zeca
bude najvixe 100? (Austrija)
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58. ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Rio de Жaneiro, Brazil – sreda, 19. jul 2017.

Date su razliqite taqke R i S na kruжnici Ω tako da RS nije ǌen preqnik.4.

Neka je ℓ tangenta na kruжnicu Ω u taqki R. Taqka T je takva da je S sredixte
duжi RT . Taqka J na kra�em luku RS kruжnice Ω je takva da opisana kruжnica
Γ trougla JST seqe pravu ℓ u dve razliqite taqke. Neka je A ona od te dve
taqke koja je bliжa taqki R. Prava AJ ponovo seqe kruжnicu Ω u taqki K .
Dokazati da prava K T dodiruje kruжnicu Γ. (Luksemburg)

Dat je prirodan broj N Ê 2. U redu se nalazi N (N +1) fudbalera me�usobno5.

razliqitih visina. Xef Vuqko жeli da ukloni N (N −1) igraqa, ostavǉaju�i
red sa 2N igraqa u kome je zadovoǉeno slede�ih N uslova:

(1) izme�u dvojice najvixih igraqa ne stoji niko;

(2) izme�u tre�eg i qetvrtog igraqa po visini ne stoji niko;
...

(N) izme�u dvojice najniжih igraqa ne stoji niko.

Dokazati da se ovo uvek moжe izvesti. (Rusija)

Ure�eni par celih brojeva (x, y) zovemo primitivnom taqkom ako je najve�i6.

zajedniqki delilac brojeva x i y jednak 1. Neka je S konaqan skup primitivnih
taqaka. Dokazati da postoje prirodan broj n i celi brojevi a0, a1, . . . , an

takvi da za sve taqke (x, y) iz skupa S vaжi

a0xn +a1xn−1 y +a2xn−2 y2 +·· ·+an−1x yn−1 +an yn = 1. (S.A.D.)
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REXEǋA

Odgovor: svi prirodni brojevi deǉivi sa 3.1.

(1◦) Ako je am ≡ 2 (mod 3) za neko m, onda am nije kvadrat i am+1 = am +3. In-
dukcijom je am+i = am+3i za sve i Ê 0, te niz veqno raste i nije periodiqan.

(2◦) Ako je a0 ≡ 0 (mod 3), svi qlanovi niza su deǉivi sa 3. Neka je najmaǌi
qlan niza am = 3k. Ako je k Ê 2, onda je (3k − 3)2 − 3k = 9k2 − 21k + 9 > 0, pa
prvi slede�i kvadrat nije ve�i od (3k −3)2, tako da je an É 3k −3 za neko
n, kontradikcija. Dakle, najmaǌi qlan niza je 3, i u nizu se nadaǉe
periodiqno ponavǉaju qlanovi 3,6,9, . . ..

(3◦) Neka je a0 ≡ 1 (mod 3) i neka je am najmaǌi qlan niza. Jasno je da 3 ∤ am.
Pretpostavimo da je am ≡ 1 (mod 3), tj. am = 3k+1. Kako je (3k−1)2−(3k+1) =
9k2−9k Ê 0, prvi slede�i kvadrat nije ve�i od (3k−1)2; sledi qlan ne ve�i
od 3k −1, kontradikcija. Dakle, mora biti am ≡ 2 (mod 3), tako da po (1◦)

niz nije periodiqan.

Odgovor: f (x) = k(x −1), gde je k ∈ {−1,0,1} konstanta.2.

Sa (∗) oznaqavamo datu funkcionalnu jednaqinu. Ako u ǌu zamenimo x = y = 0,
dobijamo f ( f (0)2) = 0. S druge strane, ako je f (a) = 0 za neko a 6= 1, odaberimo
x = a i y = a

a−1 tako da je x y = x + y: tada (∗) daje f (0) = f
(

f (a) f ( a
a−1 )

)

= 0, a onda
zamena y = 0 u (∗) daje f (x) = 0 za sve x, xto jeste rexeǌe.

Nadaǉe smatramo da je f 6= 0. Tada na osnovu prethodnog imamo

f (a) = 0 ako i samo ako je a = 1.

Iz f ( f (0)2) = 0 sledi f (0)2 = 1. Primetimo da, ako je funkcija f rexeǌe zadatka,
onda je to i funkcija − f . Zato moжemo da smatramo da je f (0) =−1. Za y = 1 u
(∗) dobijamo f (x +1)= f (x)+1. Indukcijom sledi

f (x +n) = f (x)+n za sve n ∈Z.

Dokaжimo da je funkcija f injektivna. Neka je f (a) = f (b). Tada je f (a+n+1) =
f (b+n)+1 za svaki ceo broj n. Odaberimo n <−b. Tada je (a+n+1)2−4(b+n) > 0,
pa postoje realni brojevi x i y takvi da je

x + y = a+n +1 i x y = b +n.

Tada iz (∗) imamo f ( f (x) f (y)) = f (b+n)− f (a+n+1) =−1, a odatle f ( f (x) f (y)+1) = 0.
Sada sledi f (x) f (y)+1 = 1, tj. f (x) = 0 ili f (y) = 0, xto znaqi da je x = 1 ili
y = 1. Me�utim, u tom sluqaju je x y = x + y −1, tj. a = b.



Najzad, kako (∗) za x+y = n ∈Z daje f ( f (x) f (n−x)) = f (nx−x2)− f (n) = f (nx−x2−n+1) =
f ((x −1)(n −x −1)), zbog injektivnosti imamo

P (n) = f (x) f (n −x) = (x −1)(n −x −1),

pa je f (x) = P (1)−P (0) = x −1. Ova funkcija zadovoǉava uslov (∗).

Drugo rexeǌe. Ako je f 6≡ 0, pokazuje se kao u prvom rexeǌu da je f (1) = 0,
f (x) 6= 0 za x 6= 1, bez smaǌeǌa opxtosti f (0) = −1 i f (x + 1) = f (x)+ 1. Tako�e,
iz f

(

f (x) f ( x
x−1 )

)

= 0 sledi 1
f (x) = f ( x

x−1 ).

Dokaza�emo da je skup A = f (R) zatvoren u odnosu na sabiraǌe, oduzimaǌe i
mnoжeǌe. Znamo da a ∈ A ⇒ 1

a ∈ A. Neka su a,b ∈ A: a = f (u), b = f (v). Za neko n ∈Z

sistem x + y = u +n, x y = v +n ima realno rexeǌe, i tada je b − a = f (v)− f (u) =
f (v +n)− f (u+n)= f ( f (x) f (y)) ∈ A. Daǉe, 0−a =−a ∈ A ⇒ b− (−a) = a+b ∈ A. Sada je

4
x2−1

= 2
x−1 −

2
x+1 ∈ A ⇒ x2−1

4 ∈ A za sve x ∈ A, i odatle ab = (a+b)2−1
4 − (a−b)2−1

4 ∈ A.

Kako za y = 0 u (∗) dobijamo f ( f (x)) = f (x) − 1, imamo f (t ) = t − 1 za sve t ∈ A.
Poxto je po prethodnom f (x) f (y) ∈ A, imamo f (x y)− f (x + y) = f (x) f (y)−1. Smenom
g (t )= f (t )+1 dobijamo

g (x y)− g (x + y) = g (x)g (y)− g (x)− g (y). (♦)

Odavde za y =−1 (poxto je g (−1) =−1) dobijamo g (−x) =−g (x). Daǉe, zamenom x

i y sa −x i −y u (♦) dobijamo g (x y)+ g (x + y) = g (x)g (y)+ g (x)+ g (y), xto zajedno
sa (♦) daje

g (x + y) = g (x)+ g (y) i g (x y) = g (x)g (y).

Odavde sledi da je g (x) = x i f (x) = x −1 za sve x.

Odgovor je ne: signali sa radara mogu biti takvi da lovac nema жeǉenu stra-3.

tegiju.

Oznaqimo sa dn = AnBn rastojaǌe izme�u zeca i lovca posle n koraka. Ako je
dn É 100, pokaza�emo da, uz pomo� radara i sre�e, u 200 koraka zec moжe da
uve�a kvadrat rastojaǌa od lovca za 1

2
.

Posmatrajmo taqku C na polupravoj Bn An takvu da je BnC = 200 i taqke A′ i A′′

na odstojaǌu 1 od prave Bn An i rastojaǌu 200 od taqke An (gde je ∢Bn An A′ =
∢Bn An A′′ > 90◦). Zec moжe da odabere jednu od taqaka A′ i A′′ i napravi 200

skokova pravo prema ǌoj. Me�utim,
kako ǌegovo odstojaǌe od prave Bn An

za to vreme ne�e pre�i 1, mogu�e je da
svi signali Pn+1,Pn+2, . . . ,Pn+200 budu na
pravoj AnBn. Lovac nakon 200 koraka
stiжe do taqke B = Bn+200 sa BnB É 200,

AnBn C

A′

A′′

D
dn

200

200

1

1

200−dn



nemaju�i naqina da zna da li je zec stigao do taqke A′ ili A′′. Kako je max{B A′,
B A′′} ÊC A′, nijedna strategija lovcu ne�e garantovati rastojaǌe maǌe od C A′.
Drugim reqima, lovqeva optimalna strategija je da ide pravo ka taqki C .

Me�utim, ako je D podnoжje normale iz A′ na pravu AnBn, lako izraqunavamo
C A′2 =C D2+1 = (dn −x)2 +1 = x2 +1+d 2

n −2dn x, gde je x = 200−
p

2002 −1. Iz x > 1
400 i

x2 +1= 400x sledi

C A′2 = d 2
n + (400−2dn)x > d 2

n + 1

2
.

Prema tome, sticajem sre�nih okolnosti zec postiжe da vaжi d 2
n+200 > d 2

n+ 1
2 . Na

ovaj naqin, nakon 400 ·1002 = 4 ·106 koraka zec moжe pobe�i lovcu na rastojaǌe
ve�e od 100, ma kakvu strategiju lovac sledio.

Napomena. Iako lovac nema pobedniqku strategiju, nema je ni zec - ǌegov uspeh
zavisi od sre�e i signala sa radara.

Uz malo paжǉiviji raqun nije texko popraviti ocenu iz zadatka: lovac ne
moжe da obezbedi da nakon N koraka rastojaǌe ne bude ve�e od 3

p
3N/8, xto je

≈ 721,12 za N = 109.

Iz ∢K RS =∢K JS =∢AT S sledi AT ∥ K R. Neka je L taqka simetriqna taqki K u4.

odnosu na S. Qetvorougao RK T L je pa-
ralelogram, pa L leжi na pravoj AT .
Sada iz ∢ARS =∢RK S =∢T LS sledi da
je qetvorougao ARSL tetivan, a oda-
tle je ∢K T S =∢LRS =∢L AS =∢T AS, xto
znaqi da prava K T dodiruje krug Γ.

Drugo rexeǌe. Kako je ∢K RS = ∢K JS =
∢AT S i ∢ARS = ∢RK S, trouglovi ART

A

J

K

L

R S

T

Ω

Γ

ℓ

i SK R su sliqni. Odatle je RT
K R

= AT
SR

= AT
ST

, xto zajedno sa jednakox�u ∢AT S =
∢K RT daje △AT S ∼ △T RK . Sledi da je ∢K T R = ∢T AS, pa prava K T dodiruje
krug Γ.

Napomena. Tvr�eǌe ostaje na snazi i ako je A druga preseqna taqka ℓ∩Γ.

Podelimo red na N grupa sa po N +1 uzastopnih igraqa i oznaqimo sa Ai i Bi5.

redom najvixeg i drugog najvixeg igraqa u i-toj grupi. Neka je Bk najvixi od
svih igraqa B1,B2, . . . ,Bn. Xef Vuqko uklaǌa sve igraqe Ai za i 6= k i sve igraqe
k-te grupe izuzev Bk . Igraqima Ak i Bk daje dresove i vixe se ne vra�a na
ǌih: oni su vixi od svih preostalih igraqa u redu i izme�u ǌih ne stoji
niko. Ostaje jox N −1 grupa sa po N igraqa. Ponavǉaǌem ovog postupka N

puta Vuqko postiжe ciǉ.



Napomena. Za N = 2 i N = 3 ocena N (N +1) se ne moжe popraviti, xto pokazuju
rasporedi 1,5,3,4,2 i 1,10,6,4,3,9,5,8,7,2,11.

Neka je S = {(x1, y1), . . . , (xk , yk )}. Dovoǉno je dokazati da postoji homogen polinom6.

P (x, y) takav da je P (xi , yi ) = ±1 za sve i (1 É i É k): zaista, tada je P (xi , yi )2 = 1

za sve i . Daǉe, poxto za svaki homogen polinom P vaжi P (−x,−y) = ±P (x, y),
moжemo da smatramo da je (xi , yi ) 6= (−x j ,−y j ) za sve i , j ; drugim reqima, nikoje
dve taqke skupa S ne leжe na istoj pravoj kroz koordinatni poqetak.

Posmatrajmo homogene polinome

Gi (x, y) =
∏

j 6=i

(y j x −x j y), i = 1,2, . . . ,k.

Oni su stepena k − 1 i zadovoǉavaju Gi (x j , y j ) = 0 za j 6= i i Gi (xi , yi ) = ci 6= 0.
Oznaqimo c = nzs[c1, . . . ,ck ]. Postoje linearni homogeni polinomi Ei takvi da je
Ei (xi , yi ) = 1 za 1 É i É k. Жeǉeni polinom P da�emo u obliku

P (x, y) = Fc (x, y)−
k
∑

i=1

bi Ei (x, y)m−k+1Gi (x, y),

gde je Fc homogen polinom nekog stepena m Ê k −1 takav da je Fc (xi , yi ) ≡ 1 (mod c)

za svako i , a bi = Fc (xi ,yi )−1
ci

∈ Z odgovaraju�e konstante. Potrebno je samo da se
dokaжe da ovakav polinom Fc postoji.

Lema. Za svaki prirodan broj c postoji homogen polinom Qc takav da za svaku
primitivnu taqku (x, y) vaжi Qc (x, y) ≡ 1 (mod c).

Dokaz. U sluqaju da je c = pα stepen prostog broja, moжe se uzeti

Fc (x, y) =
{

(

x2 +x y + y2
)ϕ(c)

ako je p = 2;
(

xp−1 + y p−1
)ϕ(c)

ako je p > 2.

Neka je sada c = p
α1

1 p
α2

2 · · ·p
αr
r kanonska faktorizacija broja c. Kako su bro-

jevi c/p
αi

i
(i = 1, . . . ,r ) uzajamno prosti, postoje celi brojevi A1, . . . , Ar takvi

da je
∑r

i=1 Ai (c/p
αi

i
) = 1, a tada moжemo uzeti

Fc (x, y) =
r

∑

i=1

Ai
c

p
αi

i

·F
p
αi
i

(x, y) ≡
r

∑

i=1

Ai
c

p
αi

i

= 1 (mod c). 2

Drugo rexeǌe. Neka je opet S = {(x1, y1), . . . , (xk , yk )}. Tvr�eǌe dokazujemo indukci-
jom po k. Sluqaj k = 1 je trivijalan. Neka je k Ê 2. Po induktivnoj pretpostav-
ci postoje homogeni polinomi Q(x, y) i R(x, y) sa celim koeficijentima takvi
da je

Q(xi , yi ) = 1 za i 6= k −1 i R(xi , yi ) = 1 za i 6= k (1 É i É k).

Traжeni polinom P (x, y) =∑

j a j xn− j y j traжimo u obliku P (x, y) = F (Q(x, y),R(x, y)),
gde je F (u, v) neki homogen polinom. Ako je Q(xk−1, yk−1) = a i R(xk , yk ) = b, vaжi



P (xi , yi ) =







F (1,1) za i = 1,2, . . . ,k −2,

F (a,1) za i = k −1,

F (1,b) za i = k.

Dakle, dovoǉno je dokazati da postoji homogen polinom F ∈Z[x, y] takav da je

F (1,1) = F (a,1) = F (1,b) = 1.

Smatramo da je |b| > 1: u suprotnom �emo uzeti F (x, y) = (x − y)(x −ay)(x + y)2 + y4.
Napiximo F (x, y) = ym · f ( x

y
), gde je f ∈Z[x] i m = deg f . Treba da vaжi f (1) = f (a) =

1 i f ( 1
b

) = 1
bm , pa je dovoǉno na�i polinom g ∈Z[x] stepena m −2 takav da je

f (t ) = (t −1)(t −a)g (t )+1, pri qemu je g

(

1

b

)

=
1

bm−2
·

bm −1

(b −1)(ab −1)
.

Ovakav polinom g postoji ako i samo ako (b −1)(ab −1) deli bm −1, tako da se
moжe uzeti m =ϕ (|b −1| · |ab −1|) i indukcija je gotova.

Napomena. Iz konstrukcije polinoma F u drugom rexeǌu sledi da minimalni
stepen n traжenog polinoma nije ograniqen u zavisnosti od k.
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