58. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA

Puo nme sKanmeupo, Bpa3ua — yropak, 18. jyax 2017.

3a matu mpupoaas 6poj ag > 1, nepuHUIIUIMO HU3 dy, A1, Ay, ... TAKO OA je 3a CBAKO
n=0
_ | Van, axo je y/a, neo 6poj,
@nl _{ anp+3, y CyIPOTHOM.

OnpenuTtu cBe BPEeIHOCTHU dy 3a KOje moctoju Opoj A TakaB ma je a, = A 3a 0Gecko-
HAYHO MHOT'O BPEAHOCTU M. (Jyncrna Adpura)

Ca Ca R je o3nauen ckyn peasaux 6pojesa. Onpenutu cse pyuruuje f: R — R rakse
a 3a CBe peajiHe OpojeBe X U y BasKm

FFQfW)+ flx+y) = fQay). (Anbarnuja)

JloBan u HeBUIJLUBY 3e1 Urpajy urpy y paBau. llonasne Tauke 3ema u JIOBIa, PeoM
o3nauene ca Ay u By, cy ucre. Hakon n—1 kpyroBa urpe, 3em je y Tauku A,_1, a
jJoBal y Tavyku By_1. ¥ n-tom kpyry ce moraba cienehe, oBuMm pemom:

(i) 3erm ce HempuMeTHO IOMepa y TAuYKy A, Ha pacTojamy TadHo 1 o Tauke Aj,_j.

(ii) JloBam Ha pamapy oumTaBa Taudky P,. JemamHo mTo pamap rapaHTyje je na je
pacrojame usmeby tauara P, u A, najBurme 1.

(iii) JloBarm ce momepa y Taukry B, Ha pacrojamy TadHo 1 om Tayke Bj,_), MTO 3€Il
BUIU.

Ila sz JtoBaIl yBEK, Ma KaKBU OMJIM KPETame 3€la U U3BEIITaju Ca palapa, MOKe Ia
ce kpehe Tako ma ocurypa ma mocme 10° Kpyrosa pactojame msmeby mera u 3ema
Oyne Hajsume 1007 (Ayecmpuja)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amatak Bpenu 7 60m0Ba



58. MEHBYHAPOIHA MATEMATNYKA OJIMMIINJA ITA

Puo ne sKameupo, Bpa3susa — cpena, 19. jya 2017.

Iare cy paznmuuure Tayke R m S Ha kpy:xHuUIu ) Tako na RS Huje meH IpeYHUK.
Heka je ¢ tanrenta na kpy:xaumy Q y tauknm R. Taurka T je TarBa ma je S cpenumre
nysxku RT. Taura J va kpahewm ayky RS kpyskHuie Q) je TakBa 1a ONMKCAHA KPYKHUIA
I' tpoyrna JST ceue mpaBy ¢ y naBe pa3nauumte Tauke. Heka je A oHa on Te nBe
Tauyke Koja je Omwmxa Tauku R. IlpaBa AJ moHOBO ceue kpyskHumy Q y taukm K.
Ilokazatu na npasa KT momupyje kpyskHumy I. (Tyrkcembypez)

Iat je mpuponan 6poj N=2. Y peny ce Hamaszu N(N+1) ¢pynbanepa mebhycobno
pazanuntux BucuHa. [lled Byuro xemm na yrmormm N(N —1) urpadga, ocraBimajyhn
pen ca 2N urpada y KoMe je 3a710BoJbeHO ciaenehux N yciaoBa:

(1) uameby mBojuie HAjBUIIMX Urpaya HE CTOjU HUKO;

(2) mameby Tpehier m ueTBpTOr Mrpaya Mo BUCUHU HE CTOjU HUKO;

(N) mameby mBojure HajHWKUX Urpava HE CTOJU HUKO.

IlokazaTu na ce OBO yBEK MOKE U3BECTH. (Pycuja)

Ypebenu map nenux OpojeBa (X,y) 30BEMO NPUMUMUSBHOM MAYKOM aKO je HajBehu
3ajenHuYKM meauiial OpojeBa x u y jenmnak 1. Heka je S koHauaH CKyn IPUMUTUBHUX
tauaka. Jlokazatu ma mocTtoje mpuponaH Opoj n u meau OpojeBu ay, ai, ..., dp
TaKBU M4 34 CBe Tadke (X,y) M3 CKyla S Baxku

apx" + ai X" Ly + apx iy + v apaxy" v a,y" = 1. (C.A.I)

Language: Serbian Bpewme 3a pan: 4 cara u 30 munyTa
CBaku 3amatak Bpenu 7 60m0Ba



1.

PEIITEILA

00z060p: cBu pupoaHU OPOjeBU NELUBU ca 3.

(1°) Axo je a;; =2 (mod 3) 3a HEKO m, OHIA d;, HUje KBAIPAT U dAm+] = Am +3. VH-
OYKIMJOM J€ Gm+i = Am+31 3a cBe i =0, Te HU3 BEYHO pacTe U HUje TEPUOINIaH.

(2°) Axo je ap =0 (mod 3), cBu unanoBu HuU3a cy mesmuBu ca 3. Heka je majmamu
unaH HU3a an, =3k. Axo je k=2, omna je (3k—3)2-3k=9k*-21k+9>0, na
npBu cienehu kBamgpar HUje Behu on (3k—-3)?, Tako ma je an <3k—-3 3a HEKO
n, KOHTpaguknuja. [lakne, HajMamu 4YjdaH HU3a je 3, U y HU3Y Ce HaJajbe
IEPUOOUYHO TTOHABJHA]Y UiIaHOBU 3,6,9,....

(3°) Heka je ap=1 (mod 3) u Heka je a, HajMamU YiaH HA3A. JacHO je na 31 dp.
[IpernocraBuMo 1a je d, =1 (mod 3), Tj. a, =3k+1. Kako je 3k—1)2—(3k+1) =
9k?>—9k = 0, npsu ciaenehu kBaxpar uje Behu ox (3k—1)?; cirenu unan He Behn
on 3k—1, kourpamurnuja. lakae, mopa o6ut; a, =2 (mod 3), Tako ga mo (1°)
HU3 HUje TMePUOINYAH.

00zos0p: f(x)=k(x-1), rme je ke {-1,0,1} koucTaura.

Ca (%) o3HauaBaMoO JaTy (YHKIMOHAJIHY jeIHAYMHY. AKO y By 3aMeHuMO X =y =0,
no6ujamo f(f(0)?) =0. C apyre crpanme, ako je f(a)=0 3a Heko a# 1, omabepumo
a

x=au y=-% rako na je xy=x+y: taza (x) gaje f(0)=f(f(a)f(;%)) =0, a onna

3amena y=0y (*) maje f(x) =0 3a cBe X, IITO jecTe peIIEHE.

Hanamwe cmaTrpamo nma je f#0. Tama Ha OCHOBY IPETXOIHOT MMaMO
fla)=0 ako m camo ako je a=1.

U3 f(f(0)?) =0 crems f(0)?=1. Ilpumerunmo ma, ako je yHKIUja [ pelmemne 3aJaTKa,
oHza je To m pyHruuja —f. 3aTo MOokeMo ma cmarpamo aa je f(0)=-1. 3a y=1y
(x) mobujamo f(x+1)= f(x)+1. Uaayrnujom caenu

f(x+n)=f(x)+n 3a csBe neZz.

Hoxraxxumo na je pyurnuja [ nHjektuBHa. Heka je f(a) = f(b). Tana je f(a+n+1)=
f(b+n)+1 3a cBaku neo 6poj n. Omadepumo n<—b. Tana je (a+n+1)>—4(b+n) >0,
a mOCTOoje peajHu OpPOjeBU X U )y TaKBU 14 je

x+y=a+n+1 u xy=b+n.

Tana uz (x) umamo f(f(x)f () =f(b+n)—-fla+n+1)=-1, a onarne f(f(x)f(y)+1)=0.
Cama cniemu f(xX)f())+1=1, 1j. f(x) =0 unmu f(y) =0, mro 3HaAUM na je x =1 wuau
y=1. Mebytuwm, y Tom cayuajy je xy=x+y—1, tj. a=>b.



Hajzan, kako (¥) 3a x+y=ne€Z naje f(f(x)f(n—x)) = f(nx—x*>)—f(n) = f(nx—x*>-n+1) =
f{(x—1)(n—x-1)), 300r UHjEKTUBHOCTU UMAaMO

Pn)=fxf(n-x)=x-1)n-x-1),

ma je f(x)=P1)—-P(0)=x-1. OBa ¢yHKIUja 3a10BOHABA YCIOB (*).

Zpyzo pewewe. Axo je f # 0, morasyje ce rKao y mpBoM pemewmny ma je f(1) =0,
fx) #0 3a x #1, 6e3 cmamema omnmroctu f(0)=-1u f(x+1) = f(x)+1. Takobe,
ws f(f)f(7) =0 cremn 75 = f().

Iorazahemo nma je ckyn A= f(R) 3aTBOpeH y OOHOCY Ha cabupame, Ony3UMarhe U
MHO%eme. 3HaMO fa a€ A= 1€ A. Hera cy a,b€ A: a=f(w), b= f(v). 3a nexo neZ
CUCTEM X+ )y =U+n, Xy =UV+Nn UMa peajHO pemewme, u tana je b—a= f(v)— f(u) =
fw+n)—fu+n)=ffxX)f)eA. lHamwe, 0—a=—-acA=>b—-(-a)=a+beA. Cana je

4 _ 2 _ 2 x*-1 _ (a+h)?-1 _ (a-b*-1
T I €A=" €A3acBe x€A, nonarie ab="— i €A.

Kako 3a y=0 y (%) mobujamo f(f(x)) = f(x)—1, umamo f(f) =t—1 3a cBe te€ A.
[Tomrro je mo mperxomuom f(x)f(y) € A, mmamo f(xy)—f(x+y) = f(x)f(y)—1. Cmenom
g(t) = f(t)+1 mobujamo

gxy)—glx+y)=gx)g(y)—gx)—gy). ()

OmaBne 3a y=-1 (momro je g(—1)=-1) nobujamo g(—x) =-g(x). ame, 3amerHom x
uyca-—-xu-yy () nobujamo g(xy)+gx+y) =gx)gy)+gx) +g(y), mro 3ajemtHo
ca (¢) maje

gx+y)=g)+gly) u glxy) =gxgy.

OnaBne caemu na je g(x)=x u f(x)=x—-1 3a cse x.

Oarosop je we: cuUrHaJ U ca pagapa MOTY OUTH TAKBU [a JOBAIl HEMa KeJbeHY CTpa-
TETU]y.

Oszunaunmo ca d, = AyB, pacrojame m3amebhy 3ema u J0BIA mOcie 1 KOpaka. AKO je
d, <100, morazahemo ma, y3 momoh pamapa u cpehe, y 200 kopaka 3e1 MOKe Oa

: 1
yBella KBaJpaT pacTojama OJ JIOBIA 32 5.

[Tocmarpajmo Tauky C Ha moaynpasoj B,A, TakBy ma je B,C =200 u tauke A’ u A"
Ha oncTojamy 1 on mpase B,A, m pacrojamy 200 ox tauke A, (rme je <B,A,A' =
<IBpA,A" >90°). 3en moske ma omabepe jemny oxn tauaka A’ m A" m mampasu 200
CKOKOBa TpaBO mpeMa H0j. MebhyTuwm,

. 200 "
KaKO HEeroBO OJCTOjame o Inpase BpAj, g %’.
3a To BpeMme Hehe nmpehu 1, moryhe je ma 4 dn o= T 200=dn _ _
B}’l An _--—"‘-—__

cBu curHaau Ppi1, Pyy2,..., Pri200 Oy oy HA
npaBoj A;Bj. JloBam makon 200 Kopaka 200 T
cTm:ke 1o Tauke B = Bji200 ca B,B <200,




HeMajyhu Haumna na 3Ha ma jau je 3en cturao no tauke A’ mmum A”. Kako je max{BA/,
BA"} = CA', nujemna crpareruja nosiy Hehie rapanToBatu pacrojame mame on CA'.
pyrum pedynma, JIOBUEBa ONTUMAJHA CTPATETHUja je ma muae npasBo ka Tadiru C.

MebyTum, ako je D mommosxje nopmadge u3 A ma mpaBy ApB;,, JakKO U3padyHABAMO
CA?=CD*+1=(dy-x)?+1=x*+1+d>—2dyx, rze je x=200-v2002—1. VI3 x> 4= u
x? +1=400x cienu .

CA"” = d> + (400 - 2d,,) x > d> + 5

[Ipema Tome, cTumajem cpenHUX OKOIHOCTY 3€I1 MOCTILKE 18 BaKU dr21+200 > d,%+%. Ha
OBaj HAYWH, HAKOH 400-100% = 4-10° KOpaka 3er Moske mobehu J0BIy Ha pacrojame
Behe on 100, Ma KakBy cTpaTermjy JOBall CJEIUO.

Hanomena. ako noBam HeMa moOEIHUYKY CTPATErU]y, HEMA je HU 3€Il - lerOB yCIex
3aBucu on cpehe m curxnaJsa ca pagapa.

Y3 MaJio ma:KbUBUjU PadyH HUj€ TEIIKO MONPABUTHU OIEHY M3 3adaTKa: JIOBAIl HE
Moske ma obe3benu ma HakoH N Kopaka pacrojame He 0yae Behe on V3N/8, mTo je
~ 721,12 3a N=10°.

N3 <KRS=<KJS=<ATS cnemu AT || KR. Heka je L Ttauka cuMerpuyHa Tadyku K y
onuocy Ha S. UerBopoyrao RKTL je ma-
pamenorpam, na L nexwm Ha npaBoj AT.
Cana n3 <ARS=<RKS=<TLS cnenu na
je dyerBopoyrao ARSL tetmBaH, a ona-
e je <KTS=<LRS=<LAS=<TAS, mTo
3uaum na npasa KT momupyje pyr I.

Lpyeo pewewe. Raro je <KRS = <KJS =

<ATS n <ARS = <RKS, tpoyranosu ART

u SKR cy caumunu. Opartie je % = % = %, mTO 3ajenHo ca jemHaxomhy <<ATS =

<KRT mnaje AATS ~ ATRK. Cuemu na je <KTR = <TAS, na npasa KT nomupyje
kpyr I

Hanomena. TBpbheme ocraje Ha cHa3m u ako je A npyra npeceuna tauka £NT.

[Tomemumo pen va N rpyna ca mo N+ 1 y3acTomHuX urpada m o3Hauumo ca A; m B;
peInoM HajBUIIEr U APYTrOr HajBUIIEr urpadva y i-toj rpynu. Heka je By HajBuUmm on
cBux urpada By, Bo,...,B,. llled Byuro yknama cBe urpave A; 3a i # k 1 cBe urpaue
k-te rpyne u3dyseB Br. Urpaumma Ap u Bi maje mpecoBe u Buiie ce He Bpaha Ha
BUX: OHM Cy BUIIA OJ CBUX IPEOCTAJUX WUrpada y peny u maMehy mUx He cToju
Huko. Ocraje jomm N—1 rpyna ca mo N urpadva. [lomaBmamem oBor moctymka N
nyTa Byuko mocTtuske 1mMuib.



Hanomena. 3a N=2 u N =3 omnena N(N+1) ce He MOKe MONMPABUTU, IITO MOKA3Y]Y
pacnopenu 1,5,3,4,2 n 1,10,6,4,3,9,5,8,7,2,11.

Heka je S ={(x1,11),..., (X, yx)}. oBoswHO je morazaTm ma MOCTOjU XOMOT'€H IOJMHOM
P(x,y) TakaB ma je P(x;,y;) =+1 3a cBe i (1<i<k): 3aucra, tana je P(x;,y)? =1
3a cBe i. Jlame, momTo 3a CBaKM XOMOTeH mOJMHOM P Baxku P(—x,—y) = £P(X,)),
MOKEMO na cMaTpamo ma je (xj,y;) # (=Xj,—y;) 3a cBe i,j; OIpyruM pedurmMa, HUKO]e
IBe Tayke CKyIla S He JesKe Ha UCTO)] IPaBOj KPO3 KOOPAMHATHU MNOYETAK.

[TocmaTpajMo XOMOTeHEe TTOTUHOME

G,y =[[jx-xj», i=12,..,k

j#i
Onu cy crenena k—1 u 3am0BOJbaBajy G,-(xj,yj) =03a j#i u Gi(x;,yi)) =c¢; #0.
Ozunaunmo ¢ =H3sc[cy,...,cx]. [locToje nuueapun xomorenu moauHoMmu E; TakBu Oa je

Ei(x;,yi) =1 3a 1<is<k. sRemenu nonunom P mahemo y oOauKy

k
P(x,y) = Fe(x, ) = Y biEi(x, ™ ¥ 1 G; (x, y),
i=1
rae je F, XOMOTeH IOJIUMHOM HEKOr cTeneHa m = k—1 takas na je Fq(x;,¥;) =1 (mod c)
_ Felx;,y)-1

3a CBakKoO I, a b; = ——=+— € Z onrosapajyhe roucraute. Ilorpebmo je camo ma ce
14

JOKaske Ha OBakKaB IMOJUHOM F; MOCTOjH.

Jlema. 3a cBaku nmpupogan O6POj ¢ MOCTOjU XOMOTeH MOJMHOM Q. TakaB 1a 3a CBAKY
OPUMUTUBHY Tadky (X,)) Baxku Q.(x,y) =1 (mod c).

Zoxasz. Y cayuajy nma je ¢ = p® cremen mpocTtor Gpoja, MOKe ce y3eru

(x*+xy+ yz)(p(c)

(xP~1 + yp_1)<p(c) aKo je p>2.

aKo je p=2;

FC(xy J/) = {
Heka je cama c=p;'py?--p;’ xaHOHCKa (pakropusanuja G6poja c. Karo cy 6po-
jeBu c/p?" (i=1,...,r) y3ajaMHO IPOCTH, IIOCTOje Ieaun 6pojesu Aj,..., Ay TAKBU
ma je ¥, A,-(c/p?") =1, a Taga MOKEMO y3€TU

. c 4 c
Fe(x,y) =} Ai—gFai(x,y) =) Ai—5 =1 (mod ¢).O
i=1  P; ! i=1  P;

Lpyeo pewemwe. Hera je omet S={(x1,y1),..., Xk, ¥x)}- TBpheme morkaszyjemo wHIYKIU-
jommo k. Cnyuaj k=1 je rpuBujanan. Herka je k=2. [lo unayKTUBHO] IpeTIOCTAB-
oM noctoje xomorenm noiaumHoMmu Q(x,y) u R(x,y) ca nmeauM KoepUIMjeHTUMa TaKBU

na je

Qxj,y)=13ai#k—-1 m Rx,y)=13ai#k (Q<i<k).

Tpaskenn nonmuaoM P(X,y) = Zj a]-x”_jyj TpasxkuMmo y oonuky P(x,y) = F(Q(x,y),R(x,¥)),
rae je F(u,v) Heku XxoMoreH mogumHoM. AKO je Q(Xr_1,Vi-1) =a u R(xy, yx) = b, Baxkn



F(1,1) z3ai=1,2,....,k-2,
P(x;,yi)=% F(al) 3ai=k-1,
F(,b) 3ai=k.

Ilakme, MOBOJBHO je MOKa3aTU Oa MOCTOjU XOMOTEH moJmHOM F € Z[x,y] TakaB na je
F(,1)=F(a,1)=FQ,b) =1.

Cmatpamo ma je |b|>1: y cynporaHoMm hemo yzetru F(x,y) = (x—y)(x—ay) (x+y)2 +y4.
Hanumumo F(x, y) = ym-f(i), rae je feZ[x] u m=degf. Tpeba na saxu f(1) = f(a) =

lu f(%) = bLm, na je moBOJpHO Hahu mONMHOM g € Z[X] cTeneHa m —2 TakaB Oa je

l)_ 1 pm—1
b) bm2 (b-1)(ab-1)"

OBakaB OJMHOM g TOCTOju ako u camo ako (b—1)(ab—1) menu b™ -1, Tako ma ce
Moske y3etu m =@ (|b—1|-lab—-1|) m uaOyKIUja je roTOBA.

f)y=0-1D(t—-a)g(t)+1, nupu demy je g(

Hanomena. VI3 koHCTpYEKIUje oMuHOMa F y IpyromMm pemnemy Clear na MUHUMAJHU
CTEINleH N TPa:KeHOT IMOJWHOMA HUje OTPaHUYEH y 3aBUCHOCTU O K.
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