
53. takŵičeŶje ŵladih ŵateŵatičara dosŶe i HerĐegoviŶe 

18. ŵateŵatička oliŵpijada diH 

Visoko, 18. 5. 2013. godine 

                                     

I dan 

 

1. Neka je      pravougli trougao (ugao kod vrha   je pravͿ i Ŷeka siŵetrale uŶutrašŶjih uglova 
kod vrhova    i   sijeku ŶaspraŵŶe katete u tačkaŵa   i   redom. Visina    siječe prave    i    redoŵ u tačkaŵa   i  . Dokazati da je prava koja prolazi kroz središta duži    i    

paralelna hipotenuzi   . 

 

2. Dat je niz sa     ,      i                  za prirodan broj     . Pokazati da su 

svi člaŶovi ovog Ŷiza potpuŶi kvadrati. 
 

3. Dokazati da se u skupu od ቀ   ቁ ljudi,   prirodaŶ ďroj, ŵože Ŷađi     ljudi koji se svi 

ŵeđusoďŶo pozŶaju ili     ljudi koji se svi ŵeđusoďŶo Ŷe pozŶaju. 

 

 

Vrijeme za rad: 4 sata. 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 

 

 

S R E T N O ! 
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53. takmičenje mladih matematičara Bosne i Hercegovine 

18. matematička olimpijada BiH 

Visoko, 19. 5. 2013. godine 

                                     

II dan 

 

4. Odrediti sve proste brojeve   i   za koje vrijedi         i        . 
 

5. Neka je     prirodan broj i neka su      ሺ         ሻ realni brojevi za koje vrijedi             . Označimo                   ሺ                       ሻ. 
Dokazati da je: 
a)           ,                      b)           ,                   c)              .                      
 

6. Neka je   centar upisane kružnice trougla    . Na dužima          odabrane su tačke       
redom tako da vrijedi                   . 
Dokazati da Eulerova prava za trougao     sadrži tačke   i  , pri čemu je   centar opisane 
kružnice trougla    . 

 

 

Vrijeme za rad: 4 sata. 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 

 

 

S R E T N O ! 
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18. matematička olimpijada BiH 

Visoko, 18. 5. 2013. godine 

I dan 

Rješenja zadataka 

 

 

1. Neka su   i   polovišta dužina   ̅̅̅̅̅ i   ̅̅ ̅̅   redom.  

Označimo kutove             . Iz pravokutnih trokuta     i     slijedi                      . Odavde je trokut     jednakokračan i   ̅̅̅̅    ̅̅̅̅̅. Kako je              , to se 
točke       i   nalaze na istoj kružnici, pa je                        . 

Slijedi da je trokut     jednakokračan i          . Zaključujemo da se točka   nalazi na simetrali 
dužine   ̅̅ ̅̅ . Analogno, može se pokazati da se i točka   nalazi na simetrali dužine   ̅̅ ̅̅ . Stoga je   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅ , 
a to povlači da je   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅ . 
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2.  Kako je rekurzija nehomogena potražimo rješenje u obliku        , gdje je   odgovarajuća 
konstanta. Uvrštavajući u početnu rekurziju dobijamo          ሺ    ሻ  ሺ      ሻ   , 

                     , odakle slijedi da je     . Sada je         . Karakteristična 

jednačina je            čija su rješenja         √ .  

Time je     (   √ )   (   √ ) 
. Uvrštavajući       dobijamo sistem          

 (   √ )   (   √ )      

čija su rješenja     √  ,     √  . Sada je 

     √  (   √ )    √  (   √ )    . 

Primijetimo da je    √  (  √ ) 
, pa je       (  √ )       (  √ )       . 

Dalje je   √     √   (√   )  , pa odatle  

   (√   )            (√   )               (√   )             (√   )             

 (√   )      (√   )    (√   )     (√   )           

 ((√   )     (√   )    √    ) 
. 

Pokažimo da je    (√   )     (√   )    √     uvijek cijeli broj. 

   √    √  ((√   )  )  √    √  ((√   )  ) 
  

   √   (  √ )    √   (  √ ) 
. 

Kako su   √    √  rješenja kvadratne jednačine          , to je    rješenje rekurentne 
relacije               sa početnim uslovima        . Odavde slijedi da je    cijeli broj i   =   . 
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3. Dokažimo opštiji rezultat: U skupu od ቀ    ቁ ljudi,    i   prirodni brojevi, možemo naći     ljudi 

koji se svi međusobno poznaju ili     ljudi koji se svi međusobno ne poznaju. Dokaz provodimo 
indukcijom po     .  

Ako je      , tj.      , tvrdnja je očigledna. 

Pretpostavimo da imamo skup od ቀ    ቁ ljudi. Uočimo u njemu čovjeka  . Imamo nekoliko slučajeva. 

Prvi slučaj. Ako   poznaje bar (ሺ   ሻ      ) ljudi, onda se na osnovu induktivne pretpostavke između 

poznanika od   može naći   ljudi koji se svi poznaju i koji zajedno sa   čine traženih     ljudi, ili 
postoji     ljudi koji se svi međusobno ne poznaju i tvrdnja opet vrijedi. 

Drugi slučaj. Ako   ne poznaje bar (  ሺ   ሻ ) ljudi, onda se na osnovu induktivne pretpostavke 

između osoba koje ne poznaju   može naći     ljudi koji se svi međusobno poznaju ili   ljudi koji se 
svi međusobno ne poznaju, koji zajedno sa   čine traženih     ljudi koji se međusobno ne poznaju i 
tvrdnja vrijedi. 

Treći slučaj. Slučaj kada   poznaje ne više od (ሺ   ሻ      )    ljudi i ne poznaje ne više od (  ሺ   ሻ )    ljudi nije moguć jer je  

(ሺ   ሻ      )    (  ሺ   ሻ )    ቀ    ቁ    ቀ    ቁ     
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18. matematička olimpijada BiH 

Visoko, 19. 5. 2013. godine 

II dan 

Rješenja zadataka 

 

4. Primijetimo da je    ሺ     ሻ   , odnosno          . Iz uslova se lako dobija       ሺ   ሻ   . 

Odavde zaključujeŵo da postoji prirodaŶ ďroj   takav da je    ሺ    ሻ    i za koji važi        ሺ   ሻ   . 

Posŵatraŵo sljedeđe slučajeve:        

JedŶačiŶa postaje      ሺ   ሻ    koja je ekvivalentna sa  ሺ    ሻሺ    ሻ                 . 

Odavde doďijaŵo rješeŶja ሺ   ሻ  ሼሺ     ሻ ሺ     ሻ ሺ      ሻሺ      ሻሽ.        odakle slijedi     (jer je    ሺ    ሻ   ).  

Sada imamo            ሺ   ሻ      ሺ   ሻ. 

)ďog siŵetrije ŵožeŵo uzeti da je    . Dijeljenjem posljednje nejdnakosti sa      dobijamo               
Odavde je        , a kako je     (zbog          ), to mora biti    . Sada         i                   . 

Odavde je      ili     . Drugi slučaj otpada jer ďroj             nije djeljiv sa 7. Dakle, u 

ovoŵ slučaju jediŶa rješeŶja su ሺ   ሻ  ሼሺ    ሻ ሺ    ሻሽ. 

Sva rješeŶja su data sa ሺ   ሻ  ሼሺ    ሻ ሺ    ሻ ሺ     ሻ ሺ     ሻ ሺ      ሻሺ      ሻሽ. 
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5.  

a)                                                                                     ሺ           ሻ  ሺ        ሻ      ሺ        ሻ       . 

JedŶakost se ŵože dostiđi za            . Koristili smo AK nejednakost. 

b)                                                                                      

                                                                          ሺ     ሻሺ     ሻ   

   ሺ           ሻ   ሺ           ሻ        
Koristili smo nejednakosti AK i AG. Jednakost vrijedi               . 

c) Neka je                            i                            . 

Nejednakost 

                                                                 

             

         

                                   

                         . 

Posljednja nejdnakost slijedi iz                                              =   ሾሺ     ሻ  ሺ     ሻ  ሺ     ሻ  ሺ     ሻ  ሺ     ሻ ሿ        ሾ                            ሿ      
Primijenili smo na kraju nejednakost AK. Jednakost vrijedi za                  . 
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6. Iz uvjeta zadatka  
                  slijedi          , a odavde da je četverokut      tetivan, pa je         i        . Analogno dobivamo da su četverokuti      i      tetivni. Slijedi da su kutovi 

trokuta                ,            ,            . 

Iz jednakosti              , dobivamo da je   ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ , pa je točka   ortocentar trokuta    .  

Neka je   središte opisaŶe kružŶiĐe trokutu     i          središta opisaŶih kružŶiĐa četverokutiŵa     ,     ,      redoŵ. Kako točke    i    leže Ŷa siŵetrali dužiŶe   ̅̅ ̅̅ , vrijedi     ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅ . SličŶo 
imamo     ̅̅ ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅  i     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅ . 

Koristeđi jedŶakost kutova sa okoŵitiŵ kraĐiŵa doďivaŵo                 i               . 

Slijedi da je    središte opisaŶe kružŶiĐe trokutu       . Trokuti        i     su hoŵotetičŶi ;sa 
središteŵ hoŵotetije u presjeku pravaca         i C'R). Točka   je ortocentar trokuta        i središte 
opisaŶe kružŶiĐe trokuta    . Dakle, središte hoŵotetije leži Ŷa presjeku pravaĐa    i   , te su točke     i   kolinearne. 
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