
IZBORNO TAKMIQE�E ZA BALKANSKU

MATEMATIQKU OLIMPIJADU

Istoqno Sarajevo, 21.04.2016.

1. Dat je tetivni qetvorougao ABCD u kome je AB = AD. TaqkeM i N
su na stranicama CD i BC, redom, tako da va�i DM +BN = MN .
Dokazati da centar kruga opisanog oko trougla AMN pripada du�i
AC.

2. Brojevi 1117 i 1171 su prosti, a brojevi 1711 i 7111 su slo�eni
(1711 = 29 · 59, 7111 = 13 · 547). Dokazati da se za svako n ≥ 2 me�u
brojevima koji se zapisuju pomo�u n jedinica i jedne sedmice nalazi
bar jedan slo�en broj.

3. Dati su uzajamno prosti prirodni brojevi m i n. U svakom po	u
beskonaqne xahovske table zapisan je po jedan realan broj tako da
va�i: zbir brojeva u svakom pravougaoniku m× n ili n×m jednak
je nuli. Dokazati da su bar dva od zapisanih brojeva me�usobno
jednaki.

4. Dokazati nejednakosti
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.

RJEXE�A

1. Na produ�etku du�i CD preko D uzmimo taqku K tako da je DK =
BN . Trouglovi KDA i NBA su podudarni, jer je ∠KDA = ∠NBA,
KD = BN i DA = AB. Slijedi da je KA = NA, KM = DK +
DM = BN +DM = NM , pa su trouglovi KMA i NMA podudarni.

Odatle je ∠MAN =
1

2
∠DAB. Neka su O, C presjeqne taqke du�i

AC sa kru�nicom opisanom oko trougla MCN . Kako je ∠MCO =
∠DCA = ∠BCA = ∠NCO, dobijamo da je MO = NO. Osim toga je

∠MON = 180◦ − ∠MCN = 180◦ − ∠DCB = ∠DAB = 2∠MAN.

Iz ove jednakosti iMO = NO slijedi da je O centar opisane kru�-
nice trougla MAN .
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2. Ako je n = 2m paran broj tada je

9 · 7 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2m

= 63 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
2m

= (8 0 . . . 00︸ ︷︷ ︸
m

)2 − 1 =

= 8 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m−1

1 · 7 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m

= 9 · 8 . . . 8︸ ︷︷ ︸
m−1

9 · 7 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m

,

pa je 711 . . . 1 = 8 . . . 89 · 79 . . . 9 slo�en broj.

Ako je n = 6m+ 5 tada je zbir cifara svakog od tih brojeva jednak
6m + 5 + 7 = 6(m + 2), pa je svaki broj dje	iv sa 3 (i samim tim
slo�en).

Ako je n = 6m + 3 tada je broj 711 . . . 1 dje	iv sa 13 (jer su 7111 i
111111 dje	ivi sa 13).

Ako je n = 6m+1 tada je broj 111711 . . . 1 dje	iv sa 7 (jer su 11171111
i 111111 dje	ivi sa 7).

Primjedba. U stvari je dokazano jaqe tvr�e�e, da je slo�en bar
jedan od brojeva 711 . . . 1 i 111711 . . . 1.

3. Kako su m i n uzajamno prosti brojevi, to se pri dije	e�u brojeva

m, 2m, 3m, . . . , (n− 1)m

sa brojem n dobijaju svi ostaci 1, 2 , . . . , n− 1. Prema tome, za neko
k ∈ {1, 2, . . . , n−1} broj km+1 je dje	iv sa n, pa je i brojmn−(km+1)
dje	iv sa n, tj. mn− 1 = km+ ln, gdje je l prirodan broj.

Uvedimo na xahovskoj tabli pravougli koordinatni sistem, tako da
su taqke sa cijelim koordinatama tjemena po	a te table. Kvadrat
ABCD sa tjemenima A(0, 0), B(mn, 0), C(mn,mn), D(0,mn), mo�e
se razbiti na pravougaonike dimenzije m × n ili n × m. Zato je
zbir brojeva koji su zapisani unutar kvadrata ABCD jednak nuli.
Uvedimo s	ede�e oznake

B1(mn− 1, 0), B2(km, 0), C1(mn− 1,mn), C2(km,mn).

Tada se svaki od pravougaonika AB2C2D i B2B1C1C2 mo�e razbiti
na pravougaonike dimenzijem×n ili n×m. Zato je zbir svih brojeva
koji su zapisani unutar pravougaonika AB1C1D jednak nuli, a to
da	e znaqi da je zbir brojeva koji su zapisani unutar pravougaonika
B1BCC1 jednak nuli. Analogno dokazujemo da isto svojstvo ima i
pravougaonik FEE1F1, gdje je

F (mn, 1), F1(mn− 1, 1), E(mn,mn+ 1), E1(mn− 1,mn+ 1).

Prema tome, u po	ima BFF1B1 i CEE1C1 zapisan je isti broj.
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4. Doka�imo prvo lijevu nejednakost. Ona se lako dokazuje matem-
atiqkom indukcijom.
Za n = 1 va�i jednakost 1/2 = 1/2. Iz pretpostavke da lijeva ne-
jednakost va�i za n, dovo	no je jox dokazati da za svako n ∈ N
va�i

2 3
√
n

2 3
√
n+ 1

≤ 3n+ 1

3n+ 2
.

Ova nejednakost va�i, jer je nakon kubira�a i sre�iva�a ekviva-
lentna sa 0 ≤ 2n+ 1.

Da bismo dokazali desnu nejednakost, dokaza�emo matematiqkom in-
dukcijom jaqu nejednakost

1

2
· 4
5
· 7
8
· · · 3n− 2

3n− 1
≤ 1

3
√
7n+ 1

.

Za n = 1 va�i jednakost 1/2 = 1/2. Iz pretpostavke da ova nejed-
nakost va�i za n, dovo	no je jox dokazati da za svako n ∈ N va�i

3n+ 1

3n+ 2
≤

3
√
7n+ 1

3
√
7n+ 8

.

Pos	ed�a nejednakost va�i, jer je nakon kubira�a i sre�iva�a ek-
vivalentna sa 0 ≤ 27n2 + 13n. �
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