
24. REPUBLIQKO TAKMIQE�E IZ MATEMATIKE

UQENIKA SRED�IH XKOLA REPUBLIKE SRPSKE

Ba�a Luka, 22. april 2017.

ZADACI

PRVI RAZRED

1. Dat je razlomak
2a27

7b22
, gdje su a i b cifre za koje je b − a = 2. Ako se

�egovom brojiocu doda prirodan broj n, a od imenioca se oduzme isti taj

broj n, dobijeni razlomak �e biti jednak
4

5
. Na�i n.

2. Dat je trougao ABC i taqke K i N na stranicama AB i AC, redom, takve
da je KB = KN . Neka je R sredixte luka AB koji ne sadr�i taqku C.
Prava koja sadr�i taqku R i normalna je na AB sijeqe du� BN u taqki D.
Dokazati da taqke A, K, D, N pripadaju jednoj kru�nici.

3. Data je tabla m × n i tri boje. �elimo da obojimo svaku du� dobijene
mre�e sa jednom od te tri boje tako da svaki jediniqni kvadrat ima dvije
stranice obojene jednom bojom i dvije stranice obojene nekom drugom bojom.
Koliko ima takvih boje�a?

4. Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je abc ≤ 1. Dokazati da je

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 1 +

6

a+ b+ c
.

DRUGI RAZRED

1. Dokazati da za proizvo	ne realne parametre a, b i c razliqite od nule bar
jedna od jednaqina

ax2 + 2bx+ c = 0, bx2 + 2cx+ a = 0 i cx2 + 2ax+ b = 0

ima realne korijene.

2. Dat je oxtrougli trougao ABC. Neka je D podno�je visine iz tjemena C
na stranicu AB. Pretpostavimo da je AD = 3BD. Neka su M i N redom
sredixta stranica AB i AC. Neka je P taqka takva da je NP = NC i
CP = CB, pri qemu B i P le�e sa razliqitih strana prave AC. Dokazati
da je ∠APM = ∠PBA.
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3. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y), x > y, za koje va�i
x2 + y2

x+ y
= 2017.

4. Segment S du�ine 50 je pokriven sa nekoliko segmenata du�ine 1, od kojih
je svaki sadr�an u S. Ako bilo koji od tih jediniqnih segmenata uklonimo
onda S vixe ne�e biti potpuno pokriven. Na�i maksimalan broj jediniqnih
segmenata koji zadovo	avaju ove uslove.

TRE�I RAZRED

1. U jednakokraki trapez ABCD upisana je kru�nica sa centrom O koja
dodiruje krakove BC i AD trapeza redom u taqkama M i N .

(a) Dokazati da je
1

AB
+

1

CD
=

2

MN
;

(b) Ako su taqke A, O, M kolinearne, odrediti uglove tog trapeza.

2. Jediniqni kvadrati table n× n, n ≥ 2, obojeni su crnom ili bijelom bojom
tako da svaki crni kvadrat ima bar tri bijela susjeda (susjed je jediniqni
kvadrat sa zajedniqkom stranicom). Koliki je najve�i broj crnih jediniq-
nih kvadrata?

3. Dato je 2000 tegova sa masama od 13, 23, 33, . . . , 20003 grama. Dokazati da
se oni mogu razbiti u dvije grupe sa podjednakim masama i sa podjednakim
brojem tegova (po 1000).

4. Odrediti najve�u konstantu C tako da nejednakost

(x1 + x2 + · · ·+ x6)
2 ≥ C · (x1(x2 + x3) + x2(x3 + x4) + · · ·+ x6(x1 + x2))

va�i za sve realne brojeve x1, x2, . . . , x6.

Za dobijeno C odrediti sve x1, x2, . . . , x6 za koje se dosti�e jednakost.

QETVRTI RAZRED

1. Neka je H ortocentar oxtrouglog trougla ABC. Na du�ima HB i HC
izabrane su redom taqke K i L tako da je ∠AKC = 90◦ = ∠ALB. Dokazati
da je AK = AL.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.

3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.
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4. Dokazati nejednakosti

13

72
− 1

2(n+ 1)2
≤ 1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
<

5

24
− 1

2(n+ 1)2
.

RJEXE�A

PRVI RAZRED

1. Odgovor: n = 2017. Dati uslov je evivalentan redom sa s	ede�im jednaqi-
nama

2a27 + n

7b22− n
=

4

5
, 5(2a27 + n) = 4(7b22− n),

5n+ 4n = 4 · (7072 + 100b)− 5 · (2027 + 100a).

Zamje�uju�i u pos	ed�oj jednakosti b = a+ 2 slijedi da je

(1) 9n = 18753− 100a.

Odavde dobijamo da 9 | 18753− 100a, a kako je

18753− 100a = 18756− 99a− (a+ 3)

i kako su brojevi 18756 i 99a dje	ivi sa 9, slijedi da je broj a + 3 dje	iv
sa 9. Kako je a cifra, ovo va�i samo za a = 6. Da	e, za a = 6 se (1) svodi
na 9n = 18153, odakle dobijamo da je n = 2017.

2. Oqigledno je prava RD simetrala stranice AB. Odavde zak	uqujemo da
va�i AD = BD, tj. ∠ABD = ∠BAD. Tako�e, iz uslova KB = KN imamo
da je ∠KBN = ∠KNB. Sada je ∠KAD = ∠BAD = ∠ABD = ∠KBN =
∠KNB = ∠KND, pa kako se taqke A i B nalaze u istoj poluravni u odnosu
na pravu KD, taqke A, K, D, N pripadaju jednoj kru�ici.

3. Gor�a stranica jediniqnog kvadrata u gor�em lijevom uglu mo�e se obo-
jiti na 3 naqina. Zatim, imamo 3 naqina za izbor druge stranice istog tog
kvadrata koja ima istu boju kao ve� obojena stranica. Preostale dvije stran-
ice ovog kvadrata moraju biti obojene istom bojom, a za ovu boju imamo dvije
mogu�nosti. Zak	uqujemo da jediniqni kvadrat u gor�em lijevom uglu mo�e
biti obojen na 3 ·3 ·2 = 18 naqina. Da	e, bojimo jediniqne kvadrate u prvom
redu slijeva nadesno. Pri tome je svaki put lijeva stranica kvadrata ve�
obojena. Imamo 3 naqina da odaberemo stranicu jediniqnog kvadrata koja
�e biti obojena istom bojom kao i �egova lijeva stranica. Za boje�e pre-
ostale dvije stranice imamo dvije mogu�nosti (boje). Prema tome, imamo 6
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naqina za boje�e svakog od ovih kvadrata. Nastav	amo sliqno sa boje�em
prve kolone. Bojimo jediniqne kvadrate odozgo nadole i za svaki od �ih
imamo 6 naqina boje�a.

Sada bojimo kvadrate u redovima 2, 3, . . . ,m i u kolonama 2, 3, . . . , n. Bojimo
ih slijeva nadesno i odozgo nadole. Kod boje�a svakog novog kvadrata on ve�
ima obojene dvije stranice: gor�u i lijevu. Ako su ove stranice razliqitih
boja, onda su i boje preostale dvije stranice ve� odre�ene, i postoje 2 naqina
za �ihovo boje�e. A ako dvije stranice koje su ve� obojene imaju istu boju,
onda i ostale dvije stranice imaju istu boju. Ta boja se mo�e izabrati
na dva naqina. Prema tome, za svaki od ovih kvadrata postoje dva mogu�a
naqina boje�a.

Dakle, ima 18 · 6m−1 · 6n−1 · 2(m−1)(n−1) = 2mn · 3m+n takvih boje�a.

4. Zapiximo datu nejednakost u obliku(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ a+ b+ c+ 6.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine je

1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 3

3
√
abc
≥ 3 i a+ b+ c ≥ 3

3
√
abc.

Zbog toga je
1

3

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ a+ b+ c

i
2

3

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
(a+ b+ c) ≥ 2

3

3
3
√
abc

3
√
abc = 6.

Sabira�em pos	ed�e dvije nejednakosti dobijamo datu nejednakost.

DRUGI RAZRED

1. Pretpostavimo da nijedna od tri date jednaqine nema realne korijene. Tada
je b2 < ac, c2 < ab i a2 < bc, odakle sabira�em dobijamo da je

a2 + b2 + c2 < ab+ ac+ bc.

Kako je ova nejednakost ekvivalentna sa (a − b)2 + (a − c)2 + (b − c)2 < 0,
dobili smo kontradikciju.
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2. Kako je N sredixte stranice AC to je NC = NA. Po pretpostavci je
NP = NC, xto znaqi da je ∠APC periferijski ugao nad preqnikom AC,
pa je ∠APC = 90◦. Poxto je AD = 3BD i M sredixte du�i AB to je
MD = BD. Osim toga je ∠CDB = 90◦ = ∠CDM , pa su trouglovi CDB i
CDM podudarni, odakle slijedi da je CB = CM .

Po pretpostavci je CP = CB, pa je C centar kru�nice koja prolazi kroz
taqke P , M i B. Kako je ∠APC = 90◦ to je AP tangenta ove kru�nice. Zbog
toga je ∠APM = ∠PBM = ∠PBA.

3. Jednaqina x2 + y2 = 2017(x+ y) je ekvivalentna sa jednaqinama

x2 + y2 − 2017(x+ y) = 0, 2x2 + 2y2 − 2 · 2017(x+ y) = 0,

(x− y)2 + (x+ y)2 − 2 · 2017(x+ y) = 0,

(x− y)2 + (x+ y − 2017)2 = 20172.

Ako je x+ y ≤ 2017 onda je 2017(x+ y) ≥ (x+ y)2 > x2+ y2 pa data jednaqina
nema rjexe�a. Dakle, x + y > 2017 pa koriste�i formulu za Pitagorine
trojke dobijamo da postoje prirodni brojevi m i n, m > n, takvi da je

x− y = 2mn, x+ y − 2017 = m2 − n2, 2017 = m2 + n2,

ili
x− y = m2 − n2, x+ y − 2017 = 2mn, 2017 = m2 + n2.

Kako je 2017 prost broj oblika 4k + 1 jednaqina m2 + y2 = 2017 ima jedin-
stveno rjexe�e. To je par (m,n) = (44, 9). Da	e dobijamo sisteme linearnih
jednaqina

x− y = 792, x+ y − 2017 = 1855,

x− y = 1855, x+ y − 2017 = 792,

qija su rjexe�a (x, y) = (2332, 1540) i (x, y) = (2332, 477). To su ujedno i
jedina rjexe�a date jednaqine.

4. Neka su S1, S2, . . . segmenti du�ine 1 koji pokrivaju segment S gledano sli-
jeva nadesno. Dokaza�emo najprije da su bilo koja dva segmenta Sk i Sk+2

disjunktna. Ako bi neka dva segmenta Sk i Sk+2 imala zajedniqku taqku onda
bi �ihova unija bio segment koji sadr�i segment Sk+1. Tada bismo segment
Sk+1 mogli izbaciti a segment S bi bio pokriven ostalim segmentima, xto
je kontradikcija sa uslovom zadatka. Poxto je du�ina segmenta S jednaka
50, to znaqi da segmenata Si, kako sa neparnim tako i sa parnim indeksima
ponaosob, mo�e biti najvixe 49, tj. mo�emo imati najvixe 98 segmenata
du�ine 1 koji pokrivaju S.

Na primjeru �emo pokazati da se taj maksimalan broj mo�e i posti�i. Pos-
matrajmo segment I = [0, 50] na brojevnoj pravoj. Uoqimo na ovom segmentu
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taqke Mi koje imaju brojevne vrijednosti
1

2
+ (i− 1) · 49

97
, i = 1, 2, . . . , 98.

Neka su Si segmenti du�ine 1 qija su sredixta taqke Mi, i = 1, 2, . . . , 98.
Kako je MiMi+2 = 98/97, (1 ≤ i ≤ 96), segmenti Si i Si+2 su razdvojeni du�i-
nom 1/97, koju pokriva samo segment Si+1, xto znaqi da ne mo�emo ukloniti
nijedan od segmenata Si, i = 1, 2, . . . , 98, jer bi S istao nepokriven.

TRE�I RAZRED

1. Neka je r polupreqnik kru�nice upisane u dati trapez i neka su K i L
redom sredixta �egovih osnovica AB i CD. Neka je P = KL ∩ MN i
∠BAO = ϕ, tj. ∠BAD = 2ϕ. Posmatrajmo qetvorougao OLDN . On ima
prave uglove u tjemenima L i N , a kako je ∠NDL = ∠ADC = 180◦ − ϕ,
slijedi da je ∠NOL = 2ϕ. Pravougli trouglovi OLD i OND su podudarni,
pa je ∠DOL = ϕ.

(a) Sada iz pravouglih trouglova AKO, OLD i OPN dobijamo

AK = r ctgϕ, DL = r tgϕ, NP = r sin 2ϕ,

pa je
AB = 2r ctgϕ, C = 2r tgϕ, MN = 2r sin 2ϕ.

Odavde slijedi da je

MN

AB
+

MN

CD
=

2r sin 2ϕ

2r ctgϕ
+

2r sin 2ϕ

2r tgϕ
= 2 sin2 ϕ+ 2 cos2 ϕ = 2,

xto je i trebalo dokazati.

(b) Ako su taqke A, O, M kolinearne, onda su uglovi ∠AOK i ∠MOL un-
akrsni, pa je ∠AOK i ∠MOL. Kako je ∠AOK = 90◦ − 2ϕ = ∠MOL = 2ϕ,
slijedi da je 90◦−2ϕ = 2ϕ, tj. ϕ = 30◦. Dakle, oxtri ugao tog jednakokrakog
trapeza je 60◦, a tupi ugao je 120◦.

2. Uoqimo najprije da su jediniqni kvadrati u uglovima table obojeni bijelom
bojom (jer imaju samo dva susjeda). Tako�e, u vrstama (kolonama) koje se
nalaze uz ivice table, ne mogu biti dva susjedna jediniqna kvadrata obojena
crnom bojom, jer ne bi mogli imati tri susjedna bijela jediniqna kvadrata.
Primijetimo da iz istog razloga u svakom kvadratu 2 × 2 mo�emo imati
najvixe dva crna jediniqna kvadrata.

Ako je n neparan broj, podijelimo tablu u 4 dijela: kvadrat (n− 1)× (n− 1)
koji sadr�i sve jediniqne kvadrate u prvih n−1 vrsta i n−1 kolona (gledan
od dna ka vrhu), pravougaonik (n−1)×1 uz desnu ivicu table, pravougaonik
1× (n− 1) uz gor�u ivicu table i jediniqni kvadrat u gor�em desnom uglu
table. Ako kvadrat (n − 1) × (n − 1) izdijelimo na kvadrate 2 × 2 (kojih
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ima (n − 1)2/4), jasno je da �emo u �emu imati najvixe (n − 1)2/2 crnih
kvadrata. Tako�e, u pravougaonicima 1× (n− 1) i (n− 1)× 1 mo�emo imati
najvixe (n − 1)/2 crnih kvadrata, a poxto je gor�i desni kvadrat bijele
boje, maksimalan broj crnih kvadrata je

(n− 1)2

2
+

n− 1

2
+

n− 1

2
=

n2 − 1

2
.

Ovaj maksimum se mo�e dosti�i ako tablu obojimo ,,xahovski" crno-bijelo,
sa bijelim jediniqnim kvadratima u uglovima.

Ako je n paran broj, podijelimo tablu u 9 dijelova: kvadrat (n− 2)× (n− 2)
u sredini table, 4 pravougaonika (n− 2)× 1 ili 1× (n− 2) uz ivice table
i 4 jediniqna kvadrata u uglovima table. Ako kvadrat (n − 2) × (n − 2)
izdijelimo na kvadrate 2× 2, a pravougaonike na ma�e pravougaonike 1× 2
ili 2× 1, mo�emo imati maksimalno

(n− 2)2

2
+ 4 · n− 2

2
=

n2 − 4

2

crnih kvadrata.

Ovaj maksimum se mo�e dosti�i ako tablu n×n obojimo na xahovski naqin,
a onda dva crna kvadrata koja se nalaze u uglovima table prebojimo u bijelo,

te imamo tablu koja zadovo	ava uslove zadatka i koja ima
n2

2
− 2 =

n2 − 4

2
crnih po	a.

3. Kako je 2000 = 16 · 125 dovo	no je dokazati da za svakih 16 uzastopnih
prirodnih brojeva postoji takvo razbija�e. Imamo da je

(k+1)3+(k+4)3−(k+2)3−(k+3)3 = (k+4)3−(k+3)3−((k+2)3−(k+1)3) =

= (k+4)2+(k+4)(k+3)+(k+3)2−(k+2)2−(k+2)(k+1)−(k+1)2 = 12k+30,

(1) (k + 1)3 + (k + 4)3 = (k + 2)3 + (k + 3)3 + 12k + 30.

Ako u (1) umjesto k stavimo k + 4 dobijamo da je

(2) (k + 6)3 + (k + 7)3 + 12(k + 4) + 30 = (k + 5)3 + (k + 8)3.

Sabira�em (1) i (2) dobijamo

(3) (k+1)3+(k+4)3+(k+6)3+(k+7)3+48 = (k+2)3+(k+3)3+(k+5)3+(k+8)3.

Ako u (3) umjesto k stavimo k + 8 dobijamo da je
(4)
(k+10)3+(k+11)3+(k+13)3+(k+16)3 = (k+9)3+(k+12)3+(k+14)3+(k+15)3+48.
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Sabira�em (3) i (4) dobijamo da je

(k+1)3+(k+4)3+(k+6)3+(k+7)3+(k+10)3+(k+11)3+(k+13)3+(k+16)3 =

= (k+2)3+(k+3)3+(k+5)3+(k+8)3+(k+9)3+(k+12)3+(k+14)3+(k+15)3,

xto je i trebalo dokazati.

4. Primijetimo da se izraz na desnoj strani date nejednakosti

x1x2+x1x3+x2x3+x2x4+x3x4+x3x5+x4x5+x4x6+x5x6+x1x5+x1x6+x2x6

mo�e zapisati u obliku

(x1 + x4)(x2 + x5) + (x2 + x5)(x3 + x6) + (x3 + x6)(x1 + x4).

Koriste�i smjenu X = x1 + x4, Y = x2 + x5 i Z = x3 + x6, data nejednakost
postaje

(X + Y + Z)2 ≥ C · (XY + Y Z + ZX),

gdje su X, Y i Z proizvo	ni realni brojevi.

Za X = Y = Z = 1 imamo da je 9 ≥ 3C, tj. C ≤ 3.

Doka�imo sada da nejednakost

(X + Y + Z)2 ≥ 3(XY + Y Z + ZX),

va�i za proizvo	ne realne brojeve X, Y i Z. Kako je ova nejednakost ekvi-
valentna sa (X − Y )2 + (Y −Z)2 + (Z −X)2 ≥ 0, ona oqito va�i. Pri tome,
jednakost va�i samo ako je X = Y = Z, tj. x1 + x4 = x2 + x5 = x3 + x6.

QETVRTI RAZRED

1. Oznaqimo sa P i Q podno�ja visina spuxtenih iz tjemena C redom na stran-
ice AC i AB. Tada imamo s	ede�e parove sliqnih trouglova

4AKC ∼ 4APK, 4ABP ∼ 4ACQ, 4ALB ∼ 4AQL,

jer su svi ovi trouglovi pravougli i trouglovi u istom paru imaju zajed-
niqki oxtri ugao. Slijedi da je

AK2 = AP · AC = AQ · AB = AL2, tj. AK = AL

.

2. Isti kao zadatak 2 za tre�i razred.
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3. Isti kao zadatak 3 za tre�i razred.

4. Lijevu nejednakost dokazujemo matematiqkom indukcijom. Za n = 2 va�i

jednakost
13

72
− 1

18
=

1

8
. Neka je n > 2. Pretpostavimo da nejednakost va�i

za n− 1, tj. da je

(1)
13

72
− 1

2n2
≤ 1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

(n− 1)3
.

Dovo	no je jox dokazati da za svaki prirodan broj n va�i

(2)
1

2n2
− 1

2(n+ 1)2
≤ 1

n3
,

jer sabira�em (1) i (2) dobijamo da lijeva nejednakost va�i za n.

A nejednakost (2) va�i poxto je ekvivalentna sa n(n+ 1)2 − n3 ≤ 2(n+ 1)2,
tj. 0 ≤ 3n+ 2.

Za dokaz desne nejednakosti procijenimo opxti qlan
1

k3
. Imamo za k ≥ 2

1

k3
<

1

k3 − k
=

1

k(k − 1)(k + 1)
=

1

2k

(
1

k − 1
− 1

k + 1

)
=

=
1

2

(
1

k(k − 1)
− 1

k(k + 1)

)
=

1

2

(
1

k − 1
− 1

k
− 1

k
+

1

k + 1

)
,

tj.
1

k3
<

1

2

(
1

k − 1
− 2

k
+

1

k + 1

)
.

Na osnovu ovoga je za n > 2

1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
=

1

23
+

n∑
k=3

1

k3
<

1

23
+

1

2

n∑
k=3

(
1

k − 1
− 2

k
+

1

k + 1

)
=

=
1

23
+

1

2

(
1

2
− 1

3
− 1

n
+

1

n+ 1

)
=

5

24
− 1

2n(n+ 1)
<

5

24
− 1

2(n+ 1)2
.

Primjedba. Mi smo u stvari dokazali jaqu nejednakost

1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
<

5

24
− 1

2n(n+ 1)
,

koja se tako�e lako dokazuje matematiqkom indukcijom.

Zadatke pripremili: Vidan Govedarica i Marko �iti�.
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